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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА М- ОЦЕНКИ  
ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ GARCH(1, 1)

В. С. ТЕРЕХ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Модель GARCH(1,  1) используется для анализа и прогнозирования финансовых и экономических временных 
рядов. В классическом варианте для оценки параметров модели применяется метод максимального правдоподо-
бия, однако он неудобен при анализе моделей, остатки которых имеют распределения, отличные от нормального. 
Рассматривается метод М-оценки параметров модели GARCH(1,  1), представляющий собой обобщение мето-
да максимального правдоподобия. Описан алгоритм построения М-оценок, исследованы их асимптотические 
свойства. Сформулирован ряд условий, при выполнении которых оценка является строго состоятельной и имеет 
асимптотически нормальное распределение. С помощью такого метода можно анализировать модели с различны-
ми распределениями остатков. В частности, модели с устойчивыми и умеренно устойчивыми распределениями, 
позволяющие учесть особенности реальных финансовых данных: кластеризацию волатильности, тяжелые хвосты, 
несимметричность.

Ключевые слова: модель GARCH; оценка параметров; М-оценка; состоятельность; асимптотическое распре-
деление.

ASYMPTOTIC PROPERTIES OF M-ESTIMATOR  
FOR GARCH(1, 1) MODEL PARAMETERS

U. S. TSERAKH a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

GARCH(1,  1) model is used for analysis and forecasting of financial and economic time series. In the classical ver-
sion, the maximum likelihood method is used to estimate the model parameters. However, this method is not convenient 
for analysis of models with residuals distribution different from normal. In this paper, we consider M-estimator for the 
GARCH(1,  1) model parameters, which is a generalization of the maximum likelihood method. An algorithm for con-
structing an M-estimator is described and its asymptotic properties are studied. A set of conditions is formulated under 
which the estimator is strictly consistent and has an asymptotically normal distribution. This method allows to analyze 
models with different residuals distributions; in particular, models with stable and tempered stable distributions that allow 
to take into account the features of real financial data: volatility clustering, heavy tails, asymmetry.

Keywords: GARCH model; parameter estimation; M-estimator; consistency; asymptotic distribution.
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Введение
Исследования многих ученых показали, что финансовые временные ряды обладают специфическими 

особенностями, учесть которые способны лишь определенные эконометрические модели. В работе [1] 
была предложена модель авторегрессионной условной гетероскедастичности ARCH(q) (autoregressive 
conditionally heteroscedastic model), которая стала первой из большого семейства моделей гетероскедас
тичности. На практике модель ARCH(q) используется редко, так как для достаточно точного описания 
временных рядов требуется большое количество параметров. В статье [2] предложена обобщенная мо-
дель GARCH( p, q) (generalized  ARCH), более удобная для практических исследований. Особенно попу-
лярна модель GARCH(1, 1). Оценка параметров модели может осуществляться несколькими методами. 
Одним из наиболее часто применяемых и простых в реализации является метод квазимаксимального 
правдоподобия (МКМП). Для модели GARCH(1, 1) состоятельность и асимптотическая нормальность 
оценки по МКМП впервые были доказаны в работе [3]. В некоторых случаях МКМП дает неудовлет-
ворительные результаты (например, когда распределение остатков имеет тяжелые хвосты), поэтому 
актуальной является задача исследования других методов оценки.

Модель GARCH(1, 1)
Процесс Xt , t ∈ , удовлетворяет модели GARCH(1, 1), если
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где Z tt , ∈{ }  – независимые, одинаково распределенные случайные величины, а ω0 > 0, ω1 > 0, ω2 > 0 – 
параметры модели; σt является t – 1-измеримой, здесь t t tZ Z− − −= …( )1 1 2σ , ,  – сигма-алгебра. Вре-
менной ряд, описываемый соотношением (1), не всегда стационарен в узком смысле. Поэтому необхо-
димо наложить дополнительные ограничения на параметры модели. Будем использовать следующее 
условие стационарности [4]:
	 ω1 + ω2 < 1.	 (2)

Пусть θ ω ω ω= ( )0 1 2, , ,T  а θ0 0 1 2= ( )w w w, , T – истинный вектор параметров модели (1). Введем вспо-

могательные переменные θ θ∈( ) ∈( )0 1 0 1, , ,  и определим допустимое множество параметров следую-
щим образом:
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где ε ∈ ∞[ )0,  – произвольное начальное значение. 
Для последующего анализа нам потребуется стационарная эргодическая аппроксимация ŷt θ( ). Для 

этого рассмотрим решение рекуррентного стохастического уравнения

s X s tt t tθ ω ω ω θ( ) = + + ( ) ∈− −0 1 1
2

2 1 , .

Исходя из утверждения 5.2.12 в  [5], последнее уравнение имеет единственное стационарное эр-
годическое решение yt . При этом yt tθ σ0

2( ) =  п. н. для любого t ∈  и  ŷ yt t− →
Θ
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y y p

p
Θ

Θ
= ( )

∈
sup .

Согласно утверждению 5.2.6 в [5], если выполняется условие стационарности (2), то, используя ре-
куррентные подстановки, можем получить представление для ŷt θ( ) и  yt θ( ) в явном виде:
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Введем также обозначения ^ ^h yt tθ θ( ) = ( )1 2/  и  h yt tθ θ( ) = ( )1 2/ .

М-оценка
М-оценка была введена П. Хьюбером [6] и представляет собой обобщение оценки по методу мак-

симального правдоподобия. Пусть f x( ) – положительная непрерывная функция. Введем обобщенную 
функцию правдоподобия
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Тогда М-оценка ^θn вектора параметров θ0 модели (1) на компакте Θ определяется следующим образом:

	 ^ ^θ θ
θn nL= ( )

∈
arg max .

Θ
	 (6)

Отметим, что в случае выбора в качестве f x( ) функции плотности распределения оценка (6) совпа-
дет с оценкой максимального правдоподобия.

Введем также следующие обозначения:
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Найдем ϕ1 x y,( ) и ϕ2 x y,( ) в явном виде: 
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Положив в (7) x = Zt и  y
h
t

t
=

( )
σ

θ^  и учитывая, что Xt = σt Zt , функцию (5) можно записать в следую-
щем виде:
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Определим еще несколько функций:
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Асимптотические свойства оценки (6) были сформулированы в работе [7]. Далее приводятся дока-
зательства этих результатов.
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Состоятельность
Лемма 1. Если распределение Zt не сконцентрировано в двух точках, y y0 0 0θ θ( ) = ( ) � и θ ∈Θ, то θ θ= 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (4)
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Правая часть равенства представляет собой − −l 1-измеримую величину, а левая часть независима от 
− −l 1. Тогда равенство возможно только в случае вырожденности Z l−

2 . Но по условию леммы распреде-
ление Zt не сконцентрировано в двух точках. Таким образом, приходим к противоречию, и ω ω1 2 1 2

k kw w= , 
k = 0, 1, 2, …. В частности, при k = 0 имеем ω1 = w1, а при k = 1 получаем ω2 = w2. Из (9) следует, что 
ω0 = w0. Лемма доказана.

Теорема 1. Если распределение Zt не сконцентрировано в двух точках, существует стационарный 
эргодический процесс Xt( ), удовлетворяющий модели (1) при θ = θ0 , и E Z ylog ,+ ( ){ } < ∞ϕ1 0 , где
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,
,

E Z y E Zϕ ϕ0 0 1, ,( ){ } < ( ){ }, ∀ >y ,0  то М-оценка (6) вектора параметров модели (1) является строго 
состоятельной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как E Z y E Zϕ ϕ0 0 1, , ,( ){ } < ( ){ }  ∀ >y 0, то El L0 θ θ( ) = ( ) < ∞  при любом 
θ ∈ Θ.

Известно (см. утверждение 5.2.12 в [5]), что ht можно представить в виде h u X Xt t t= …( )−, , ,1  где 
u ⋅( ) – измеримая функция. Тогда l X Xt t t= …( )− −ν 1 2, , ,  где ν ⋅( ) – также измеримая функция. Так как 
Xt( ) – стационарный эргодический процесс, то lt – также стационарный эргодический процесс. Тогда 

согласно эргодической теореме A.2 в [8]

	 L Ln θ θ( ) → ( )  п. н., n → ∞, θ ∈ Θ.	 (10)
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Для всякого вектора параметров θ ∈ Θ и любых x ∈ , s ∈ ∞[ )0,  выполняется соотношение
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Так как E Z ylog , ,+ ( ){ } < ∞ϕ1 0  то по лемме 2.1 в [9] получаем, что 
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0 п. н., n → ∞. 	 (11)
Из (10) и (11) следует, что 

	 ^L Ln →  п. н., n → ∞. 	 (12)
Пусть θ0 – истинный параметр модели. Тогда
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Причем равенство достигается только в случае σ θ0 0≡ ( )h  п. н. Но согласно лемме 1 из этого выте-
кает, что θ = θ0. Значит, функция L θ( ), θ ∈ Θ, имеет единственный максимум в точке θ0. Отсюда с уче-
том (12) следует строгая состоятельность (см. теорему 5.3.1 в [5]). Теорема доказана.

Асимптотическое распределение
Определим функцию ′( )ht θ :
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где компоненты вектора вычисляются с учетом представления (4):
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Аналогичным образом определяется функция ′′( )ht θ , а ^′( )ht θ  и ^′′( )ht θ  вычисляются с учетом (3).
Также определим
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Лемма 2. Пусть выполнены следующие условия:
а) выполняются условия теоремы 1;
б) E Z y yϕ2 0 0,( ){ } < ∞ ∀ >, ;

в) E l Zt′′ < ∞ ( ){ } < ∞Θ , E ϕ1
2

0 1, .
Тогда матрица 

A E h h= ′( )  ′( ) 











1

0
2 0 0 0 0σ

θ θ
T

обратима.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ∃ ∈x d

 , xTAx = 0.

x E h h xT T1 0
0
2 0 0 0 0σ

θ θ′( )  ′( ) 











= .

E h x1 0
0
2 0 0

2

σ
θ′( )











= .

′( ) =h x0 0 0θ �  п. н.
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Согласно лемме  5.7.3 в  [5] компоненты вектора 
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следует, что x = 0. Значит, A – невырожденная матрица и ∃ −A 1. Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть выполняются условия теоремы 1 и  E Z y yϕ2 0 0, .( ){ } < ∞ ∀ >,  Тогда 
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Легко проверить, что для модели  (1) и функций ht θ( ), ^ht θ( ) при θ ∈ Θ выполняются условия ут-

верждений 6.1 и 6.2 в [9]. Тогда E hlog ,+ ′{ } < ∞0Θ  а  ^h ht t− →
Θ

0^h ht t− →
Θ

0  п. н. и  ^′ − ′ →h ht t Θ
0^′ − ′ →h ht t Θ

0  п. н. Так как 

E log ,+{ } < ∞σ0  E Elog log ,+ +{ } ≤ { } < ∞σ σ0
2

02  E Z ylog , ,+ ( ){ } < ∞ϕ1 0  ∀ >y 0, E Z ylog , ,+ ( ){ } < ∞ϕ2 0  

∀ >y 0, то по лемме 2.1 в [9] получаем, что выражение под суммой равномерно ограничено на Θ, а сле-
довательно, ^′ − ′ →L Ln n Θ

0^′ − ′ →L Ln n Θ
0 п. н., n → ∞. Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
а) выполняются условия теоремы 1;
б) E Z y yϕ2 0 0,( ){ } < ∞ ∀ >, ;

в) E l E Zt′′ < ∞ ( ){ } < ∞Θ , ϕ1
2

0 1, .
Тогда М-оценка (6) имеет асимптотически нормальное распределение:
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из доказательства теоремы 1 следует, что условие a обеспечивает θ θn → 0  
п. н., где θn  определяется (8). Согласно теореме Лагранжа о среднем значении для достаточно больших 
значений n справедливо равенство
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где ε θ θ θn n− < −0 0
 . Из определения θn следует, что ′ ( ) =Ln n

θ 0. Тогда (13) можно записать как

	 ′′( ) −( ) = − ′ ( )L Ln n n nε θ θ θ

0 0 . 	 (14)

Заметим, что ′′( )lt θ  можно представить в виде измеримой функции от стационарного эргодического 
процесса (см. доказательство теоремы 1). Кроме того, E lt′′ < ∞Θ .  Отсюда в силу эргодической теоремы 
A.2 в [8] следует, что 

′′ ′′( ) → ( )L Ln θ θ  п. н., n → ∞ ∈, .θ Θ

Так как ε θn → 0  п. н., n → ∞, то
	 ′′ ′′( ) → ( ) =L L Fn nε θ0 . 	 (15)

Найдем теперь матрицу F.
При доказательстве теоремы  1 было показано, что L θ( ) имеет единственный максимум в  точке 
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Заметим, что по крайней мере одна из компонент вектора ′( )h θ0  строго положительна. Например,
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, и из (16) следует, что E Zϕ1 0 1 0, .( ){ } =

Тогда

F E Z A= ( ){ }ϕ2 0 1, .

По лемме 2 матрица A невырожденная, а значит, и матрица F невырожденная. 
Тогда из (15) получаем, что для достаточно больших значений n ∃ ′′( ) = + ( )( )− −L F on

1 1 1 1 , и (14) при-
нимает вид 

n nL F on n
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0 0
1 1 1 .

Заметим, что ′ ( ) = − ( ) ( )′
l Z

h
n t

t

tθ ϕ
θ

σ0 1
01,  – стационарный эргодический разностный мартингал-процесс 

относительно фильтрации t t( ) ∈.  Тогда, используя теорему Крамера – Вольда и теорему 23.1 в [10], 
заключаем, что

	 n Vn
d

θ θ−( ) → ( )0 0 , . 	 (17)

По теореме Лагранжа о среднем значении имеем

	 ′ ′( ) − ( ) = ′′( ) −( )L L Ln nn n n n n n
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
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где 

ε θ θ θn n n n− < −^ ^ .

ε θ θ θn n n n− < −^ ^ .

ε θ θ θn n n n− < −^ ^ .
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Так как  ε θn n→  п. н., а  θ θn → 0  п. н., то по аналогии с (15) получаем

′′ ′′( ) → ( ) =L L Fn nε θ0 .

Кроме того, ′ ′( ) = = ( )L Ln nn n
θ θ0 ^ ^ .′ ′( ) = = ( )L Ln nn n
θ θ0 ^ ^ . Исходя из этого, (18) можно переписать как 

n n L L F on n n n n n
θ θ θ θ− = ′ ( ) − ′ ( )( ) + ( )( )−^ ^ ^ ^ 1 1 1 .n n L L F on n n n n n
θ θ θ θ− = ′ ( ) − ′ ( )( ) + ( )( )−^ ^ ^ ^ 1 1 1 .n n L L F on n n n n n
θ θ θ θ− = ′ ( ) − ′ ( )( ) + ( )( )−^ ^ ^ ^ 1 1 1 .n n L L F on n n n n n
θ θ θ θ− = ′ ( ) − ′ ( )( ) + ( )( )−^ ^ ^ ^ 1 1 1 .n n L L F on n n n n n
θ θ θ θ− = ′ ( ) − ′ ( )( ) + ( )( )−^ ^ ^ ^ 1 1 1 .

Тогда из леммы 3 следует, что
	 n n n

θ θ− →^ 0n n n
θ θ− →^ 0  п. н.	 (19)

Таким образом, из (17) и (19) вытекает, что n Vn
d^θ θ−( ) → ( )0 0 , .n Vn
d^θ θ−( ) → ( )0 0 , . Теорема доказана.

Заключение
При выполнении определенных условий М-оценка параметров модели GARCH(1, 1) является стро-

го состоятельной и имеет асимптотически нормальное распределение. С помощью метода М-оценки 
можно исследовать модели с различными распределениями остатков. В частности, при анализе финан-
совых и экономических временных рядов используются устойчивые и умеренно устойчивые (tempered 
stable [11]) распределения. Такие модели позволяют учитывать особенности, характерные для реаль-
ных данных: кластеризацию волатильности (чередование периодов высокой и низкой волатильности), 
тяжелые хвосты и асимметричность остатков. 
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