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Предложен метод оценки параметров модели GARCH(1,1) с устойчивыми рас-

пределениями, использующий эмпирическую характеристическую функцию распре-

деления остатков модели. Описан процесс построения оценки, сформулированы 

условия, при выполнении которых оценка является строго состоятельной. Исследо-

вано асимптотическое распределение оценки. 

Ключевые слова: модель GARCH; устойчивое распределение; характеристиче-

ская функция; оценка параметров; строгая состоятельность; асимптотическое 

распределение. 

Модель GARCH [1] является популярным инструментом для анализа 

экономических и финансовых временных рядов. Актуальной является 

задача исследования моделей GARCH c распределениями остатков, от-

личными от нормального. Особой популярностью пользуются устойчи-

вые распределения. Такие распределения являются обобщением нор-

мального распределения и имеют ряд свойств, характерных для реаль-

ных данных: кластеризация волатильности, тяжелые хвосты, несиммет-

ричность. В работах [2] и [3] проводится сравнительный анализ моделей 

GARCH с устойчивыми и умеренно устойчивыми распределениями. Ис-

пользование таких распределений позволяет получить адекватные ре-

зультаты, однако в то же время создает ряд трудностей, связанных с 

оцениванием параметров модели. Устойчивые распределения не имеют 

явного вида функции плотности (за исключением нескольких частных 

случаев), что затрудняет применение метода максимального правдопо-

добия. В данной работе рассматривается метод оценки параметров мо-

дели GARCH(1,1) с устойчивыми распределениями, использующий эм-

пирическую характеристическую функцию распределения остатков. 
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Процесс ,  tX t  удовлетворяет модели GARCH(1,1) если  
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где  ,tZ t  – независимые, одинаково распределенные случайные ве-

личины, а 0 1 20,  0,  0       – параметры модели. 

Пусть 0 2  , 1 1  . Случайная величина X имеет стандартное 

α-устойчивое распределение  stdS  , если ее характеристическая 

функция имеет вид 
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Пусть в модели (1) случайные величины tZ  имеют распределение 

 stdS   и их характеристическая функция описывается соотношением 

(2). Обозначим  0 1 2, , '      - вектор параметров модели GARCH(1,1), 

 , где   является компактным подмножеством на     20, 0,   ; 

 , '     вектор параметров стандартного α-устойчивого распределе-

ния,  , где Λ является компактным подмножеством на 

    1,2 1,1  . Необходимо найти оценку совместного вектора парамет-

ров  , '    ,     . Для этого будем минимизировать рас-

стояние между теоретической характеристической функцией α-

устойчивого распределения и эмпирической характеристической функ-

цией распределения остатков модели GARCH(1,1). Для заданной выбор-

ки наблюдений  1, , TX X  и фиксированных начальных значений X0 и 

0 , оценка вектора   определяется следующим образом: 

  iˆ argm nT T


  , (3) 

где Ξ обозначает пространство параметров и 
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где  W   - неотрицательная симметрическая весовая функция. В (4) 
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    , и вычис-

ляемая через остатки    /t t t ty Z X     , где  t   рекурсивно опре-

деляются как 2 2 2

0 1 1 2 1,   1,t t tX t T       . 

Весовая функция  W   вводится для обеспечения сходимость инте-

грала (4). Тема выбора оптимальной весовой функции является актуаль-

ной задачей и частично рассматривается в работе [4]. Предлагается ис-

пользовать весовую функцию вида  
1

,
p b u

W u u e u
 

  , где 

1,  0p b  , либо Гауссовскую весовую функцию  
2

,uW u e u  . 

Обозначим  ' '

0 0 0, '     – вектор истинных значений параметров, где 

 
0 0 00 0 1 2, , '     ,  0 0 0, '    . Также введем следующие обозначения: 
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Υ t  – вектор размерности 5d   - количество неизвестных параметров 

в  , G  и V  – матрицы. 

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия: 

1. 
0  ; 

2.  ,  
1 2 1   ; 

3.  W   является строго положительной на  \ 0  и   ,W u du
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Тогда оценка (3) является строго состоятельной, то есть 
0

ˆ
T

T
    п.н. 

Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия: 

1. 0 Ξ  , где Ξ  – внутреннее множество Ξ:=Θ Λ ; 

2. θ Θ  ,  
1 2ω ω 1  ; 

3.  W   является строго положительной на  \ 0  и  
i

u W u du



  , 

 0,1  ,2,4i . 

Тогда существует последовательность матриц TG  стремящаяся п.н. к G  

и    
d

T T 0G T 0,V    при T .   
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Предложена математическая модель для энергетического расчета радиолинии на 

трассе спутник-Земля, позволяющая с помощью компьютерного моделирования 

определить параметры приемного устройства, обеспечивающие устойчивый прием 

цифрового спутникового телевизионного сигнала при различных погодных услови-

ях, температурах окружающей среды и географических координатах для наиболее 

часто используемых типов фазовой модуляции. 
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вый прием; фазовая модуляция; вероятность ошибки; отношение сигнал/шум 

Спутниковое телевидение является одним из наиболее динамично 

развивающихся видов связи, который зачастую является единственно 

возможным способом предоставления информационных услуг в трудно-


