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УДК 621.315.592.3

ТЕРМИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ИОНИЗАЦИИ ВОДОРОДОПОДОБНЫХ  
ПРИМЕСЕЙ В ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ МАТЕРИАЛАХ

Н. А. ПОКЛОНСКИЙ 1), С. А. ВЫРКО1), А. Н. ДЕРЕВЯГО1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

В работе аналитически и численно исследуется зависимость термической энергии ионизации водородоподоб-
ных доноров и акцепторов от их концентрации в полупроводниках n- и p-типа. Рассматриваются такие концентра-
ции примесей и температуры, при которых полупроводники находятся на изоляторной стороне концентрационно-
го фазового перехода изолятор – металл (перехода Мотта). Полагается, что примеси по кристаллу распределены 
случайно (по Пуассону), а их уровни энергии – нормально (по Гауссу). В квазиклассическом приближении впер-
вые показано, что уменьшение энергии ионизации примесей в основном происходит вследствие совместного 
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проявления следующих двух причин. Во-первых, из возбужденных состояний электрически нейтральных приме-
сей происходит формирование квазинепрерывной полосы разрешенных значений энергии для электронов c-зоны 
в кристалле n-типа (или для дырок v-зоны в кристалле p-типа). Это уменьшает энергию, необходимую для терми-
чески активированного перехода электрона с донора в c-зону (перехода дырки с акцептора в v-зону). Во-вторых, 
из основных (невозбужденных) состояний примесей формируется классическая примесная зона, ширина которой 
в области низких температур определяется только концентрацией ионов примесей. В умеренно компенсирован-
ных полупроводниках (когда отношение концентрации неосновных примесей к концентрации основных приме-
сей меньше 50 %) уровень Ферми расположен ближе к краю зоны разрешенных значений энергии, чем середина 
примесной зоны, что уменьшает энергию термической ионизации примесей из состояний в окрестности уровня 
Ферми (переход электрона с донора в c-зону или дырки с акцептора в v-зону). Ранее эти две причины уменьшения 
термической энергии ионизации вследствие увеличения концентрации примесей рассматривались порознь. Ре-
зультаты расчетов по предложенным формулам количественно согласуются с известными экспериментальными 
данными для ряда полупроводниковых материалов (германий, кремний, алмаз, арсенид и фосфид галлия, карбид 
кремния, селенид цинка) с умеренной степенью компенсации.

Ключевые слова: полупроводники n- и p-типа; водородоподобные доноры и акцепторы; термическая энергия 
ионизации; ограничение числа возбужденных состояний; примесная зона.
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In the work the dependence of the thermal ionization energy of hydrogen-like donors and acceptors on their 
concentration in n- and p-type semiconductors is analyzed analytically and numerically. The impurity concentra-
tions and tempera tures at which the semiconductors are on the insulator side of the concentration insulator – metal 
phase transition (Mott transition) are considered. It is assumed that impurities in the crystal are distributed randomly 
(according to Poisson), and their energy levels are distributed normally (according to Gauss). In the quasi-classical 
approximation, it is shown, for the first time, that the decrease in the ionization energy of impurities mainly occurs 
due to the joint manifestation of two reasons. Firstly, from the excited states of electrically neutral impurities, a quasi-
continuous band of allowed energy values is formed for c-band electrons in an n-type crystal (or for v-band holes in 
a p-type crystal). This reduces the energy required for the thermally activated transition of electron from the donor 
to the c-band (for the transition of the hole from the acceptor to the v-band). Secondly, from the ground (unexcited) 
states of impurities a classical impurity band is formed, the width of which at low temperatures is determined only by 
the concentration of impurity ions. In moderately compensated semiconductors (when the ratio of the concentration 
of minority impurities to the concentration of majority impurities is less than 50 %) the Fermi level is located closer 
to the edge of the band of allowed energy values than the middle of the impurity band, that issue reduces thermal 
ionization energy of impurities from states in the vicinity of the Fermi level (transition of electron from a donor to 
the c-band, or hole from an acceptor to the v-band). Previously, these two causes of decrease in the thermal ioniza-
tion energy due to increase in the concentration of impurities were considered separately. The results of calculations 
according to the proposed formulas are quantitatively agree with the known experimental data for a number of semi-
conductor materials (germanium, silicon, diamond, gallium arsenide and phosphide, silicon carbide, zinc selenide) 
with a moderate compensation ratio.

Keywords: semiconductors of n- and p-type; hydrogen-like donors and acceptors; thermal ionization energy; restric-
tion of the number of excited states; impurity band.
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Введение
Мотивацией к теоретическому и экспериментальному исследованию термической ионизации ато-

мов примеси в трехмерных кристаллических полупроводниковых материалах является оценка качества 
этих материалов [1; 2], применяемых для создания приборов, работающих в достаточно широком диа-
пазоне температур окружающей среды.

В литературе представлено много конкурирующих моделей, связывающих изменение энергии иони-
зации примесей с различными факторами: возникновением флуктуаций потенциальной энергии элект-
ронов c-зоны и дырок v-зоны вследствие легирования полупроводника, образованием акцепторной (до-
норной) зоны в запрещенной энергетической зоне кристалла из-за взаимодействия между акцепторами 
и донорами, наличием компенсирующих (неосновных) примесей, проявлением возбужденных состояний 
у электрически нейтральных легирующих (основных) примесей и др. (см., например, [3–5] и цитируе-
мую там литературу). Однако на данный момент отсутствует модель, количественно (без применения 
подгоночных параметров) описывающая изменение термической энергии ионизации примесей при 
увеличении их концентрации для широкого круга материалов, используемых в современной микро- 
и оптоэлектронике [6; 7].

Цель работы – аналитическое и численное описание зависимости термической энергии ионизации 
водородоподобных примесей от их концентрации в полупроводниках n- и p-типа при умеренной сте-
пени компенсации. Ставится задача учета перекрытия возбужденных примесных состояний, которое 
сопровождается формированием квазинепрерывной полосы состояний, смыкающейся с краем c-зоны 
или v-зоны, и разброса уровней энергии примесей с последующим формированием примесной зоны. 

Поясним используемые далее термины (см., например, [8; 9]). Атомы кристалла полупроводника под-
разделяют на собственные и примесные. Водородоподобный атом примеси обычно замещает собствен-
ный атом в кристаллической структуре. У него число валентных электронов либо на единицу больше 
(донор), либо на единицу меньше (акцептор), чем у замещенного им атома матрицы. Термическая энер-
гия ионизации – энергия, необходимая для диссоциации связанного (локализованного) состояния оп-
тического электрона на доноре (дырки на акцепторе) при данной температуре вследствие тепловых 
флуктуаций. Оптический электрон электрически нейтрального донора локализован кулоновским по-
лем положительно заряженного ионного остова на боровской орбите [10], радиус которой много больше 
расстояния между атомами кристаллической матрицы. В некотором смысле оптический электрон до-
нора подобен валентному (оптическому) электрону щелочных металлов [11].

Отметим, что расчет термической энергии ионизации примесей в данной работе относится в равной 
степени к полупроводникам как n-типа (легированным донорами и компенсированным акцепторами), 
так и p-типа (легированным акцепторами и компенсированным донорами). Рассматриваются такие 
концентрации примесей и температуры, при которых полупроводники находятся на изоляторной сто-
роне концентрационного фазового перехода изолятор – металл (т. е. перехода Мотта [12; 13]).

Ионизационное равновесие  
в кристаллических полупроводниках

В литературе описаны модели, учитывающие порознь уменьшение энергии ионизации водородо-
подобных примесей из-за ограничения числа их возбужденных состояний [14; 15] и образование при-
месной зоны [16; 17] в запрещенной зоне (энергетической щели) кристалла. В данной работе эти два 
аспекта учитываются совместно и расчеты количественно сопоставляются с известными эксперимен-
тальными данными.

Рассмотрим трехмерный кристаллический полупроводник n-типа, легированный водородоподоб-
ными донорами и компенсированный водородоподобными акцепторами, распределенными по крис-
таллу случайным образом. Условие электрической нейтральности полупроводника n-типа имеет 
вид [9; 18]
 n + KN = N+1, (1)
где n – концентрация электронов c-зоны; K – степень компенсации доноров акцепторами, 0 < K < 1; 
N = N0 + N+1 – суммарная концентрация доноров в зарядовых состояниях (0) и (+1) (N0 и N+1 соответ-
ственно); KN – концентрация акцепторов, полностью находящихся в зарядовом состоянии (–1); зарядо-
вые состояния (±1) примесей выражаются в единицах элементарного заряда.

В работе [19] исходя из теоремы вириала определена характерная температура Tj перехода стацио-
нарной зонной электропроводности по состояниям c-зоны (σn ) к стационарной прыжковой электропро-
водности по донорам (σh ). Значение температуры Tj, при которой σn = σh, в пределе низкой концентра-
ции электронов в c-зоне ( )n T K K Nj( ) −( ) 1  дается выражением
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где kB – постоянная Больцмана; e – элементарный заряд; e = er e0 – диэлектрическая проницаемость не-
легированного кристалла; er – относительная диэлектрическая проницаемость без учета вклада в элект-
рическую поляризуемость кристаллической матрицы от атомов примесей; e0 – электрическая постоян-
ная; KN = N+1 – концентрация акцепторов.

Согласно [20; 21] энергия термической ионизации E1 водородоподобных атомов примесей (как до-
норов в полупроводнике n-типа, так и акцепторов в полупроводнике p-типа) определяется в окрестности 

температуры T
T

1

3

2
≈ j

.

Средняя по объему V образца полупроводника n-типа концентрация электронов в c-зоне есть [22]
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ция Ферми – Дирака, En = Ekin + Un – полная энергия электрона c-зоны, Ekin – кинетическая энергия 
поступательного движения электрона, Un – потенциальная энергия взаимодействия электрона с ато-
мами примесей и другими электронами, E c

F
( ) – уровень Ферми (химический потенциал электронов 

c-зоны), kBT – тепловая энергия, T – абсолютная температура. 
За начало отсчета En , E

c
F
( ) и Id выбрано дно c-зоны (Ec = 0) нелегированного кристалла (рис. 1). 

Электрон с энергией E En
c> ( )

m  «свободно» движется в кристаллической матрице между актом вы-
броса в c-зону с донора в зарядовом состоянии (0) и актом захвата из c-зоны на донор в зарядовом 
состоянии (+1).

Согласно [16; 23] плотность распределения флуктуаций потенциальной энергии Un электрона в c-зоне 
трехмерного кристалла принимается гауссовой:
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где Wn – среднеквадратичная флуктуация потенциальной энергии электрона относительно Ec = 0.
В квазиклассическом приближении энергетическая плотность состояний электронов в c-зоне (для плот-

ности распределения флуктуаций Gn потенциальной энергии Un по (4)) дается выражением [16; 24 –26]
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где mn – эффективная масса плотности состояний электрона c-зоны;  = h
2π

 – постоянная Планка; 
En − Un = Ekin – кинетическая энергия электрона.

Отметим, что в «идеальном» полупроводниковом кристалле с невырожденным газом электронов, т. е. 
при отсутствии флуктуаций потенциальной энергии электронов c-зоны, когда G Un n→ ( )d  (здесь d ⋅( ) – 

дельта-функция Дирака) и E k Tc
F B

( ) >  для E c
F

( ) < 0, формулы (5) и (3) принимают стандартный вид [18; 27]:
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Средняя по объему кристаллического образца концентрация доноров в зарядовом состоянии (+1), 
согласно [28], определяется так:

 N N G f d E I N f N f N N+ +
−∞

+∞

+= −( ) = = −( ) = −∫1 1 1 0 01d d d ,  (7)

где Gd – плотность распределения уровней энергии доноров Ed (относительно значения термической 

энергии ионизации I e
ad

H

=
2

8πe
 уединенного (одиночного) донора с боровским радиусом aH орбиты 

электрона в предельно слабо легированном кристалле); f f
E E
k T

c

+

( ) −

= − = +
+

















1 0

1

1 1 bd
d F

B

exp  – вероят-

ность того, что произвольный донор с уровнем энергии Ed > 0 относительно дна c-зоны (Ec = 0) ионизо-
ван, т. е. находится в зарядовом состоянии (+1),  f0 – вероятность того, что этот же донор элект рически 
нейтрален, т. е. находится в зарядовом состоянии (0); bd = 2 – фактор вырождения уровня энергии Ed 
с учетом спина оптического электрона донора, но без учета возбужденных состояний электрона на до-
норе в зарядовом состоянии (0) и спина (магнитного момента) ядра донора.

Принимая во внимание возбужденные состояния электрически нейтральных доноров [29; 30], в фор-
муле (7) величину фактора вырождения уровня энергии донора bd, входящего в выражение для функ-
ции  f0 = 1 –  f+1, следует по [15; 20] заменить на величину

Рис. 1. Схема уровней энергии электронов, дырок, водородоподобных доноров и акцепторов  
в кристаллических полупроводниках n-типа (ось En ) и p-типа (ось Ep ):  

Ec – Ev = Egi – ширина запрещенной энергетической зоны (щели) нелегированного (собственного) кристалла; 

E E E Ec
g gi m m= − −( ) ( )v  – ширина энергетической щели легированного кристалла; En – энергия электрона c-зоны;  

E c
F

( ) < 0 – уровень Ферми для электронов в полупроводнике n-типа; E c
m

( ) < 0 – порог подвижности  
для электронов c-зоны; Ep – энергия дырки v-зоны; E

F

v( ) < 0 – уровень Ферми для дырок  
в полупроводнике p-типа; E

m

v( ) < 0 – порог подвижности для дырок v-зоны;  
Id – уровень энергии одиночного донора (относительно Ec = 0); Ia – уровень энергии  

одиночного акцептора (относительно Ev = 0); Wn , Wp – среднеквадратичные флуктуации  
потенциальной энергии электронов и дырок соответственно;  

Wd, Wa – среднеквадратичные флуктуации уровней энергии доноров и акцепторов соответственно
Fig. 1. Energy level diagram of electrons, holes, hydrogen-like donors and acceptors  

in n-type (En axis) and p-type (Ep axis) crystalline semiconductors:  
Ec – Ev = Egi is the width of the energy band gap of undoped (intrinsic) crystal; E E E Ec

g gi m m= − −( ) ( )v  is the width  

of the energy gap of doped crystal; En is the energy of c-band electron; E c
F

( ) < 0 is the Fermi level for electrons  
in n-type semiconductor; E c

m

( ) < 0 is the mobility edge for c-band electrons; Ep is the energy of v-band hole;  
E
F

v( ) < 0 is the Fermi level for holes in p-type semiconductor; E
m

v( ) < 0  is the mobility edge for v-band holes;  
Id is the energy level of a single donor (relative to Ec = 0); Ia is the energy level  

of a single acceptor (relative to Ev = 0); Wn and Wp are the mean-square fluctuations  
of the potential energy of electrons (n) and holes ( p); Wd and Wa are the mean-square  

fluctuations of the energy levels of donors (d) and acceptors (a)
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l k T
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l

exp ,  (8)

где lm – наибольшее число возможных возбужденных состояний среднестатистического донора в за-

рядовом состоянии (0), l
d
am
res

H

=






≥
2

1

1 2/

, здесь 
d
res

2
 – средний радиус сферической области, при-

ходящейся на один атом примеси (включая и доноры, и акцепторы) в кристаллической матрице, 
d

K Nres

2
0 62 1

1 3
= +( )( )−
, ,

/  aH – боровский радиус.

Отметим, что при низких температурах ( ),T
T

1

3

2
≈ j  когда n K K N 1−( ) ,  из (1) и (7) следует f K+ =1 ,  

f K
0
1= − .

Входящую в формулу (7) плотность распределения Gd уровней энергии доноров Ed по кристаллу, 
следуя [22], считаем гауссовой:

 G
W

E I
Wd

d

d d

d

=
− −( )









1

2 2

2

2π
exp ,  (9)

где W
d

2  – дисперсия уровней энергии доноров относительно Id – центра донорной зоны, отсчитывае-

мого от Ec = 0 (см. рис. 1); I e
ad

H

=
2

8πe
 – энергия ионизации уединенного донора, aH – боровский радиус 

основного (невозбужденного) состояния локализованного на доноре электрона. Здесь под Wd имеется 
в виду ширина «классической примесной зоны», когда случайный сдвиг уровня энергии донора от-
носительно дна c-зоны нелегированного кристалла считается равным случайной кулоновской энергии, 
созданной остальными ионами примесей, а также электронами c-зоны на данном доноре. Далее кван-
тово-механическим уширением уровней энергии доноров из-за конечного времени локализации на них 
электронов пренебрегаем ( ).,dE W0 1+  d  Соотношение Wd ≈ dE0, +1 справедливо лишь непосредственно 
в окрестности перехода Мотта. (Расчет dE0, +1 для двух доноров в зарядовых состояниях (0) и (+1) при-
водится в [28], а расчет dE0, –1 для двух акцепторов в зарядовых состояниях (0) и (–1) – в работе [31].)

Для вычисления концентрации электронов c-зоны по (3) и концентрации ионизованных доноров 
по (7) необходимо установить значения величин Wn и Wd в формулах (4) и (9).

Эффективная ширина донорной зоны Wd, согласно [23], при учете кулоновского взаимодействия 
только наиближайших по расстоянию точечных зарядов (ионов примесей и электронов c-зоны) опре-
деляется так:
 W e Nd ch≈ 2 64

4

2
1 3

, ,
/

πe
 (10)

где Nch = N+1 + KN + n = 2N+1 – концентрация случайно (пуассоновски) распределенных в кристалле всех 
точечных заряженных частиц, удовлетворяющая условию электронейтральности (1). 

Амплитуда флуктуаций Wn потенциальной энергии среднестатистического электрона в c-зоне со-
гласно [21]:

 W n
N

Wn ≈






0 29

1 2

, ,

/

ch

d  (11)

где Wd определяется формулой (10). (Так как n < Nch, то из (11) следует, что Wn < Wd.)
Середина донорной зоны Ed  относительно границы E c

m

( ) < 0, выше которой состояния электронов 
c-зоны делокализованы в легированном полупроводниковом кристалле n-типа (см. рис. 1), задается 
соотношением [20; 22]
 E I E I E E Ecd d d per exc res= − = + + +d ,  (12)

где Id – уровень энергии уединенного донора относительно Ec = 0; dEс > 0 – сдвиг дна c-зоны в глубь 
запрещенной зоны (энергетической щели) полупроводника вследствие легирования кристалла приме-
сями; Eper < 0 – порог (уровень энергии) диффузионного протекания электронов c-зоны; Eexc < 0 – сдвиг 
дна c-зоны в глубь запрещенной зоны за счет обменного взаимодействия делокализованных электронов 
c-зоны между собой; Eres < 0 – уменьшение энергии термической ионизации донора из-за ограниче-
ния максимального радиуса орбиты его оптического электрона вследствие наличия в кристалле других 
примесей.
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Установим далее зависимость входящих в формулу (12) величин Eper , Eexc и Eres от концентрации 
примесей и температуры.

Уровень энергии (порог) диффузионного протекания электронов c-зоны в трехмерном кристалличе-
ском образце [32] в квазиклассическом приближении (см., например, [16; 22]) есть
 Eper ≈ – 0,955Wn < 0. (13)

При увеличении концентрации электронов c-зоны становится существенным их обменное взаимо-
действие [33]. В результате этого взаимодействия дно c-зоны (Eс = 0 для нелегированного кристалла) 
сдвигается в глубь запрещенной зоны, понижая уровень энергии Eper для протекания электронов (см. фор-
мулу (13)) на величину Eexc обменной энергии для одного электрона c-зоны. Это эквивалентно прибли-
жению дна c-зоны к центру донорной зоны Id и учтено в формуле (12). Энергия обменного взаимодей-
ствия электронов c-зоны Eexc < 0 обусловлена симметрией волновой функции электронов относительно 
их перестановок в пространстве координат. В квазиклассическом приближении блоховские волновые 
функции электронов c-зоны в кристалле заменяются плоскими электронными волнами (приближение 
эффективной массы). В пренебрежении проявлением флуктуаций потенциальной энергии электронов 
(при W k Tn  B ) энергия электрона с величиной квазиволнового вектора k и эффективной массой mn 

равна 
k
m

E
n

( ) +
2

2
exc
. При этих условиях одночастичная обменная энергия имеет вид [22; 33]

 E e k
H y
F yexc t

F

F

= −
( )
( ) <

2

5 2
1 22

0
π e/ /

,  (14)

где величина k
m k Tn
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B=
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Если газ электронов c-зоны (при E c
F
( ) < 0) невырожденный, то из (14) следует

E
e k E

k T

c

exc
t F

B

= −










( )2

3 28π e/
exp .

Для вырожденного газа электронов c-зоны (при E c
F
( ) > 0) в пределе нулевой температуры ( )T → 0  

формула (14) переходит в формулу Слэтера [33–35]: E e k
exc

F= −
3

8

2

2π e
, где величина k n

F
= ( )3

2
1 3

π
/

 опреде-

ляется из равенства 
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m

E
n

mn

c

n

F

F
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= =

( )( )
2 2 2

2 3

2

3

2

π
/

.

Рассчитаем теперь величину Eres. В квазиклассическом приближении уменьшение энергии терми-
ческой ионизации водородоподобного донора за счет ограничения максимального боровского радиуса 
орбиты «оптического» электрона донора, согласно [15], равно

 E I a
dres d
H

res

= − <
2

0,  (15)

где a e
IH

d

=
2

8πe
 – радиус боровской орбиты оптического электрона на уединенном доноре с энергией терми-

ческой ионизации Id из основного (невозбужденного) состояния в c-зону (на уровень энергии Ec = 0) за счет 

тепловых флуктуаций при данной температуре; d
K N

K Nres =
+( )





= +( )( )
−

−
2
4 1

3
1 24 1

1 3
1 3π /
/

,  – диаметр 
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сферической области, приходящейся на один атом примеси (и донор, и акцептор) в крис таллической 
матрице. Отметим, что величина dres практически совпадает со средним расстоянием 1 28 1 1 3

,
/

+( )( )−K N  
между данным донором в зарядовом состоянии (0) и первыми ближайшими к этому донору атомами 
примесей, определенным по методу полиэдров Вороного – Дирихле [36].

Дадим некоторые пояснения к выводу формулы (15). Донор может связать один «оптический» элект-
рон на орбите в основном или возбужденном состояниях. Если эта орбита занята электроном, донор 
электрически нейтрален. Локализованным на доноре остается электрон с радиусом орбиты меньше 
d
res

2
. В среднем на один атом примеси в кристалле приходится объем 

πd
K N

res

3

6

1

1
=

+( ) .

Модель ограничения максимального числа возбужденных состояний доноров в полупроводниках 
из-за взаимодействия между ними впервые схематично представлена в [14] и впоследствии развита 
в работе [15]. Отметим, что ограничение числа возбужденных состояний атомов в газе используется 
при расчете их статистической суммы (см., например, [37, гл. 2]).

При увеличении концентрации доноров N = N0 + N+1 и акцепторов KN среднее расстояние dres между 
примесями уменьшается. Кулоновские потенциальные энергии ионных остовов U xC ( )  двух доноров 
в зарядовых состояниях (0) и (+1) перекрываются, что приводит к понижению энергетического по-
тенциального барьера для перехода оптического электрона между донорами (рис. 2). Пусть энергия 
термической ионизации среднестатистического донора, необходимая для перехода из основного в мак-

симально возможное возбужденное состояние, равна E2 – E1 < Id, где I e
ad

r H

=
2

0
8πe e

 – уровень энергии 

одиночного донора относительно Ec = 0 (см. рис. 1). Если соседний донор находится в зарядовом со-
стоянии (+1), то электрон может совершить переход с уровня энергии E2 обратно на уровень энер-
гии E1, но уже соседнего донора. В окрестности этих доноров локализован компенсирующий заряд 
(среднестатистический акцептор в зарядовом состоянии (–1)). При температуре T1, когда определяется 
энергия ионизации доноров, для концентрации электронов в c-зонe справедливо n K K N 1 −( ) ,  так 
что условие электронейтральности имеет вид N+1 = KN.

Теперь найдем положение каждого из уровней энергии E1 и E2 на шкале энергии электрона c-зоны En. 
Положение уровня E1 связано с величиной энергии ионизации уединенного донора Id в зарядовом со-
стоянии (0) и кулоновским взаимодействием электрона с расположенным на расстоянии dres от него 
донором в зарядовом состоянии (+1) так:

 E I e
d1

2

0
4

= − −
d

r res
πe e

.  (16)

Положение уровня E2 определяется энергией кулоновского взаимодействия UC электрона, равно-
удаленного от двух доноров в зарядовых состояниях (+1), а также кинетической энергией электрона 
Ekin (что не учтено в работе [38]). Значение Ekin для электрона между двумя ионами доноров, согласно 

Рис. 2. Электрон на одном доноре (a) и электрон между двумя донорами (б ).  
U xC ( )  – кулоновская потенциальная энергия взаимодействия электрона (e− )  

с положительно заряженным остовом донора
Fig. 2. Electron on one donor (a) and electron between two donors (b).  

U xC ( ) is the Coulomb potential energy of the interaction  
of electron (e− ) with a positively charged donor core
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теореме вириала [39], равно половине абсолютного значения потенциальной энергии ( , ).E Ukin C= 0 5  
В итоге имеем

 E e
d

e
d

e
d2

2

0

2

0

2

0

2
2

4

2

4
2
4

= − + = −
πe e πe e πe e

r res r res r res

.  (17)

Из выражений (16) и (17) находим, что разность энергий между максимально возможным возбуж-
денным E2 и основным E1 состояниями электрона на водородоподобном доноре в зарядовом состоя-
нии (0) равна

E E e
d

I e
d

I e
d
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2
4 4 4
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> 0,

откуда при d a
res H

> 2  сдвиг дна c-зоны полупроводника n-типа (в глубь запрещенной энергетической 

зоны) E
a I
dres
H d

res

=
−2

, что совпадает с формулой (15).

Итак, формулы (13) – (15) дают величину сдвига дна c-зоны (нижнего края зоны проводимости) 
в глубь запрещенной зоны кристалла: dE E E Ec = − + +( ) >per exc res 0.

Термическая энергия ионизации примесей  
в области низких температур

Зависимость холловской концентрации nH электронов c-зоны от температуры T ≥ Tj, где Tj дается фор-
мулой (2), обычно определяют из измерений коэффициента Холла RH в магнитном поле с индукцией B. 
Для трехмерного газа электронов c-зоны с концентрацией n и дрейфовой подвижностью µn при µn B > 1 

и температуре T
T

1

3

2
= j  справедливо соотношение [9; 29]

 1
1

2

n eR
nH

H
h= +







σ
σ

,  (18)

где σh = eNh Mh – прыжковая электропроводность, N f f N
h

= +0 1
 – эффективная концентрация прыгаю-

щих между донорами электронов, Mh – дрейфовая прыжковая подвижность электронов по донорам; 
σn = enµn – электропроводность электронов c-зоны. В формуле (18) вклад прыгающих электронов в из-
меряемое значение RH не учитывается, так как M nh  µ  (см., например, [22]). 

Для невырожденного газа электронов c-зоны при n K K N 1 −( )  и dEc = 0 имеют место соотноше-
ния пропорциональности [9; 29; 40]:

 n T nT
K n

K T
I
k T

c
H

dm

d

B

− − =
−( ) −





3 2 3 2

3 2

11/ /

/
exp ,∝

b
 (19)

где I
1d

 – зависящая от температуры интегральная термическая энергия ионизации среднестатистиче-
ского электрически нейтрального донора относительно дна c-зоны (Ec = 0); величины nc и bdm даются 
формулами (6) и (8).

Для концентрации n электронов c-зоны, n = N+1 – KN, исходя из (19) определяем дифференциальную 
термическую энергию ионизации доноров I1d относительно дна c-зоны [17; 23]:
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где величины ∆d, ∆ n, ξ h и ξ n вычисляются по формулам
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В формулах (21) функция заполнения электронами состояний в донорной зоне f E f Ec c
0 1

1
F F

( )
+

( )( ) = − ( )  

и числа f0 , f+1 определяются формулой (7), а функция заполнения электронами состояний в c-зоне 

f En
c

F
( )( )  – формулой (3), уровень Ферми E c

F
( ) – из уравнения электронейтральности (1); nV – число 

электронов c-зоны в кристаллическом образце объемом V.
Итак, при получении формул (20) и (21) учтена зависимость от температуры T вероятностей запол-

нения электронами и состояний c-зоны fn, и доноров f0 = 1 –   f+1, а также уровня Ферми E c
F

( )
. При этом 

слабой температурной зависимостью параметров bdm, Wn и Wd пренебрегалось.

В области низких температур (при T
T
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, когда из зависимости n T( ) обычно и определяется тер-

мическая энергия ионизации доноров) по (3) и (21) выполняется условие n
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. С учетом этого 
условия выражение (20) принимает вид
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К тому же при температуре T1 концентрация электронов c-зоны n T K K N1 1( ) −( ) , а концентрация 

ионов примесей Nch = 2KN. При этом W k Tn  B 1, так что ξn = 1 и D =n
k T3

2

1B
. Тогда из (22) получаем

 I1d = Id + Dd. (23)
Введем, наконец, среднюю дифференциальную термическую энергию ионизации донора относи-

тельно сдвига дна c-зоны в глубь запрещенной зоны на величину dEc > 0 так:
 E1d = I1d – dEc = Id + Dd – dEc , (24)

где I1d определяется по (23), а dE E E Ec = − + +( )per exc res  – соотношениями (13) – (15).
Величина и знак Dd из (21) зависят от положения уровня Ферми E c

F

( ) < 0 относительно центра Id > 0 
донорной зоны (Ec = 0 – начало отсчета и для E c

F

( )
, и для Id ). Для разных степеней компенсации имеем: 

Dd < 0 при K 1, Dd > 0 при 1 1− K  , Dd ≈ 0 при K ≈ 0,5. 
При температуре определения термической энергии ионизации водородоподобной примеси ( )T

T
1

3

2
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соотношений (13) – (15) следует, что E E Eper exc res+  , и (24) принимает вид

 E1d = Id + Δd + Eres, (25)

где Tj, Dd , Eres задаются формулами (2), (21), (15) соответственно.
Здесь отметим, что из (2) и (10) при n T K K N1 1( ) −( ) , когда Nch = 2KN, следует, что отношение 

ширины донорной зоны Wd к тепловой энергии kBT1 при температуре T
T
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Зависимость дифференциальной термической энергии ионизации E1d и E1a доноров или акцепторов 
от их концентрации N и степени компенсации K, рассчитанная по формуле (25), в сравнении с экс-
периментальными данными, определенными из измерений эффекта Холла и электропроводности на 
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постоянном токе для полупроводников n-типа [41–50] и p-типа [41; 46; 51–55], показана на рис. 3. Для 
построения экспериментальных и теоретических зависимостей использовались параметры полупро-
водниковых материалов и водородоподобных примесей, указанные в таблице (см. также [2; 56]). Уровень 
Ферми E c

F
( ) находился из решения уравнения электрической нейтральности N+1 = KN, где N+1 вычисляется 

по формуле (7) с учетом Gd по (9) и Wd по (10).

Из рис. 3 видно, что при повышении концентрации легирующей примеси N (при фиксированной 
степени ее компенсации K и росте температуры T KNj r∝ e− ( )1 1 3/

) происходит уменьшение ее энергии 
термической ионизации и, как следствие, перераспределение зарядовых состояний примеси в сторону 
увеличения степени ионизации.

Параметры полупроводников n- и p-типа
Parameters of n- and p-type semiconductors

Полупроводник er Id (Ia), мэВ K N, см–3 Источник

n-Si : Sb 11,47 42,74 0,02– 0,05 5,9·1016–3,2 ⋅ 1017 [41]
n-Si : As 11,47 53,76 0,04, 0,06 6,5 ⋅ 1016, 1,5 ⋅ 1017 [41]
n-Ge : Sb 15,4 10,32 0,05– 0,30 1,6 ⋅ 1016–1,3 ⋅ 1017 [42]
n-Dia : P 5,7 600 0,11– 0,40 6,0 ⋅ 1017–1,4 ⋅ 1018 [43]

n-SiC : N 9,85 96 ≈ 0,2
0,08 – 0,53

4,3 ⋅ 1016–5,5 ⋅ 1019

2,5 ⋅ 1017–7,0 ⋅ 1018 [44]

n-GaAs 12,4 6 0,20 – 0,44 4,8 ⋅ 1013– 4,7 ⋅ 1015 [45]

n-GaP : Te 10,86 92,6 0,05– 0,18
0,11– 0,52

8,4 ⋅ 1016–3,8 ⋅ 1018

4,9 ⋅ 1016–7,5 ⋅ 1017
[46]
[47]

n-GaP : S 10,86 107 0,08, 0,21 1,9 ⋅ 1016, 6,9 ⋅ 1016 [46]

n-InP 12,22 7,3 0,13– 0,35
0,32– 0,53

3,4 ⋅ 1014–1,8 ⋅ 1016

4,8 ⋅ 1013– 4,7 ⋅ 1015
[48]
[49]

n-ZnSe : Al 8,6 26,3 0,38 – 0,56 2,2 ⋅ 1016–2,7 ⋅ 1017 [50]
p-Si : B 11,47 44,39 0,12– 0,27 8,9 ⋅ 1016– 4,5 ⋅ 1017 [41]

Рис. 3. Зависимость дифференциальной термической энергии ионизации  
водородоподобных доноров E1d или акцепторов E1a от их концентрации N и степени компенсации K:  

линии – расчет по формуле (25) для температуры T
T

1

3

2
≈ j  и степеней компенсации K = 0,01 (кривая 1),  

K = 0,3 (кривая 2), K = 0,5 (кривая 3); точки – экспериментальные данные для полупроводников n- и p-типа [41–55]
Fig. 3. Dependence of the differential thermal ionization energy of hydrogen-like donors E1d  

or acceptors E1a on their concentration N and compensation ratio K:  

lines are the calculation by equation (25) for temperature T
T

1

3

2
≈ j  and compensation ratios K = 0.01 (curve 1),  

K = 0.3 (curve 2), and K = 0.5 (curve 3); points are the experimental data for n-type and p-type semiconductors [41–55]
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Полупроводник er Id (Ia), мэВ K N, см–3 Источник

p-Si : Ga 11,47 72,73 0,4, 0,5 4,0 ⋅ 1017, 8,7 ⋅ 1017 [41]

p-Ge : Ga 15,4 11,32
0,35
0,4

0,27– 0,43

5,5 ⋅ 1013– 6,3 ⋅ 1015

2,1 ⋅ 1014–3,1 ⋅ 1016

1,1 ⋅ 1015–8,0 ⋅ 1015

[51]
[52]
[53]

p-Dia : B 5,7 370 ≈ 0,15
≈ 0,01

1,1 ⋅ 1018– 4,5 ⋅ 1019

6,4 ⋅ 1016–7,5 ⋅ 1018
[54]
[55]

p-GaP : Zn 10,86 69,7 0,06 – 0,33 1,4 ⋅ 1017–2,6 ⋅ 1018 [46]

Отметим, что в работе [57] приводится аналитическое описание экранирования внешнего электро-
статического поля в условиях прыжковой миграции электронов по точечным дефектам одного сорта 
(t-дефектам), которые могут находиться в зарядовых состояниях (–1), (0), (+1). При увеличении компен-
сации t-дефектов водородоподобными акцепторами концентрация t-дефектов в зарядовом состоянии (–1) 
уменьшается. Тогда возможна реализация прыжков одиночных электронов только между t-дефектами 
в зарядовых состояниях (0) и (+1). При этих условиях формула (25) дает оценку энергии термически 
активированного надбарьерного перехода электронов между t-дефектами, что важно для расчета темпе-
ратурного диапазона реализации таких одноэлектронных прыжков.

Заключение
В квазиклассическом приближении предложены формулы для расчета уменьшения термической 

энергии ионизации водородоподобных доноров E1d и акцепторов E1a при увеличении их концентра-
ции N. Рассматриваются невысокие степени легирования (до концентрационного фазового перехода 
изолятор – металл в полупроводниках n- и p-типа) при умеренных степенях компенсации (до 50 %). 
Показано, что указанное уменьшение происходит из-за совместного проявления двух факторов: 1) фор-
мирования из возбужденных состояний электрически нейтральных примесей дополнительной полосы 
разрешенных значений энергии для электронов c-зоны (или дырок v-зоны); 2) сдвига уровня Ферми 
(относительно центра примесной зоны, образованной смещенными друг относительно друга уров-
нями энергии примесей в основном (невозбужденном) состоянии) к краю разрешенных для свобод-
ных электронов (дырок) значений энергии. Величина смещения дна c-зоны (потолка v-зоны) энергии 
в глубь запрещенной зоны определяется отношением боровского радиуса электрона на доноре (дырки 
на акцепторе) к радиусу сферической области кристаллической матрицы, приходящейся на один атом 
примеси. Сдвиг уровня Ферми относительно центра примесной зоны к дну c-зоны в кристаллах n-типа 
(к потолку v-зоны в кристаллах p-типа) при степени компенсации K < 0,5 неосновными примесями 
основных (легирующих) пропорционален ширине примесной зоны.

Расчет энергии ионизации примесей, определяемой из измерений эффекта Холла, проводился для тем-

пературы 
3

2

Tj
, где T KNj r∝ e− ( )1 1 3/  – температура, при которой зонная электропроводность на постоян ном 

токе равна прыжковой электропроводности по примесям. Результаты вычислений количественно согла-
суются с известными экспериментальными данными для различных кристаллических полу проводников 
(германий, кремний, алмаз, арсенид и фосфид галлия, карбид кремния, селенид цинка).
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