
5. Отметим следующие особенности полученного результата: 
I)  ООСВ, определенная на функциональном пространстве, сводится к 
оптимальной обратной связи по конечному числу оценок; 2) количество 
и содержание оценок полностью определяются исходной задачей опти­
мального управления; 3) оценки OJ1, Om представляют оценки терми­
нальных ограничений и лишь косвенно — оценки состояний оптими­
зируемой системы; 4) для задачи построения OOCB справедлив принцип 
разделения, согласно которому сначала независимо от управления реша­
ются задачи наблюдения, а затем по результатам наблюдения (оценкам) 
строится оптимальное управление; 5) обратная связь (5) введена в 
полной аналогии с классической обратной связью по состоянию. Однако 
между классической моделью задачи и задачей данной работы есть 
существенная разница: классическая модель (даже в случае управления 
по выходу) не содержит неопределенностей, в исследуемой модели 
имеются два источника неопределенности. В связи с этим возможны

?азличные типы обратных связей. Обратную связь (5) можно, следуя 
10], назвать размыкаемой. Более сложные (замыкаемые) обратные 

связи можно исследовать изложенными методами. Наиболее полными 
(«истинными») являются замкнутые обратные связи, для построения 
которых в задаче ( 1 ) - ( 4 )  пока не предложено эффективных методов; 
б) относительно действующих на систему управления возмущений нет 
никакой информации. OOCB определяется для задачи без учета адди­
тивных возмущений и поэтому вопрос об ее оптимальности относитель­
но возмущений не имеет смысла; 7) ГООСВ в каждом процессе выра­
батывает в режиме реального времени такие управления, которые цир­
кулировали бы в системе, замкнутой ООСВ.
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А. В. ЦОКАТАЕВ, Т. В. ЧЕМИСОВА

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

С ПРОСТЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ПЕРЕМЕННЫЕ
T he com bined algorithm for solving the separable problem of geom etric programming with 

box constraints on variables is suggested. The algorithm consists of two types of iterations, 
based on the new principle of choosing the suitable direction.

Важным разделом математического программирования является ге­
ометрическое программирование (ГП). Его модели находят широкое 
применение в различных областях науки и техники и, в частности, при 
решении целого ряда инженерных задач [I, 2].

Рассмотрим пару двойственных задач ГП с простыми ограничениями 
на переменные в сепарабельной форме:

g ( z, х ) = £  eXl-»min, ( I )
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X = Az + b, cbsSzsSd’,
где z = (zj, jeJ), J=  {I, 2, m}; x = (x., iel), I = {I, 2 , n}; А -  (пхт)-мат-
рица экспонент, n > m,  rank A = m; BeRn; d., d‘€Rm;

ф( X, v>, v ’) = £Х Д  I + bj-InXi) + v i d . - v ‘d *—ипах, (2)
id

A ' X - v .  + v ’ = 0,

v*>0, v ’>0; X > 0,
где X,= (A1, iel), v. = (v.j, jeJ), v‘ = (v'j, jeJ).

Предлагается комбинированный алгоритм решения прямой задачи 
( I )  и двойственной задачи (2), основанный на аппроксимации их 
целевых функций минорантой и мажорантой соответственно, который 
обобщает алгоритмы [3]. Направления улучшения планов этих задач 
строятся на основе экстремальных свойств аппроксимирующих функ­
ций. Алгоритм состоит из итераций прямого и двойственного типов и 
способен переключаться с одного типа на другой, что позволяет решать 
задачи (I) ,  ( 2) одновременно и вместе с тем повышает эффективность 
решения каждой из них в отдельности.

Двойственный план (X, v., v ')  задачи ( I )  назовем согласованным, 
если v.j = 0, Vj* = - S j при 5j^0; v.j = Sj, Vj* =0 при Sj>0, jeJ, где 8 = А'Х. При 
заданном векторе на согласованном плане (X, v.. v ‘) достигается мак­
симум целевой функции двойственной задачи (2), поэтому в дальней­
шем будем рассматривать только согласованные двойственные планы.

Назовем опорой задачи ( I)  совокупность множеств K0 = (I0, J0}, I0Cl, 
J0cJ, II0I = IJ0I, д л я  которых матрица A0 = A(I0, J0) невырождена [4]. 
Множества I0, J0 будем называть опорными, множества Ih = 1\10, 
Jh = J \ J0— неопорными.

Обозначим X0 = X(I0)^  xH = x(IH); z0 = z(J0), zH = z(JH); b0 = b(I0), 
bH = b(I„). Тогда Z0 = A0 1 ( X0 - A  (I0, J„ )z„-bo ). Положив B(IH, 
I0) =А(ІН, J0)A0- \  D(IH, JH) = А ( і н, Jh) - В ( і н, і 0 ) А ( і 0, Jh), с ( і н ) = Ьн -  В(ІН, 
I0)Ь0, задачу ( I)  можно представить в эквивалентном виде:

g ( z, х ) = S  ех‘—>min,
kl

xH = В ( Ih,I0 )х0 + D ( Ih, Jh )zH + с ( Ih ), (3)

d*0cA01 ( X0 — А ( I0, J h )zh — b0) <d0, 

d>Ĥ zĤ dH,

где d.0 = d .(J0), d.H = d .(JH), do = d* ( J0 ), dH = d ( Jh ).
Совокупность из плана (z, x) задачи (3) и опоры K0 будем называть
опорным планом (z, х, K0); а опорный план — невырожденным, если
d.0 <  z0 < d0. Будем считать, что двойственный план X сопровождает опору 
K0, если S(J0) = 0, т. е. X0 = - ( A 0) - 1AXL, J0)X„. Учитывая ограничения 
типа равенств задачи ( 2), получим S(J11)=  D (IH, Jh)^h-

Остановимся на подробном описании итераций прямого типа.
В начале работы алгоритма имеем некоторый невырожденный опор­

ный план (z, х, K0) задачи ( I )  и согласованный двойственный план X, со­
провождающий опору K0. На первой интерации K0 = ф.

Теорема. I. Пусть (z, х, K0) -  невырожденный опорный план. Для 
оптимальности плана (z, х) необходимо, чтобы выполнялись соотно­
шения:

eXl +Ii (х )  = 0, iel0;

Aj(x)»0 при Zj = d.jj Aj ( х )<0 при Zj = d /;

Aj (х )  = 0 при d.j< Zj< dj*, je JH, (4)
где
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Гі ( X) = S  byeXJ, iel0; Aj ( х ) = XI dyeXj, jeJ„.
J=1H i e lH

2. Пусть для опорного плана (z, х, K0) выполняются соотношения
(4). Тогда план (z, х) является оптимальным.

Пусть на опорном плане (z, х, K0) задачи (3) не выполнены условия 
оптимальности (4), пара (I, у) — допустимое направление, т. е. она 
удовлетворяет соотношениям:

Ун = В ( IH, I0 )у0 + D ( IH, Jh )1н,

Io = A0 ( у0 — А ( I0, Jh )1н ),  d.H — zĤ lH«dH — zH, (5)
где

I = ( Ij , je J ), I0 = I ( J0 ), Ih = I ( Jk ); У = ( Уі> ie l),

Уо = у ( I0 ), ун = у ( І н ).
Положим

Vi (z , X, X) = 2  ( eXj -X iXi ) + X) +^Ci -X iInXi ) + £  SjZj,fel0 МІН jeJH
V2 ( х, I, У) = E  +Уі + Гі ( X)уі ) + £  eXl + £  Aj ( X )lj.W0 ЙІН

Следуя [3], можно показать, что справедливы неравенства:
g ( z, х )»Vi ( z, х, X), g ( z + 1, X + у )»1|/2 ( х, I, у ). (7)

На k-той итерации прямого типа направление (I, у) улучшения прямого 
плана (zk, хк) будем находить из подзадачи минимизации миноранты 
Fk(lH, Уо). составленной на основании (6), (7):

F k(lH> уо ) = (8)

= max { V1 ( zk + l, х к+ у, X), \|/2 ( х 1, zk- z 1 + 1, х к- х ‘ + у )  }—чпіп,
іеМ

d>H — Z11̂ I Ĥ dH — zH,
Мс{1, 2, ..., к} — множество индексов, формируемое на итерациях 
алгоритма. На первой итерации M= {I}.

Лемма I. Пусть вектор (1н, у0) является решением задачи ( 8), а 
компоненты I0, ун построены по формулам (5). Тогда

d g ( Zk + 61, xk + 0y)/d0l ,  = o<O.
Шаг 0 вдоль направления (I, у) убывания целевой функции задачи

(3) вычисляем по формуле
0о = min { I, 0jo, 0g}, где Ojo = HiinOj; Oj = ( d/ -  Zjk) /I j(

j*J0

если •
Ij > 0; 0j = ( d . j - z f  )/1 j, 

если Ij <0; Oj = +oo, если Ij = O, jeJ0; 0g = argming( x k + 0y).
fc>0

После того, как решена задача (8) и вычислен шаг 0О вдоль направ­
ления, преобразуем опору K0:

1. Если
®0= %)> joSj0, ТО J0=JoXjo, Io=IoXi0,

где
IaioI = maxkXil, Cti = A0-1 ( i, j0 )+0, iel0.

iel0
2. Если 0О = 0g=S0min, где Omin- параметр алгоритма, то J0 = J0Uj1, I0 = I0Ui1. 

Индекс j2 находим из условия
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CTj1 = ItiinCTj; CTj = + 00, если Aj ( О )Aj ( 0О )>0\
JeJH

ci -  -  Т— если Aj (O)Aj (во )<0,  jeJH;Aj (O0 ) - Aj ( О)

IailI = HtaxkxiI, где oq = А ( i, J1 ) -  А ( i, J0 )А0_1А ( I0, j i ), iel„.
І«ІН

Здесь

Aj(O) = E d ijexX Aj(e0 ) = E d ijexVeoyi.
“Ін ЙІН

Преобразованной опорой будет совокупность K0 = {Г0, J0).
В конце каждой итерации прямого типа по формулам (5) строим 

зависимые компоненты направления (I, у), переходим к новому плану 
(zk+1, xk+1) задачи (3), где zk+1 = zk + 0ol, xk+1 = xk + 0oy, и осуществляем 
проверку критерия останова алгоритма.

Лемма 2. Пусть вектор (1°, у0 ) — решение задачи (8). Для 8-опти­
мальности плана задачи (3) достаточно, чтобы выполнялось неравенство

g ( z k, xk) - F k(l°,  у0°)<8.

Остановимся подробнее на решении задачи (8). Пусть вначале 
M = {к}. Возможна одна из следующих ситуаций: а) минимум миноран­
ты Fk(lH, у0) = max{v|/,(zk + 1, хк + у, X), V2(xk, I, у)} достигается на функции 
Vjz1 ( zk-t-1, Xk+ у, X); б) минимум достигается на функции V|/2(xk, I, у); в) 
в точке минимума миноранты Xjz1 ( zk + 1, xk + y, А.) = xjz2(xk, I, у). 

Проверка этих условий заключается в следующем:
а) находим yi = InXi -  x k, iel и полагаем Ij = d.j -  Zjk при 6j> 0; Ij = dj’ -  Zjk 

при 5j<0; Ij = O при Sj = O, jeJH. Проверяем неравенство Xjz1 (zk + 1, xk + v, 
X)>i|/2(xk, Ii  у). Если оно выполнено, то (1н, у0)— решение задачи (8). 
Положив М = Ми{к + 1}, переходим к поиску шага вдоль направления. 
Проверку условия а) осуществляем только на первой итерации;

б) если Ti(Xk) < 0 для каждого iel0, то вычисляем

Уі = In ( -T i ( x k) ) - x k, iel0;

d . j - z k, если A j ( x k) > 0 ,  (9)
dj* - Z j k, если Aj ( x k) <0 ,

О , если Aj ( x k) = 0, jeJH

и проверяем условие vjz2(xk, I, у )>vjz1(zk + 1, X k + у, X). Если оно выполнено, 
то построенное направление (1н, у0) -  решение задачи (8). Поскольку 
двойственный план X не влияет_ на выбор направления, то, построив 
новый опорный план (zk+1, xk+1, K0), переходим к итерациям двойствен­
ного типа;

в) в этом случае задача (8) равносильна задаче с ограничениями:

V2 ( х к, I, у ) nnin, Vjf1 ( zk + 1, xk + у, X) = V)/2 ( zk, I, у ) , 

d.j — Zj <lj<dj — Zj, jsJn-

Из условий оптимальности для этой задачи относительно перемен­
ных yi, i e l 0 ; Ij, jeJH и множителей Лагранжа со0 , w.j, W j* ,  jeJH можно 
получить, что
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Уі = Уі ( CO0 ) = In ( CO0 ( Ti ( хк) + Xi ) -Ti ( хк) ) - х к, іеіо, ( 10 )

Pj =P j (CO0 ) = A j ( X k ) + O 0 ( S j - A j ( X k ) ) , jeJ„; ( 11)

где Pi =Wtj- W j ;

d . j - z f ,  е с л и  P j ( с о 0 )  > 0 ,  ( 1 2 )

Ij =  Ij ( OO0 )  = . d /  - Zjk, е с л и  Pj ( с о 0 ) < 0 ,

О , если р (CO0 ) = 0, jeJ„, 
где со0—корень нелинейного уравнения [5]:

E  (  Уі ( coO )  (  Ti ( xk)  + Xi )  + XdXk ) + E  (lj ( CO0 ) ( A j (  ; c k )  —
WI0 jsJ„

— 8j ) + 8j zk ) + 2̂  ( e ' ~ — ̂ iCi +XiInXi ) = 0. (13)
kl„

Лемма 3. Уравнение (13) имеет единственное решение на отрезке 
[ 0, I].

Положив М = Ми{к + 1}, завершаем итерацию.
Пусть теперь после ( к -1 ) -й  итерации (к>2) получен прямой опор­

ный план (zk, хк, K0) и построено множество М, IMI >  I. Проверим
вначале, не достигает ли миноранта Fk(lH, у0) минимума на функции
V|/2(xk, у, I). Если Ti ( X k )  < 0, iel0, то вычисляем компоненты уі( і<=10, 
Ij, jeJH согласно (9) и проверяем условие:

V2 ( хк, у, I )> max { Vi ( zk + 1, xk + у, X), V2 ( х \  zk- z '  + l, xk- x ‘ + y)  }.
kM/k

Если оно выполнено, то, построив новый опорный план (zk+1, xk+1, K0), 
переходим на итерации двойственного типа.

В противном случае для решения задачи (8) введем вспомогательную 
переменную

4 =  max { v i  ( z k + 1, x k+ у, X ) ,  V2 ( X1, z k- z ‘ + l, x k- x '  + y )  } .
k M

Получаем эквивалентную (8) задачу с ограничениями относительно 
переменных Уь i^I0; Ij, jeJH:

>min,

Vi ( zk + l, xk + y, X)«4, V2 ( X 1, zk- z ’ + l, xk- x ‘ + y ) ^ ,  ieM, (14) 

d*j-zf^lj^df - z f ,  jeJ„.

Решение задачи (14) с использованием условий оптимальности Куна— 
Таккера сводится к решению системы нелинейных уравнений относи­
тельно множителей Лангранжа COi, ieM:

E  ( Уі ( 0½. PeM ) ( Ti ( x s) +Xi ) +XiXk ) + Yj (Ij (сор, реМ) (Aj ( xs) -
ielO J=Jh

— Sj ) + Aj ( X s) ( Zj k— Zj s) — 5jZj k) + £  ( e x‘ - Xi -  XiCi + XiInXi ) = 0, seM.
ielH
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В качестве начальных приближений со°, іеМ для системы ( 15) используем 
множители Лагранжа, полученные на предыдущей итерации. Если для 
вектора (со ь іеМ), являющегося решением системы (15), COio =  minco^O,

іеМ

то исключаем индекс іо из множества М:М = М \і0 и вновь решаем 
систему. В итоге все множители COi > 0, іеМ. Если значение CO0 = I COi >

іеМ

>0, то, положив М = Ми{к + 1}, завершаем итерацию.
Если со0 <  0, то переходим с опорным планом (zk+1, xk+1, K0) к 

итерациям двойственного типа.
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