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УДК 517.929
ГАО СЮ ЭДУН (КН Р)

РЕШЕНИЕ ДВУХ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

N ecessary and sufficient conditions of optimality o f a support control are proved for optimal 
control problem s with p iecew ise linear output and piecew ise linear cost function.

I. Рассмотрим задачу оптимального управления:
J(u) = c'x(t*)—>max, x = Ax + bu, x(0) = xo,

Hx(t*) = g, d'x(t*) Xx0(^ a 0), I u( t ) l< I, t G T= [0, t*], ( I)
(xgR",  u G R, A g R dx", b, c, d G R", H g R d1x", gGRm, CX0GR, m< n) .
Допустимое и оптимальное управления определяются стандартно [I. 

С. 11].
Пусть u(t) ,  t GТ, — допустимое управление задачи (I) .  Исследуем 

случай, когда допустимая траектория x(t),  tGT, попадает на плоскость 
d'x = ao в конечный момент t*.

Обозначим: F ( ^ t), т е  [0, t]^ — фундаментальная матрица решений 
уравнения х = Ах; Н '= (Н ', d), H(t)  = HF(t*, t)b, c(t) = c'F(t*, t)b, tGT.

Пусть Ton = {ti, t2, ... tm, tm+i}cT — совокупность из m + I изолирован­
ного момента.

Определение I. Множество Ton — опора задачи (I) ,  если не вырождена 
матрица P = (H(t) ,  tGTon); 2. Пара {u(-),  Топ} из допустимого управле­
ния u(t),  t G Т, и опоры Ton — опорное управление; 3. Опорное управление 
{u(-)> Ton] — невырожденное, если l(u(t + 0) + u ( t - 0 ) ) / 2 l < l ,  t GTon.

Подсчитаем вектор потенциалов P' = (v, vm+1)' = с'0ПР -1 = (c(t),
tG Ton)'?-1, и коуправление A(t) = (V 'H-c')F(t*, t)b, tGT.

Теорема I. Для оптимальности опорного управления {и( • ), Ton] 
задачи ( I )  достаточно, а в случае его невырожденности и необходимо, 
чтобы выполнялись соотношения:

1) A(t) ^ 0 при u(t) = I; A(t) > 0 при u(t) = - 1 ;
A(t) = 0 при - l < u ( t ) < l ,  tGT.  (2)

2) vm+1 ^ 0(vm+1 > 0, если d'x(t*)<Oo). (3)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть {и( •), Ton] — опорное 

невырожденное оптимальное управление задачи ( I) .  Доказательство 
соотношений (2) аналогично [I. С. 56].

Докажем неравенство (3). Предположим, что оно неверно, т. е. 
vm+i> 0 . Построим промежутки Tf = [0, е], если tj = 0; Tj'= [ t * - 6,t*], 
еслиtj = t*;Tj'  = [ tj — е/2,tj + е/2], если 0 < tj< t*, tj GTon. Наряду с u(t),  
t G Т, рассмотрим зависящее от параметра 8 >  0 семейство функций

H(t)=u(t j )  + Vj, t GTf, tjGTon; u ( t ) = u ( t ) ,  t e T \ u + Tj*.
j = i

Исследуем уравнение
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НДх ( t*) = J H ( t )Ди ( t )dt = (О, ...О, eot), а > 0 .  (4)
о

Обозначим von = ( Vj, j = I, m + I ). Тогда уравнение (4) примет вид: 
£Pvon + 0(e) = (0, ...0, ect). Оно в силу невырожденности матрицы P и те­
оремы о неявной функции при достаточно малых £ > 0, а >0 имеет 
единственное решение

von = P _1(0, ...0, а )+ 0 (е )/е . (5)

Согласно (4), построенная выше функция u(t),  t e T ,  — допустимое 
управление задачи (I) .

Приращение критерия качества на й( t), u(t),  t e T ,  равно:
AJ ( и)  = с'Ax( t*) = \ с ( t )Au( t )dt = ec'onvon + 0 (е) .  (6)

о

Подставив (5) в ( 6), получим AJ(u) =£с'опР -1(0, ..., 0, а ) + 0(e) = 
= £vm+1a  + 0(e). Это число при vm+1>0 и достаточно малых е>0, а > 0  
отрицательно, что проитиворечит оптимальности управления u(t),  t e T .  
Неравенство (3) доказано.

Достаточность. Пусть u(t) = u( t )+Au(t ) ,  t e T ,  — любое допустимое 
управление задачи (I) .  Из формулы Коши [ I ]  получим

HAx(t*)  = i H ( t ) A u ( t ) d t -  (0, ..., 0, a ) ,  а>0. (7)
о

Аналогично для критерия качества
AJ( u )  = c'Ax(t*) = ) C( t )Au( t )d t .  (8)

о

Вычтя Р'х (7) из (8), получим формулу приращения критерия каче-
t*

ства A J ( u )  = S - A ( t ) A u ( t ) d t  + vm+ia. 
о

Из соотношений (2) и (3) следует неравенство AJ(u)<0,  которое 
означает, что u(t),  t e T ,  — оптимальное управление задачи (I).  Теоре­
ма I доказана.

2. Применим полученный в п. I результат к задаче оптимального 
управления с кусочно-линейным выходом:

J(u)  = c'x(t*)—нпах, x = Ax + bu, x ( 0 ) = x o,
Hx(t*)+hf(d'x(t*))  = g, l u ( t ) K l ,  t e  Т. (9)

Здесь непрерывная скалярная функция f(tx), a e R ,  кусочно-линейна: 
f (a)  = f +a  + v+, a  Xx0; f(a)  = f _a  + v - , a  ^ Ot0, f +, f", v +, v - , Ot0 — заданные 
числа, f +oto + v + = f _ot 0 + v~.

Исследуем оптимальность допустимого управления u(t),  t e T ,  кото­
рому соответствует траектория x(t),  t e T ,  в конечный момент t* попа­
дающая на плоскость d'x = o<0.

Опора и опорное управление для задачи (9) определяются, как и для 
( I )  в п. I. По опоре Ton задачи (9) подсчитаем вектор потенциалов
P' = (v, vra+i ) '= с'0ПР -1 и коуправление A(t) = (P 'H -c ')F (t* , t)b, t e T .

С учетом терминального условия Hx(t*) +hf(d'x(t*)) =g очевидно, 
что задача (9) эквивалентна следующим задачам:

c'x(t*)—>тах, x = Ax + bu, х(0) = хо,

H +x( t* )=g+, d'x(t*) X X 0, I u(t)l < I ,  t e T ;  (10)

c'x(t*)—»тах, x = Ax + bu, x(0) = xo,

H-x( t* )=g- ,  d'x(t*)<cto, I u ( I ) K l ,  t e T ,  ( 11)

где H + = H + f+hd', H - = H  + f-hd', g+ = g - v +h, g - = g - v - h .
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В силу специальной структуры матриц H +, H - можно доказать, что 
если Ton — опора задачи (9), то Ton — также опора задач (10), (11). При 
опоре Ton коуправления A+(t), A” (t), t e  Т, для задач (10), (11) совпадают 
друг с другом и равны A(t), t e T .  Векторы потенциалов P+, P- задач 
(10), (11) равны: P+ = ( v+, v++1) = ( v, vm+1- f +v'h), P- = ( v “, v~+1) = 
= (v, vm+1- f -v ' h) .

Тогда с учетом теоремы I нетрудно убедиться, что справедлива
Теорема 2. Для оптимальности опорного управления {u(-)> Топ} 

задачи (9) достаточно, а в случае его невырожденности и необходимо, 
чтобы выполнялись соотношения:

1) A ( t ) «0  при u(t) = I; A( t )>0 при u(t) = — I; A(t) = 0 при 
- l < u ( t ) < I, t e T .

2) f "v'h < vm+1 к f +v'h.
3. Исследуем задачу оптимального управления с кусочно-линейным 

критерием качества:

J(u) = c'x(t*) +f(d'x(t*))-»max,

x = Ax + bu, x ( 0 ) = x 0, Hx(t*)=g,  I u(t)l < I, 16 T, (12)
{

где непрерывная скалярная функция f(a),  a  е R, определяется, как в п. 2.
Пусть u(t),  t e T ,  — допустимое управление задачи (12), которому 

соответствует траектория x(t),  t e T ,  в конечный момент t* попадающая 
на плоскость d'x = Cx0.

Опора и опорное управление для задачи (12) определяются так же, 
как в п. I для задачи (I) .  Обозначения con, Р, P= (v, vm+1), Н, H(t) ,  c(t),  
A(t), t e T ,  совпадает с п. I.

Разобьем задачу (12) на следующие две задачи:

(c+)'x(t*)-unax, x = Ax + bu, x(0) = x0,

Hx(t*)=g,  d'x(t*) >O0, l u ( t ) l< l ,  t e T ;  (13)

(c_)'x(t*)—>max, x = Ax + bu, x ( 0 ) = x 0,

Hx(t*)=g,  d'x(t*)<cto, I u ( I ) U l ,  t e T ,  (14)

где c+ = с + f +d, c  = + f _d.
Обозначим: D(t) = d'F(t*, t)b, t e T ,  D'on=(D( t ) ,  t e T on), Л'=(т|, 

Лт+і)' = D'onP-1, Q(t) = ('n 'H -d ')F(t* , t)b, t e T .  Тогда векторы потенци­
алов P+ , P -  для задач (13), (14) примут вид: P+ = (v+, v+m+1) = (v + f+ t),  
Vm + l  +  f +n n  + l ) ,  P -  - ( V - '  V -m + 1) =  (V +  f-T l, Vm + 1 +  f -T U  + i ) .

Коуправления A+(t), A- (t),  t e T, для задач (13), (14) имеют вид: 
A+( t ) = A ( t ) + f +H(t),  A- ( t )=A( t )  + f-fi(t),  t e T .

Из приведенных выкладок и теоремы I следует
Теорема 3. Для оптимальности опорного управления {и( •), Ton}за­

дачи ( 12) достаточно, а в случае его невырожденности и необходимо, 
чтобы выполнялись соотношения:

1) A(t) + f +fi(t) <0,  A(t) + f “£2(t) «SO при u(t) = l;
A(t) + f +Q(t) > 0, A(t) + f-ft( t)  > 0 при u(t) = - 1 ;
A ( t ) + f +£l(t) = A(t)+f"£l( t )  = 0 при - l < u ( t ) < l ,  t e T .

2 )  —  f  ’П т  + І ^  v m + l  ^  — f + Tl m + l -
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