
Математика и 
механика

УДК 517.925.6

В. Н. ГОРБУЗОВ, Ю. Ю. ГНЕЗДОВСКИЙ

О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ СИСТЕМ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

The set of system s of algebraic ordinary differential equations ( I ) ,  when the set of 
polynom ials (3 ) in solution is pickedout.

B [ I ]  изложены методы построения полиномиальных решений ал­
гебраических дифференциальных уравнений. Считается, что впервые эта 
задача рассматривалась в работах [2,3], исследования были продолжены 
в работах [4—15].

В настоящей статье рассматривается задача о нахождении степеней 
полиномиальных решений в системах алгебраических дифференциаль­
ных уравнений

S a u( Z ) S  П {со, (^ j ) } 7̂kij= О, j = X l T ,  ( I )
i=0 k=l r =l

где Irkij и Vrkij — целые неотрицательные числа, коэффициенты Aij ( z ) =
= OijZoij + . . . , Ctij*0.

В основу рассуждений положена асимптотическая формула выраже­
ния производной полинома w®(z) через сам полином w(z) степени 
degw(z) = m^l вида:

w (lj ( z )  = (  —1 ) 1( -H O 1Z-1W ( z )  { 1+¾ ( z )},  (2)
где E1(Z) — рациональная функция такая, что E0(Z) = O и E1(Z)-IO при 
z—ioo, ( - ш ) ,  — символ Похгаммера.

Полиномиальные решения системы ( I )  будем искать в виде:
wr =w r ( z ) ,  т= I, п , (3)

где wr(z) — полиномы степени deg wr(z) = InrM r, Ar = max (Arij : i = О, Nj, 
j = I, n } — порядок системы (I)  по переменной wr, A u =
= max [Irkij : k = I, Mij} — порядок i-ro члена j-ro уравнения по перемен­
ной Wr.

Для дальнейших рассуждений введем следующие условные обозна- 
Mij Mjj

чения: 2J Vrkij = K rij — размерность, £  UuVrku = Цу — вес х-го члена j-ro
k = l  k=l

n
уравнения по переменной w7; £  SX\) = O y -  вес і-го члена j-ro уравнения;

T =  I

П
Sy ( Iixr ) = — функция степени і-го члена j-ro уравнения,

T =  I

—— —  о-* M ij D P -

InrM r , 'с= I, п; ку ( m , ) = ( - 1 ) 4 П П { ( - m, Jlrkij } 7 1
к = 1 т = 1

— функция коэффициента і-го члена j-ro уравнения, InrM r, T= I, п.
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Заметим, что ограничения на степени шт полиномиальных составля­
ющих решения (3) общности рассуждений не нарушают, ибо в таких 
случаях рассматриваются «укороченные» системы из (I).

Теорема I. Пусть для j-ro уравнения системы (I )  выполняются ус­
ловия:

Krej =  K r,j =  . . .  =  K r, + J r j > K rfrji Г б  { I , . . . ,  п } ,

________    (4)
(KffcSNj, 9= 0, р - 1  , fr = Р + Х. + 1, Nj ;

Kr,j = ... — Kr,+̂ j, OcXr̂ Xr, т — I, п, тфт, (5)

a,j -H ,j >схц- H ij, I = p + I, p + X , X = min (X, : T =  I, n }. (6)
Тогда относительно существования полиномиальных решений (3) 

справедливы следующие утверждения:
1) при р = 0, X = Nj решений (3) нет;
2) при р = 0, X<Nj степени т ,  могут быть лишь такими, что выпол­

няется хотя бы одно из неравенств

Ё ( K ^ - K 4j )m ,> (o ^ - ¾  ) — (Orj- H ej), Tl= X + I, Nj ; (7)
г = 1

3) при 0<peNj, X = Nj- P  степени ш, могут быть лишь такими, что 
выполняется хотя бы одно из неравенств

Ё (Krtj-K,,j)m,> (a ,j-n ,j)-(Ogj-H6j), 6 = "OTpr T; (8)
г  = 1

4) при 0 < р < Nj, X<Nj—р степени т , ,  при которых выполняются не­
равенства

Ё (N,j-K,,j )m, <  ( a,j - Q,j) -  (Ofj- H lj), T]= p + X + I, Nj , (9)
T = I

могут быть лишь такими, что выполняется хотя бы одно из неравенств
(Ю;

5) при 0 < р < Nj, X< Nj- P  степени т , ,  при которых выполняются не­
равенства

Ё ( Krfj — к,,5)ш ,<  ( a,j - H,j) -  (Oej- H ej), 0= 0, р - 1  , (10)
т-i

могут быть лишь такими, что выполняется хотя бы одно из неравенств 
(7) при T)= р + 1+Х, Nj .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Основываясь на асимптотической формуле
(2), устанавливаем, что система полиномов (3) является решением 
системы (I )  тогда и только тогда, когда совместна система тождеств:

' Ё  Koj (HIt ) K , / 1 ( т ,  )A*j ( z J A , / 1 ( Z ) ( I - H e ej ( Z ) ) x 
6 = 0

t + Л
Xexpz { Sej ( ГЩ ) -  S,j ( Hlr ) } + e,j ( Z ) + I  +  £  K ij (HIt )K , /  (HIt ) x

1=,+1

xA,j ( z J A , / 1 ( z ) ( I  + Elj ( z ) ) e x p z ( H ^ - H lj } +  (1 1 )

+ Ё  K,j ( m ,  J K , / 1 ( т ,  )A,j ( z ) A , / 1 ( z )  ( 1 + e.j ( z )  ) x
,=,+.1+1

xexp , { Sej ( m , ) -  S,j ( m , ) }=0,
где Cij(Z )->0 при z—кх>.

Так как для всех 1= р-н I, р + Х выполняется (6), то при z—*х>



Au ( z )A,j1 ( z )expz {Qrj -  fiy }->0. ( 12)

Если для всех 0 = 0, p -  I выполняются неравенства
П
£  (Krtj -K rrj )nv +£2,j -H ej +Oej -<xrj = 0, то при z-к »

A4j ( z )Ad 1 ( z )ехрг { Sej ( Tar ) -  Sd ( ш , ) }->0. (13)

Если для всех Г| = р + Я, + I, Nj выполняются неравенства 

£  (K ,j-K r,j)xmT+£2d -£ 2 ,j+ a ,j-a d <0, то при z^oo
•I

Arj ( z ) Ad 1 (z)expz ( S rj (m. ) - S rj ( m , ) }-*0. (14)

В каждом из случаев 1 ) - 5 ) ,  переходя в (11) к пределу при z—к», 
с учетом соотношений (1 2 )- (1 4 )  всякий раз получаем противоречие, 
которое и доказывает утверждения теоремы.

Методом, аналогичным доказательству теоремы I, устанавливаем, 
что справедлива

Теорема 2. Пусть для j-ro уравнения системы ( I )  выполняются 
условия (4) — (5) и

CXr j - J l r j =  ... =  <xr+ sj — £2r+ s j> c t rj — n rj, 0 К .S^X ,

£ = p + S + 1, p + X , X = min (Xr : T = I, n }.
Тогда относительно существования полиномиальных решений (3) 

справедливы следующие утверждения:
1) при р = 0, X = Nj степени т ,  должны удовлетворять равенству

i f  OfjKfj ( гщ ) = 0; (15)
(=>

2) при р=0,  X<Nj степени ш, такие, что выполняются неравенства 
(9), должны удовлетворять равенству (15);

3) при 0<p<Nj ,  X = Nj - P  степени mr такие, что выполняются нера­
венства (10), должны удовлетворять равенству (15);

4) при 0<p<Ni ,  X< Nj - р степени т ,  такие, что выполняются нера­
венства (9) и (10), должны удовлетворять равенству (15).
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