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РАСЧЕТ ФОНОННОГО СПЕКТРА 
И ТЕПЛОЕМКОСТИ КРЕМНИЯ ИЗ ПЕРВЫХ ПРИНЦИПОВ

The density functional approach to lattice dynamical calculations is presented. The  
expression for the phonon frequencies is calculated for silicon using self-consistent pseudo­
potential electron energies and wave functions. Results for heat capacity are in goon agreem ent 
with experim ent.

В настоящее время при расчете из первых принципов частот нормаль­
ных колебаний (HK) атомов в кристаллической решетке используются 
два основных метода [I]:  «вмороженных» фононов (ВФ) и основанный 
на применении электронной микроскопической восприимчивости. В слу­
чае их пременения при вычислении одноэлектронных волновых функ­
ций, как правило, реализуется приближение функционала локальной 
плотности (ФЛП) [2], использующее в своей основе так называемые 
сохраняющие норму псевдопотенциалы (СНП) [3]. Однако в силу 
нелокальное™ СНП при использовании второго метода затруднены 
расчеты энергии электрон-ионного взаимодействия, что влечет за собой 
замену нелокальных СНП модельными потенциалами. В отличие от 
предыдущего, метод ВФ последовательно использует СНП и дает доста­
точно точные (-3 %) [4] значения частот НК. Существенным его 
недостатком является то, что метод применим только для расчета частот 
HK с волновым вектором, соизмеримым с каким-либо вектором обрат­
ной решетки, ибо в этом случае искаженная решетка является периоди­
ческой и возможно проведение самосогласованных зонных расчетов.

В предлагаемой работе на примере кремния со структурой алмаза 
реализован метод ВФ и рассчитаны частоты HK для двух векторов зоны 
Бриллюэна в гармоническом приближении; при вычислении гистограм­
мы плотности фононных состояний использовался метод «жестких» 
ионов Борна — Кармана [5].

I. Расчет энергии связи и постоянной решетки кремния. В [6, 7] 
выполнен самосогласованный расчет зонной структуры путем решения 
уравнения Кона — Шема при использовании СНП, а также определены 
поправки к ширине запрещенной зоны через решения уравнения Дайсона 
для одноэлектронных возбуждений.

Одноэлектронное уравнение Кона — Шема в рамках ФЛП имеет вид:

[ l i ( k  + G ) 2- e n ( k ) ] c n, k ( G ) + E V ( k  + G, k + G ')C n, k ( G )  = О, (I)
2 m  G '

где V (k + G, k + G )  — фурье-компоненты экранированного эффектив­
ного псевдопотенциала, которые равны сумме ионного, кулоновского и 
обменно-корреляционного потенциалов

V ( k + G, k + G ’) =V ion (k  + G, k + G ' ) + V „  ( G - G  ) +Vxc ( G - G ' ) ,  (2)
Cn, k(G) — коэффициенты в разложении псевдоволновой функции по 
плоским волнам:

vPnk (г )  = £ C n, k (G)exp[  i ( k  + G ) r ] .  (3)
G

Ионный потенциал в (2) строился в виде суперпозиции СНП ионов 
Si4+ [3]. Экранирующий кулоновский потенциал вычислялся при помо­
щи псевдозарядовой плотности валентных электронов p ( G- G ' ) :

Vh ( G - G ) =  4*е* O ( G - G ) .
I G - G  I2

Обменно-корреляционный потенциал в приближении ФЛП рассчиты­
вался по формуле Слэтера

V „ ( r > - - ^ [  ! - P d ) ] 1' 1.

Уравнение ( I )  решалось посредством самосогласованной процедуры 
[7, 8]. При этом фурье-компоненты псевдозарядовой плотности валент-
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ных электронов вычислялись методом специальных точек в зоне Брил- 
люэна:

P ( G ) = Wks E  exp [ ijGT ( j ) ] E  сп, ц ( G ' + jG ) С \  Ws ( G •),
jeT n, G '

где Ics — векторы в зоне Бриллюэна; (Oks — весовые множители этих
векторов; j — операции вращений точечной группы кристалла; Nt — 
порядок данной группы; t ( j )  — неэлементарные трансляции.

Используя рассчитанные собственные значения энергии En(Ics), а 
также фурье-компоненты p(G) и Vxc(G), энергию связи в расчете на 
один атом можно вычислить следующим образом [8]:

E =  -j— E  WksSn ( k s ) - G o E  [ Vh ( G )  +Vxc (G ) ]р (G ) +
kS ч, Its с#0

+ v H ( G ) P ( G ) + Q o E  Sxc ( G ) p ( G ) +Ye. + Е ' - Е о,
G*0 G

где Q — объем, приходящийся на один атом; Ye.  — энергия Маделунга 
точечного иона Si4+, которая рассчитывалась по методу Эвальда; E ' — 
энергетическая поправка, обусловленная наличием в локальной части 
псевдопотенциала иона Si4+ с зарядом Z так называемой «отталкива­
ющей» компоненты:

Б '=  I J [ Vi1On ( г ) + ] d 3r,

exc(G) — плотность обменно-корреляционной энергии, E0 — энергия 
ионизации четырех внешних электронов свободного атома кремния [9]. 
Равновесное значение постоянной решетки а0 рассчитывалось в точке 
минимума функции Е(а).

2. Расчет частот HK атомов кремния в точках Г и X зоны Бриллюэна 
методом ВФ. Энергия связи по методу ВФ [4] рассчитывается для 
искаженной кристаллической структуры, которая обусловлена смещени­
ем атомов из положения равновесия при их колебательных движениях.

LOA

TA

ТО

X

Рис. I. Расширенная элементарная ячейка кремния

Частоты HK в центре зоны Бриллюэна вычислялись через энергию 
связи, которая является функцией относительного смещения двух гра- 
нецентрированных кубических подрешеток вдоль направления [111]. 
При этом элементарная ячейка искаженной структуры представляет 
ромбоэдр объемом Q = а30 /  4, на который приходится два атома (точеч­
ная группа D3d).
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При расчете частоты HK в точке X зоны Бриллюэна использовалась 
расширенная элементарная ячейка [10] (рис. I), которая имеет форму 
прямоугольного параллелепипеда объемом П = а 30/2, содержащего 
четыре атома (точечная группа D2h).

В гармоническом приближении изменение энергии связи при смеще­
нии атомов кристалла из положения равновесия можно записать [4]: 
AE = Ic0U2 /  2, где и — амплитуда НК. Тогда частота нормальных коле­
баний равна:

V = j - л /  —  .2 т  v  m 0

Здесь k0 = [d2(AE)/du2] ao ^  — масса атома кремния.
Следует отметить, что при проведении самосогласованных расчетов 

для получения удовлетворительных результатов необходима достаточно 
высокая точность вычисления энергии связи Е(10~24 Дж/атом) и рав­
новесного значения постоянной решетки ао (10~5 нм). Для этого в 
разложении (3) использовалось 200 плоских волн.

3. Вычисление дисперсионных кривых частот НК, фононного спект­
ра и температурной зависимости теплоемкости кремния. Для расчета 
фононного спектра и термодинамических функций кристалла необходи­
мо знать частоты HK для достаточно большого числа точек зоны 
Бриллюэна. Из первых принципов решить данную задачу невозможно, 
поскольку необходимы большие затраты машинного времени. Нами 
предлагается метод расчета фононного спектра, суть которого заключа­
ется в следующем. На основании использования модели «жестких ионов» 
Борна — Кармана [5] определяются значения силовых постоянных 
посредством привязки к ранее вычисленным методом ВФ частотам НК. 
Такого рода аппроксимация оправдана, ибо полученная динамическая 
матрица имеет размерность 6x6 и это существенно упрощает математи­
ческую задачу расчета собственных значений эрмитовых матриц. Зная 
частоты HK в точках Г и X зоны Бриллюэна, можно определить силовые 
постоянные только для двух ближайших координационных сфер.

Рис. 2. Дисперсионные кривые частот HK кремния:
 —расчет, . — эксперимент [11 , 12]

Рис. 3. Температурная зависимость теплоемкости кремния. Обозначения те же, что и на
рис. 2

Дисперсионные кривые частот НК, рассчитанные по предлагаемому 
методу, представлены на рис. 2. Гистограмма плотности фононных 
состояний вычислялась посредством выбора точек в 1/48 части зоны 
Бриллюэна по методу Монте-Карло. Полученная с ее помощью темпе­
ратурная зависимость решеточной теплоемкости кремния изображена на 
рис. 3.

Таким образом, результаты исследований свидетельствуют о возмож­
3* 35



ности использования предложенной схемы для проведения первоприн- 
ципных расчетов термодинамических функций неполярных полупровод­
никовых кристаллов.
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