
2 ( а  ( X,  ( fj )0Х ),  ( f i ) 0Y )  = -  ( X, [ ( f i ) 0X , ( f i ) o Y ] m ) -  

-  ( ( fi ) 0X, [ X, ( fi )0Y ] ra ) + ( ( f i ) o Y , [ X , ( f i ) 0X ] m ) = 

= -  ( X, [ JiXb JiYi Jm ) -  ( JiXi, [ X, JiYi ]„, ) + 

+ ( JiYi, [X,  JiX i l ra ) = ( X , [ X i jYi Jm).

Отсюда

2 (  ( fj )0a  ( X,  X ) -  a  ( X,  (f ,  ) 0X ) ,  ( f i ) 0Y )  = - 3 ( X ,  [ X i jYi Jm).  

Теперь все очевидно. Предложение доказано.
Следствие I. Пусть G/Н —однородное риманово Ф-пространство по­

рядка 5 и n reh . Если f-структура г, интегрируема, то она является кил- 
линговой.

Следствие 2. Пусть G/Н —однородное риманово Ф-пространство по­
рядка 5 и n reh . Обе f-структуры J1 и f2 являются одновременно кил- 
линговыми тогда и только тогда, когда интегрируема структура почти 
произведения С.
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У Д К  519 .872
И . И . Х О М И Ч К О В

АНАЛИЗ МОДЕЛИ р-НАСТОЙЧИВОГО ПРОТОКОЛА CSMА /CD

T h e  algoritm  o f com puting p erfo rm a n ces o f m odel local netw ork  w ith  C S M A /C D  
p -p ersisten t p rotoco l and a f in ite  num ber of sta tion s w as obtained .

Исследуется однолинейная система массового обслуживания (CMO) 
с повторными вызовами, являю щаяся аналитической моделью локаль­
ной вычислительной сети (ЛВС) с протоколом случайного множествен­
ного доступа, контролем несущей и обнаружением конфликтов 
(CSMA/CD).

Описание модели. Пусть в CMO поступает примитивный поток заявок 
с интенсивностью Gn = ^ ( M —п), где М—число источников заявок, X— ин­
тенсивность генерирования заявки отдельным источником, п—текущее 
число заявок в системе. Заявки данного потока назовем первичными. 
При поступлении в систему первичной заявки она мгновенно следует на 
прибор или становится в очередь, если он не свободен. Находящиеся в 
очереди заявки назовем готовыми. Длительность обслуживания заявок 
на приборе распределена по экспоненциальному закону с параметром д. 
После завершения обслуживания заявка покидает систему. Если в этот 
момент в системе нет готовых заявок, то прибор освобождается. В про­
тивном случае каждая из них с вероятностью р мгновенно поступает на 
прибор, а с дополнительной вероятностью 1-р остается готовой. Пусть 
на прибор поступает j готовых заявок. Если j = 0, то в момент ухода из 
системы обслуженной заявки прибор освобождается, а число готовых
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заявок в системе не меняется. Если j = I, то прибор начинает обслуживать 
поступившую заявку, а число готовых заявок в системе уменьшается на 
единицу. Если j >  I, то в момент ухода обслуженной заявки прибор 
мгновенно освобождается, j готовых заявок, поступивших на прибор, 
становятся повторными* а число готовых заявок в системе соответствен­
но уменьшается на j. Каждая повторная заявка, независимо от остальных 
повторных заявок, снова поступает на прибор через случайное время, 
распределенное по экспоненциальному закону с параметром v. Повтор­
ная заявка обслуживается на приборе так же, как и первичная. Если в 
момент освобождения прибора в системе останутся готовые заявки, то 
через экспоненциальное время с параметром а  процедура поступления 
готовых заявок на прибор повторяется (если к этому времени прибор 
еще не будет занят первичной или повторной заявкой).

Основной целью статьи является нахождение алгоритма расчета 
следующего стационарного распределения состояний СМО: p0(n, т ) ,  п = 
= О, M -  I, т  = 0, п, —стационарная вероятность того, что прибор свобо-

ден, в системе п заявок, из них m готовых; P i ( n ,  m ), n = I, М, m = 0, п -  I, 
—стационарная вероятность того, что прибор занят, в системе п заявок, 
из них m готовых. Введенные вероятности далее используются при 
расчете вероятностных характеристик модели JIBC с р-настойчивым 
протоколом CSMA/CD.

Расчет стационарного распределения. Обычными методами теории 
массового обслуживания получим систему линейных уравнений относи­
тельно неизвестных стационарных вероятностей:

( nv + Gn )ро ( П, 0 ) = E  a P1Po ( n, i ) + Hp1 ( п + I, О ) +
i = 2

+ E W 1Pi (n + l,i), n= Oj M - 1, ( I )
і = 2

( a +  ( n - m ) v  + Gn )po ( n , m )  = ( 1 - р ) шар0 (n,  m)  +
n - m

+ E  Сю+і0ср‘ ( l - p ) mpo(n,  m + i )  + ( 1 - p )  nVp1 ( n + I, ш ) + (2)
i = 2

+ Ё Сш+іЦр1 ( I - P ) mPi ( n  + I, m + i ) ,  n =  I, M -l, m =  I, n,
1 =  2

( p  + ( n - m - l ) v  + G„)pi  (n,  m )  = Sn15° Gn^ p 1 ( n - 1 ,  m - l )  +

+ ¾  ( n - m  )vp! ( n, m -l ) + 5 “ ( m + l ) p ( l - p )  nJip1 (n  + I, m + 1 )+  (3)

5nM ( m + I )p ( I -  p ) mCxp0 ( n, m + I ) + Gn-iPo ( n - 1 ,  m ) +

+ 8” ( n — m )vp0 ( n, m ) ,n = I, M, m = 0, n -  I,

где Sj = 0, если i*j, 8/ = I, если i = j, Sj' = I -  8/,
M - I  n M n - 1
E  E  Po ( n, m ) + E  E  P1 ( n, m ) = I. (4)

n = 0 m  = 0 n = l m  = 0

Нетрудно показать, что ранг системы ( I )  — (4),  состоящий из 2М2 
уравнений с 2М2 неизвестными, равен 2М2. Отсюда система уравнений 
имеет единственное решение. Перейдем к его нахождению.

Запишем соотношения ( 1 ) - ( 3 )  в векторной форме. Введем вектор- 
столбцыPq( п) = (Ро(п,0),ро(п ,1 ) , ..., р0(п ,п ))т,п = 0, M - I , P ^ n )  = (р^п.О),  
p^n , I ) ,. . . ,  Pi(n, n - l ) ) T, n =  I, М, и определим матрицы: En- единичная
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(nxn)-матрица, En+l n, En n+1—соответственно ( (n  + l)xn ), (nx(n + 1)) мат­
рицы вида: En+i,n = || On I En || т, ЕПіП+і = || En I On | | , где On- нулевой n -век-
тор-столбец,  An = || а ^ п) | | , Bn = || Ь^п) ||, Cn = || ci,(jn) | | , Dn = || di,(jn) | | , і =
= I, п, j = I, п, где

'ц  + ( n - j ) v  + Gn, j = і;
я <n> -  aM = - ( n - j ) v ,  j = i — I; 

. 0, ]фі, j*i -  I,

j < i .

C-c I. J

J c l - K i - P
1 0 , j

с / - 1 ( 1 - р ) ‘ - V J  j-
.0, jjt i+ I

н .(п)Г П - І , j = i;
d,'J ( о , j^i.

Тогда имеем
( ( a  + Gn )En+i +vDn+1 )P 0 ( n )  =

= (Bn+1- C n+1) ( CtP0 ( іО + цР і ( n  + 1 ) ) ,  n = I, M - l ,  (5)

AnPi ( n ) = 5nMEn,n+i {  Cn+i [ pPi ( n + I ) + aP0 ( n ) ] + vDn+iP0 ( n ) } +

+ Gn_! ( P0 ( n - 1 )  +Sn1Enin^ P 1 ( H - I ) ) ,  п = Х Ж  (6)
Преобразуем (6 ), заменив выражение в квадратных скобках соответс­

твующим выражением из (5).  После упрощений получим

AnPi ( n ) = 5nMEn,n+1Hn+1P0 ( п ) +

+ Gn_i ( P0 ( n -  I ) +5nEn,n_iPj (и  I ) ) ,  n =  I, М, (7)
где

Hn = ( E n- C nBn- 1 ) _1( vDn + ( a + Gn-! )En ) -  ( a  + Gn_1 )En. (8)
Покажем, что соотношения (5), (7) можно представить в виде:

P1 (D) = Gn_iTn ( P0 ( n - 1 )  +Sn1En̂ 1P1 ( п - I ) ) ,  п = Х м ,  (9)

P0 ( n )  = S n+iE n+1,n Pi ( n ) ,  n =  I, M - I, (10)
где матрицы Tn, Sn+i подлежат определению. Определим

Tm = Am- 1, (11)
тогда при п = М соотношение (9) непосредственно следует из (7 ).Теперь 
предположим, что ( 9 ) выполняется при n = k + l, где к —произвольное 
число, к =  I, M - I .  Покажем, что в этом случае соотношения (9),  (10) 
будут справедливы и для n = к при соответствующем выборе матриц Tk, 
Sk+1 . Положим в (5) п = к и  подставим вместо Pi (к + I)  соответстующее 
выражение из ( 9 ) при п = к + I. Получим

P0 ( к )  = ( TkT11 Gk- 1Lk^ - E k, ! ) - 1Ek^ ikPi ( к ) ,  к=  I, М - 1 ,  (12)
где

Lk = |! 1 [ Bk 1 ( Ek — CkBk 1 ) ( ( a  + Gk- i  )Ек + vDk ) — OtEk J . ( 13)
Обозначим
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Sk = ( Tk- 1GkL11Lk -  Ek ) - 1, к = 2, М. ( 14)
Тогда при п = к справедливо соотношение (10). Далее рассмотрим (7) 

при п = к и подставим вместо Р0(к) правую часть из (10). Имеем
Pi ( к )  = ( Ak — EkiktlHk tlSk tIEkl-Iik ) 1Gk- 1 (Po ( к —I ) +

+ Sk1Eki^ 1P1 ( к - I )  ), к = I, М-1.
Отсюда, обозначив

Tk = ( Ak — Ekik+1Hk+1Sk+1Ek+ljk ) 1J к=  I, М —I, (15)

получим справедливость соотношения (9) при п = к. По индукции полу­
чаем, что соотношения (9),  (10) имеют место для всех указанных 
п, если матрицы Tn, Sn+1 определены по формулам ( И ) ,  (14), (15).

Окончательно алгоритм расчета стационарного распределения 
P0 ( п ) ,  п =  0, M - I ,  P1 ( n ) ,  n =  I, М, выглядит следующим образом: 
вначале по формулам ( И ) ,  (14), (15) рекуррентно по убывающим 
номерам к вычисляются матрицы Tk, к=  I, М, Sk, к = 2, М. Затем с точ­
ностью до множителя P0(O) = ро(0, 0) по рекуррентным формулам (9), 
(10) рассчитывается стационарное распределение, после чего вероятность 
P0(O) находится из условия нормировки (4).

I  w

Рис. I Зависим ость средней интенсивности вы ходящ его потока Л от  р:
— -  р-настойчивый,------------- 1—настойчивый, — ненастойчивый; 1—л** 0,5, 2 -.1 -1 ,25

Рис. 2. Зависим ость средней задерж ки W от  числа источников нагрузки М:
2-.1 = 0 ,05 ,2 -.1  = 0,:125,3-.1=-0,5

Численный прйліер. Используем полученное стационарное распределе­
ние для расчета следующих характеристик СМО:

1. Среднее число заявок в системе M :

  M - I  n M H - I

M = D  n D  Po ( П, m ) + D  n E  Pi ( n> m )•
n = 0 m * 0  n = I  т  = 0

2. Средняя интенсивность выходящего потока: X:

£ = Ё  Pi ( n> т )-
n = I  т  = 0

Можно показать, что Х = А. ( М-  M ).
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3. Среднее время пребывания заявок в системе W : W = M Д , 
В численных расчетах далее предполагается ц = I, а  = 100, v = 10. Ha 

рис. I сравниваются зависимости средней интенсивности выходящего 
потока (производительности JIC) X от вероятности р в аналогичных 
моделях с р-настойчивым, 1-настойчивым [ I ]  и ненастойчивым [2] 
протоколом CSMA/CD. Расчет произведен для моделей с числом источ­
ников первичной нагрузки M = 10 при различных значениях X. Как видно, 
при соответствующем выборе вероятности р р-настойчивый протокол 

, дает более высокую производительность, чем другие протоколы.

Рис. 3. Зависим ость средней задерж ки W от первич­
ной нагрузки Л\

2 - М  = 5, 2 - М -1 0 , З - М - 1 5 ,  4 —M =20

На рис. 2 показана зависимость среднего времени пребывания заявок 
в CMO W от числа источников первичной нагрузки М. Расчет произведен 
при р = 0,6 и различных значениях X. На рис. 3 приведена зависимость 
характеристики W от первичной нагрузки X при различных М и р  = 0,6. 
Как и следовало ожидать, средняя задержка заявок в CMO W растет с 
ростом первичной нагрузки X или числа ее источников М.

Список литературы

1. Х о м и ч к о в И .  И . / /  М атем атические м етоды  исследования сетей  связи и сетей  
Э В М . M n., 1990. С. 151.

2. И  о  н и н Г. Л., С е д о л Я. Я. / /  Латвийский м атем атический еж егодник. Рига,
1970. №  7. С. 71.

Поступила в редакцию 29.12.92.

58


