
У тверж дение б) => а) хорошо известно и очевидно. Достаточно поло
ж ить f ” ( z ) : =  f + (z*), где z* — точка, симметричная точке zeD - отно
сительно С-окружности Г.

Д ля доказательства обратнбго утверждения а) =з> б) зам етим  прежде 
всего, что дробно-линейное преобразование плоскости не изм еняет ус
ловий теоремы , поэтому мож но считать, что ooeD- . Далее, поскольку 
отображение симметрии есть гомеоморф изм, то, в частности, при про
долж ении по симметрии однолистной функции f + будет соответствовать 
однолистная ф ункция f - . П олож им f0+ (z )= z . Тогда соответствующ ая 
ф ун кц ия f„", для которой f0" ( t ) = Г при teL, также является однолистной. 
Б еря  лю бую  точку z0eD  + и прим еняя принцип аргумента, имеем:

r - a r g  ( f ” ( t ) - z 0 ) lL _ i =  -  - A a r g  ( f  _ ( t ) - z 0 ) l L= -  -^ - arg  ( t - z 0 ) l L= I.

Отсю да вытекает, что ф ункция f (z )  —Z0 имеет в области D - един
ственны й простой нуль z*. С опоставляя Z0 —* z*, получаем конформное 
отображение 2-го рода D + на D - , оставляю щ ее неподвиж ны м и все точки 
кривой L. Тем  сам ы м  определяется и конф орм ны й гом еом орф изм  2-го 
рода сф еры  С на себя, оставляю щ ий неподвижными все^точки кривой 
L. Т аким  образом, L — линия симметрии сферы  С, т. е. С-окружность.

В заклю чение отметим, что из теоремы 2 вы текает некоторое 
обращ ение классического принципа симметрии Р и м ан а—Ш варца, а 
именно

Следствие. П усть D +cC — односвязная область, и лю бая ф ункция 
f +:M e(D +), для которой l m f +( t )=0 при teT, допускает мероморфное 
продолжение в D - . Тогда есть С-окружность.
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М ЕТОД П А РН Ы Х  СУМ М АТОРНЫ Х У РА ВН ЕН И Й  
Д Л Я  РЕ Ш Е Н И Я  Д В У М ЕРН Ы Х  О С ЕСИ М М ЕТРИ ЧН Ы Х  ЗАДАЧ 

Н ЕСТА ЦИ ОН АРНО Й ТЕПЛОП РО ВОДНОСТИ

This paper is devoted to the m ethod’s of dual series to find exact solution for axially 
sym m etric mixed bounday nonstationary heat conductivity problem relevant to so lve the dual 
series with respect to the B essels’ function, on the sem ibounded cylinder with the radius R, 
on the surface (z  = 0, 0 < r < r 0<R) .

The final result of the solution of given problems introduces the Fredholm integral 
equation.

Постановка задачи. Требуется найти температурное поле 0(r, z, т) = 
= T (r, z, т) — T0 (где г, z — цилиндрические координаты, т — врем я) в 

полуограниченном сплош ном цилиндре радиуса r = R (см . рисунок). 
Н ачальная температура тела равна T0. На торцевой поверхности полу- 
ограниченного цилиндра Z = 0, 0< г< го задается произвольная ф ункция 
тем пературы  0(г, 0, т) = f ( г, т ), отличная от начальной. На оставш ейся 
части торцевой поверхности полуограниченного цилиндра z = 0, r0< r < R  
сущ ествует идеальная теплоизоляция. Боковая поверхность полуограни
ченного цилиндра на протяж ении всего процесса теплообмена поддер
ж ивается при температуре 0(R, z, т ) = O (z > 0 , г = R ). У читывая сим м ет
рию температурного поля относительно оси цилиндра г = 0, z > 0 ,  имеем 
дополнительное граничное условие на оси 0r(O, z, т) = 0. У словия на 
бесконечности (z —>0 0 ) очевидны: 0( г, оо, т) = 0.

П осле применения интегрального преобразования Лапласа
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0 ( r, z, S ) = L [ 6 ( г, z, т ) ] = 1 0 ( г, z, X )ехр ( -  st )d t

к диф ф еренциальному уравнению нестаци
онарной теплопроводности в цилиндриче
ских координатах (г, z) и соответственно 
заданны м граничны м условиям м атем ати
ческая постановка задачи ф ормулируется в 
следующем виде:

0„ ( г, z, s ) + — Or ( г, z, s ) + Ozz (г, z, s ) =

= -f0  (г, z, s ), ( I )

где z, Res >  0, 0<r < R , а — коэф ф ициент 
температуропроводности, s — параметр 
L-преобразования.

Граничные условия для ( I )  имею т вид:
(2 )

где

Физическая модель полуограни- 
ченного сплошного цилиндра и 
схематичное изображение гра
ничных условий на его поверх

ностях:
1 — ^ (г ,  О, s) = 0, г0 <  г < R;
2 — 0(г, 0, s) = f ( г, s ) , 0< r < r Q; 

3 — 0 (R , z, s) = 0, 0< z< o o

0(r, 0, s) = f(r,  s), O^r< r 0,

f ( r, s ) = L [ f ( r, T ) ] =

= J f  ( r ,  I  ) e x p  ( -  st ) d t ,
0

0Z (r , 0, s )  = 0, r0 < r < R ,  

0 ( R, z, s ) = 0, O^z <  oo, 

0r (O, z, s )  = 0, 0^Z '< o o ,  

0Z ( r, oo, s ) = 0, 0<r <  R.

(3)

(4)

(5)

(6 )

Разделяя переменны е в уравнении ( I )  и используя граничные усло
вия (4 ) — (6 ), получим реш ение нашей задачи в виде следующего ряда:

0 ( г, z, s ) = T ( г, z, s ) - T 0/ s  =

= Ё  Cn (An, s )ехр ( —1—1 л /  An2 + sro/а  ) J0 (AnP),
П = I ГО

(7)

в котором An — корни уравнения
J0 (Ana)  =0, ( 8 )

причем р = —, а = —.
Го Го

И спользуя разры вны е граничны е условия (2 ) и (3) на поверхности 
z = 0, из (7 ) получаем парны е сум маторны е уравнения (парны е ряды ) 
вида:

£  Cn (An, s ) J 0 (Anp) = f  (р, s ) ,  0 < р < I,
П = I

Ё  Cn ( An, s ) д /  An2Zr02 + s/а  J0 ( AnP ) = 0, 1 < р < а ,

(9)

(IO)

из которы х требуется определить Cn(An, s).
При S - >0 (стационарны й вариант рассматриваемой задачи) парные 

ряды  (9 ) , (10) и реш ение (7 ) переходят в известны е [ I ] .  Рассмотрим 
метод сведения полученных парных рядов (9) ,  (10) к интегральному 
уравнению  Ф редгольма. Введем обозначение
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f )  Cn (Xn, s ) - \ / Xn2Д о  +  s/a J 0 (XnP) = h (р, s) ,  0«р< 1 . (11)
П = I

Тогда по ф ормуле ряда Фурье—Бесселя коэф ф ициенты  даются в 
виде:

Cn (Xn j S) = ------------------------------- г ) h ( u, s ) J 0 ( XnU ) u d u .  (12)
Ot2J 12 ( Л « ) V  Л 2 A o +  s / a  о

Так как при этом считалось, что соответствующ ий интеграл на 
промеж утке 1 < р < а  равен нулю, то одно из парных уравнений (10) уже 
удовлетворено.

Введем теперь вместо h(p, s) новую неизвестную ф ункцию  ФА, s) с 
помощ ью  ф орм улы

h ( р, s ) =  -  — j -  I ф ( V f l  dt (13)
р dp , V ^ V

и преобразуем выражение (12)

Cn (Xn j 5 ) = --------------- 2 ______  j J0 (XnU) [  f  j A D 1 V dt J du  =
Ot2J i2 (Aot ) V a 2A o2 + s/a о duU д/ t 2- U2

2________________  г Ф  ( t, s ) c o s (  A Q d t

Ot2Ji2 ( A o t ) V A 2A o + s /a  о 1

При выводе (14) использовалось значение следующего интеграла [4]: 
t J i  ( A u  ) d u  I  c o s  ( A t )

о V  t2-  и2 „2 A t  A t
(15)

П одставляя значение C(Xn, s) из (14) в первое из парных уравнений 
(9 ) , получим

VTi uM=1-о д / t

[  2 _ у '  V A J 0 ( A : ) J - i / 2 ( A t ) ] d t  =  r ( a  s ,  0 ^ о < 1  ( 1 6 )

«  " -I  Ji2 ( A ^ ) V a 2 Ao2 + s /a

П рим еним  обратное преобразование Л апласа к уравнению  (16):

L - i[ f (p , s ) ] = f ( p ,  т);

[ - * 1'' '}  ] = ~ /= =  I exp [ - X n2B ( T - U A o 2J d ^
V  s + аЛ „А о V  *■ 0 V  T - (

тогда оригинал (16) запиш ется в виде:

 ̂ /  a  ̂ I Г 2 ^  V  A  Jo ( А/*) J - 1 / 2  ( A t ) ~1
2 О V ~ T  Ot2 п = I  J l2 ( А «  )

xj f i v f ) exp [ - Х 2а ( T - ^ ) A  о2] d^ldt = f ( р, т ) ,  0 < р < I. (17)
О - у /  T - І

Введем обозначение

I Ф V V j exp [ - X 2a ( T - ^ ) A o 2] d£ = F ( t ,  т ) / Х  п . (18)
о V t A

Р ассматривая (18) как интегральное уравнение Абеля, нетрудно 
найти ФА, т):

ф < 1 ’ х )  =  ; г г е х Р [  - V a t / r 02] xVl An
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X A j 1 1 к А Т х р [  - ^ Ч Д о 2] d$. (19)
о V 7 - f

У равнения (18) и (19) определяют связь между неизвестными ф ун к
циям и <&(t, т) и F (t, т).

П одставим (18) в уравнение (17) и получим:

І (р, t )dt  = f ( p ,  т ) ,  0<р<1, (20)

Jq ( -InP) J —1/2 ( ^nt ) _

\ /  ( n̂a )

= 5 J0 ( p x ) J _ i /2 ( I x ) V r T d x -  - L  (р,  t ) ,  (21)
о я

где

L ( р, t )  = I  К° ( g y i I0 ( РУ ) I - i /2  ( t y )  V T "  dy. (22)
о I0 ( «у )

Первая квадратура, стоящ ая в формуле (21), может бы ть выражена 
через ф ункцию  Хевисайда [ I ] :

dT

где

2 о

I Jo ( рх ) 3 - 1 / 2  ( tx ) V~x~dx = д/~~Т Н/( -  (23)
° V  P1- t2

где

={ 0, pCt ,  (24)
H ( p _ t ) = { i ;  p > t  

С учетом ф орм ул (21) — (24), уравнение (19) запиш ется в виде:

j F ( ^ r V t dt  = y ^ f(p !  T ) + A / ~ X j  F lA X lL  (р, t )dt .  (25)
о д / t 2- /  a о V  t

Рассматривая (25) как интегральное уравнение Абеля, находим

F ( t, т ) = — —------— ( Vf C-V -D dH + ( I m V h U  udu
\Л Т Г  d t° л /7 А Г 2 dt o ^ 7 /

I
х j РІУл-І І ь  (u , у )dy. (26)

У
П оследнее уравнение есть интегральное уравнение относительно ис

комой ф ункции F (t, т ), однако его ядро представляется двукратной 
квадратурой. С помощ ью  несложны х преобразований уравнение (26) 
мож но привести к виду:

F ( х, т ) - А х ) ( x/ t ) 1/2К ( х, t ) F ( t ,  I )dt  = fn ( х, т) ,

где

К  ( х, t ) -  I ( ty ) 1 _1/2 ( ху )ydy,
о Io ( “У )

fn ( x , T )  = - A r x i i  Uf(U’ 7 ) d U .

со у Т * Т Г 2
П осле того, как определена ф ункция F (x , т), по формуле (19) 

находим ф ункцию  <J>(t, 1 ). П рименив преобразование Лапласа к 
L[<F(t, т ) ]  = Ф (t, s), по формуле (14) определяем  коэф ф ициенты  Cn(Xn, s)
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парны х уравнений (9 ) , (10), а следовательно, искомое реш ение для 
изображ ения 0(г, z, s) (7 ). Оригинал 9(r, z, т) = L _1[0(r, z, s ) ]  находится 
известны м и способами, либо с использованием обш ирны х таблиц обрат
ного преобразования Л апласа [3, 4].
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АНАЛИЗ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ  
СУПЕРСКАЛЯРНОГО МИКРОПРОЦЕССОРА

A  program m odel of the Pentium superscalar processor is described. T he pipeline 
perform ances are studied with respect to optimization level of com pilers. Som e recom endations 
on programming m ethods and m icroprocessor structure im provem ent are suggested.

U -конвейер V -конвейер

FPU

EX

X1

X2

WB
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Dl

D2

EX

WB

Конвейеры процессора Пентиум

П ентиум — первый суперска- 
лярны й  микропроцессор ( МП) ,  
разработанны й ф ирмой Intel, 
вслед за І386 и i486. Его система 
ком анд вклю чает ком анды  i486 с 
некоторы ми расш ирениями. Все 
программы , написанны е для МП 
младш их моделей, вы полняю тся 
и на Пентиуме. Д ля повы ш ения 
быстродействия в П ентиум внесе
ны  сущ ественные изменения: два 
целочисленны х конвейера (U  и 
V ) и конвейерное устройство пла
вающей запятой (F P U ), которые 
могут работать независимо. Сту
пени конвейеров приведены на 
рисунке: IF  — предвыборка;
D l—декодирование; D2 — генера
ция адреса; EX, X I, Х2 — вычис
ление; WB — запись результата; 
ER  — сообщение об ошибке. 
Двойной конвейер может запус

кать в каждом такте две целочисленны е ком анды  или одну плавающую. 
Конвейер U  вы полняет все целочисленны е ком анды , а также начальны е 
ступени плаваю щ их команд. V -конвейер мож ет вы полнять  параллельно 
с U -конвейером простые целы е инструкции и плаваю щ ую  команду 
FXCH.

В связи с возмож ностью  запуска параллельны х ком анд больш ое 
значение приобретает особая оптим изация кода, позволяю щ ая м акси
м альн о  загрузить ступени всех конвейеров. О днако для этого нужны  
специальны е ком пиляторы . П оэтому значительны й интерес представля
ют вопросы: насколько эф ф ективно будут вы полняться на П ентиуме уже 
сущ ествую щ ие програм м ы , что дает использование оптимизирую щ их 
ком пиляторов, какое м аксим альное ускорение мож ет дать оптимизация? 
В статье делается попы тка ответить на эти вопросы путем измерения 
процесса вы полнения прикладны х программ на программной модели 
процессора П ентиум.

В качестве примера, демонстрирую щ его работу целочисленны х кон
вейеров, рассмотрим  ф рагм ент програм м ы  на Фортране:
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