
AEn = ± д /  Xn2 +Cn2, (28)

где введены следующие обозначения:

К  = ^ y r (S) . (29)

= ^  ( £ Ц ± £ "  + Ц р ^ ) ,  (30)
Z O n I l n

П„ = д /  Pz2 + 4ш Ш п . (31)
В наиболее интересном с практической точки зрения случае Pz = О 

соотнош ения (29) и (30) существенно упрощ аю тся и выраж ение (28) 
для AEn принимает вид:

AEn = ± З с М £ ? д /т 2 (з) + 4gnnT 2 (4) (32)
2ЬП т с

Зам етим , что в нерелятивистском пределе, в котором для E0n спра­
ведливо выраж ение E n «яле2 + 2Ш п, при выполнении условия ГГ(4)кГГ(3)1 
величина расщ епления не зависит (!) от напряженности магнитного поля 
(от константы  П):

ДЕП~ ± М Т (3)

Данное обстоятельство, как нам представляется, мож ет оказаться 
реш аю щ им при попы тке экспериментального обнаружения поля кру­
чения.
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УДК 534.213
А. Н. ФУРС

П РИ М Е Н Е Н И Е  ФЕДОРОВСКОЙ П РО Ц ЕД У РЫ  
П РИ БЛ И Ж Е Н Н О ГО  РЕШ ЕН И Я  ХА РА КТЕРИ СТИ ЧЕСКИ Х 

У РА В Н ЕН И Й  В КРИСТАЛЛОАКУСТИКЕ

Approximate solutions of Cristoffel equation for the cubic crystals on the basis of the 
procedure proposed by F. I. Fedorov are obtained and evaluation of their accuracy is carri­
ed out. The solutions yielded by different approximate m ethods are compared. It is 
shown that the accuracy of the obtained solutions does not practically depend on the cubic 
crystal anisotrope.

О сновным уравнением, описываю щ им распространение объемных 
упругих волн в кристаллах, является уравнение К ристоф ф еля [ I ]

( A n- V 2) = O ,  ( I )
где An = (Xiktmnkni) — тензор Грина — К ристоф ф еля, n, v и и — фазовая
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нормаль, скорость и поляризация объемной волны  соответственно. 
В ( I )  V2 = V2I  , где I  = (5аЬ) — единичный тензор.

Д ля нахож дения ф азовы х скоростей и поляризаций изонормальны х 
волн при заданном  направлении нормали а  ( а 2 = I )  необходимо реш ить 
характеристическое уравнение

!An- V 2I = O, (2)
кубическое относительно v2( Icd обозначает детерм инант тензора а ) . Не­
посредственное применение ф ормул Кардано к реш ению  уравнения (2) 
приводит к громоздким вычислениям (см ., напр., [1 2 ]) . Поскольку 
значения модулей упругости Xiklm известны с невысокой точностью 
( ~10-3), то целесообразно использовать приближ енны е методы реш ения 
уравнения ( I ) .  В работах Ф. И. Федорова [1 — 10] предложен ряд 
итерационны х процедур реш ения основного уравнения ( I ) .  В частности, 
в [1 —5] развит в ковариантной форме эф ф ективны й приближенный 
метод реш ения основной задачи теории упругих волн в кристаллах, 
основанны й на нахождении параметров условной изотропной среды, 
наименее отличаю щ ейся от данного кристалла. В [ I ,  6, 7] предложен 
аналогичны й метод сравнения параметров кристалла с ближайш ей к 
нему но упругим свойствам поперечно-изотропной средой. Работы [8, 
10] посвящ ены  разработке методов приближенного реш ения уравнения 
OTi = Xu и применению  таких решений в теории упругих волн [9 ]. В ча­
стности, в работе [9 ] используется итерационная процедура примени­
тельно к вектору поляризации и объемной волны. Как правило, сходи­
мость итерационны х методов [ I —10] достаточно высока, и уже первое 
приближение является удовлетворительны м для больш инства кри­
сталлов.

В работе [11] получены  сравнительно простые (не содержащие 
громоздких радикалов) приближенные ф орм улы  д ля  нахождения корней 
кубического уравнения с произвольны ми коэф ф ициентам и. Целью  на­
стоящ ей работы является применение общих результатов, полученных 
в [11], к реш ению  уравнения (2 ) для кристаллов кубической сингонии, 
и оценка их точности.

Д ля кубических кристаллов тензор Грина—К оистоф ф еля имеет вид
[I]

An = Ci + C2Ii-Ii + C3V, (3)

где
Ci = X44, с 2 = Xi2 + X44, Сз = Xu  — Xi2 — 2Х44, г = d ia g  ( п 2, п2, п | ).  

Введем тензор
a  = kn - n  + v, k = c2/c 3, (4)

собственные векторы  которого совпадают с собственными векторами
тензора А", а собственные значения V2 тензора An и собственные значения 
X тензора а  связаны  соотнош ением v2 = C1 + с3Х. Характеристическое 
уравнение для тензора а  принимает вид [9]

IX -  Cd = 0

или
X3-  ( I + к )Х2 + ( I + 2к )v,X - ( I + Зк )М = 0, (5)

при этом

Vt = ( I — Ni ), Ivl = щ п2п3, (6)

N1 = n f + п2 + п3.

В ( 6 )  V — взаимны й (присоединенны й) к  v тензор, а V, — его след. 
Введя новую переменную

Z = X -  у  ( I + к ), . (7)

перейдем к неполному кубическому уравнению
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3
Z •az + b = 0, (8)

где
а = | ( 1  + к ) 2 -  ( l  + 2 k ) v t, (9 )

b = у  ( I + к ) [ ( I + 2 к )Vt -  ( I + к ) 2 ] -  ( I + Зк )М.

К оэф ф ициент а неотрицателен при любых значениях к и для любого 
направления нормали п. Действительно, Nlmax= I, если нормаль п направ­
лена вдоль оси симметрии 4-го порядка, и Nlrain = 1/3, если нормаль п 
направлена вдоль оси симметрии 3-го порядка. Соответственно, Vtmin = O 

и Vtmax= 1/3. При 1 + 2 к < 0  полож ительность коэф ф ициента а очевидна. 
При I + 2к>0

( I + к ) 2 — ( I + 2к ) Vtraax = J - к >0.

Знак коэф ф ициента b мож ет бы ть лю бым в зависимости от значения 
к и направления нормали п.

Введя х = г / д / а  , уравнение (8) можно преобразовать к виду
X3 -  х  +  с = 0, C = - J y  (IO)

3

У равнение (8 ), согласно [11], имеет следующее приближенное ре­
шение

2о = - ( Л о Ь / а ± 4 о У Г - ) ,  ( H )

где
Io = 1,00388, Tj0 = 0,40192, ( 12)

при этом в (11) знак «плюс» следует брать при b >  0, знак «минус» —
при Ь < 0 . О тносительная погрешность реш ения (11) не превыш ает
3 ,89-10~3. Два других корня (8 ) можно найти с тем же порядком 
точности, реш ив квадратное уравнение

Z i  + Z0 Z — b/z0 = 0.
Таким  образом, согласно (7 ), (9) ,  (11), (12), одно из собственных 

значений тензора An (3) определяется ф ормулами

Vo =  Ci +  С3Х0 ,

X0 =  у  ( I  +  k ) -  ( riob/a±4 o V " " a ~  ) ,

£о = 1,00388, % = 0,40192, (13)
а = у ( 1  + к ) 2-  ( I + 2к )vt,

b = у  ( I + к ) [  ( l  + 2 k ) v t - y ( l  + k ) 2 ] -  ( I + Зк )lvl.

П риближенное значение собственного вектора ц0, соответствующего 
собственному значению  V0 (13), находится согласно [ I ]

U0 = ( а - А о ) р ,  (1 4 )

где р — произвольны й вектор такой, что (а -Х о )р Д ). П о л о ж и вр =  п , и з ( 4 )  
и (14) получим

U0 = vn + X0 [ vn + (X0 -  I ) п ]. (15)

О ценим точность выражений (13). Так как тензор А" симметричен 
и вещественен, то уравнения (5 ), (8) ,  (10) имею т три вещественных 
корня, что соответствует неприводимому слечаю, д ля  которого

с 2 = Ь2/ а 3<4/27, (16)
причем при
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с = ± 2 / ( 3  л / Т )  (17)
два корня кубического уравнения (10) совпадают. Значения вы рож ден­
ных корней равны  ± i / v T i  третьего невы рож денного— т 2/-W 3. При 
вы полнении условия (17) выражение (11) определяет приближенное 
значение им енно невырожденного корня, причем с м аксим ально воз­
м ож ной ош ибкой [11]. Таким  образом, при совпадении ф азовы х ско­
ростей двух изонорм альны х квазипоперечных волн (т. е. когда нормаль 
п  направлена вдоль акустической оси) ф орм улы  (13) определяю т ско­
рость квазипродольной волны  с м аксим альной погрешностью. М ожно 
показать, что и для других направлений нормали п вы раж ения (13) 
позволяю т найти скорость именно квазипродольной волны . Акустиче­
ские оси являю тся  наихудш ими направлениями с точки зрения точности 
ф орм ул (13).

В кубических кристаллах акустическими осями являю тся оси сим ­
метрии 4-го и 3-го порядка [ I ] .  Выбрав в первом случае вектор нормали
Ii1 = (O5Oj I ) j B o b t o p o m - H 2 = ( I /л/ 3 , 1 / л /  3 , I/л/ 3 ) ,  согласно(13) и
(15), получим

v0(1)2 = C1 + 1,00224с3 ( I + к ),

Uoa l =I i1 (18)

v0(2)2 = C! + C 3 ( 1,00224к + 1 /3 ),

u0<2)= n 2. (19)

В обоих случаях ф ормула (15) приводит к точны м реш ениям для 
вектора поляризации, хотя фазовы е скорости определяю тся приближен­
но. Т очны е реш ения для фазовы х скоростей

V a )  = C 1 + C 3 ( I  + к ) ,  (20)

V (2)  =  C1 +  C3 ( к +  1/3 ) .  (21)

И з (1 8 )— (21) находим относительны е погрешности

5  П> =  v _a ) :  vOa .*, = о  Q0 1 1 2  с2 + сз .. ( 2 2 )
V ( I )  с1 + с2 + с 3 ’

/ ч ч  V  ( 2 ) -  V  ( 2 )5 < 2 ) _ v ---------V2—  =  Q 0 0 1 1 2 ----------СЛ _ _ — . (23)
V (2)  C1 + C2 + 1 / Зс 3

М аксим альная относительная погреш ность определения фазовой 
скорости квазипродольной волны  по ф орм улам  (13) составляет

8 = шах ( S (1), 8 <2) ) .  (24)

Ч исленны е оценки для 80) (I i  = Ii1)H  8<2) (п  = п2) в случае наиболее
анизотропного натрия, меди со средней анизотропией, слабоанизотроп­
ного алю м иния сведены в таблицу (строки 5, 6 ). Такж е определена 
относительная погреш ность реш ений (13) для направления п ' = (0,36718; 
0,28175; 0,88645) (строка 7), являю щ им ся наихудш им для точности 
метода теории возмущ ений [9 ]. В первом приближении теории возму­
щений скорость квазипродольной волны  в кубических кристаллах [9, 10]

V 2 =  C1 +  C3X 1, ( 2 5 )

X1 = X0 + -̂ - ( X0P -  a ),

где
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Xo = к + Ni,

к = X0 ( 2Ni + к -  I ) + 3lvl,

<т = Ivl ( 3Ni -  I ), P = N2 -  N12, N2 = п* + п2 + п з .

Соответствующие относительны е погрешности приближенных реше­
ний (25) д ля  направления п ' также внесены в таблицу (строка 4).

№
п /п

Константы, 
IO11 см2 /с 2

Na Cu At

I cI 0,61 0,9067 1,056
2 с2 1,12 2,292 3,326
3 сз -  1,1 -  1,245 -  0,374

Формула, Относительные погрешности
направление

4 ( 2 5 ) ,  n ' OO I—‘ о I ы 9 • IO -4 0
5 (1 3 ) ,  O1 3,6 • I O - 1 6,0 • 1 0 “ 4 8,2 ■ 10 “ 4
6 (1 3 ) ,  п 2 9,2 • IO -4 9,2 • I O - 4 8,7 • I O - 4

7 (1 3 ) ,  n ' 6,9 • 10 “ 4 JO NJ О
I -U 8,4 • ! О '4

Д ля всех кубических кристаллов, приведенных в таблице, 5<2>>8<1> и, 
следовательно, 5 = 8<2). Как и следовало ожидать, погреш ность выражений
(13) для направления п ' не превыш ает м аксим альной относительной 
погреш ности 8.

П риближ енны е реш ения (13) основного уравнения кристаллоакусти- 
ки, полученные в настоящ ей работе, содержат радикалы  не выш е второй 
степени и поэтому просты. Точность этих решений сравнима с точностью 
экспериментального определения упругих констант Xlklm и практически 
не зависит от степени анизотропии рассматриваемого кубического кри­
сталла. В то же врем я точность решений, полученных с использованием 
итерационны х методов в более ранних работах Ф. И. Федорова [1 —10], 
сущ ественным образом зависит от степени анизотропии кристалла —с 
увелечением анизотропии точность решений уменьш ается. Таким  обра­
зом, ф орм улы  (13) целесообразно использовать для сильно анизотроп­
ны х кристаллов. Разработанная Ф. И. Федоровым процедура приближен­
ного реш ения уравнений [11] мож ет бы ть легко обобщ ена для нахож­
дения фазовы х скоростей и поляризаций объемны х волн в случае менее 
симметричных некубических кристаллов.
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