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УДК 577.3
Г. В. ГРУШЕВСКАЯ, Г. Г. КРЫЛОВ, А . И. ХМЕЛЬНИЦКИЙ

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Х 
УРАВНЕНИЙ С СИНГУЛЯРНЫМ ИСТОЧНИКОМ, 
ОПИСЫВАЮЩИХ МОЛЕКУЛЯРНОЕ УЗНАВАНИЕ

T he aperiodically singularly disturbed system  of ordinary differential equations describing 
the m olecular leve l im m une reaction has been analyzed. The numerical sim ulations have shown  
that there are solutions, that correspond to the primary H opf’s bifurcation and subsequent 
finite number of Feigenbaum ’s period-doubling bifurcations leading to chaotization of the 
system .

В последнее время большой интерес вызывают уравнения с сингу­
лярно возмущенными членами. Это связано с тем, что в этих системах 
возникают качественно новые решения, включающие переход от одного 
устойчивого реш ения к другому [I , 2]. Нами анализируется апериоди­
чески сингулярно возмущаемая система обычных дифференциальных 
уравнений, моделирующих иммунный отклик на молекулярном уровне. 
Функционирование иммунной системы организма характеризуется нали­
чием обратной связи [3]. Причины нелинейного поведения иммунного 
отклика на молекулярном уровне не выяснены. Целью данной работы 
является математическое моделирование иммунохимических реакций.

Предполагается, что взаимодействие «антиген — антитело» протекает 
в две стадии — молекулярное узнавание и кластеризация. На стадии 
молекулярного узнавания происходит специфическое связывание анти­
гена с антителом с образованием их комплекса. Последующее взаимо­
действие специфически связанных комплексов «антиген — антитело» 
приводит, как правило, к формированию пятизвенных замкнутых кла­
стеров. Предположим, что стадия молекулярного узнавания описывается 
следующей системой химических реакций:

Y —»X, ( I )

kOX -I-A siY ', (2)
kl

X + Y'?S2Y, (3)
k3

а стадия кластеризации — системой:

2Y ё  2Y", (4)
ks

2Y" + Y s±2Y" + Y"', (5)
k7

2Y" + Y"' + Y ё  2Y" + 2Y'", ( 6 )
kg
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kIO
2Y" + 2Y'" + Y —> 5Y"', (7)

кіі
5Y'" -> Z. ( 8 )

Здесь X — свободная РаЬ-субъединица антитела, Y '—РаЬ-субъединица, 
связанная с антигеном, у которого свободно второе место связывания; 
Y - РаЬ-субъединица антитела, связанная с антигеном, у которого второй 
центр взаимодействия также связан; Y" — антитело, соединенное с 
другим антителом по центру связывания, открывающемуся на Fc-cy6b- 
единице после специфического связывания с антигеном; Y"' — антитело, 
у которого заняты  два центра связывания на Рс-субъединице; Z  — 
специфически связанный кластер антител, А — антиген; Ic0 — ku , 
C1 — константы скоростей соответствующих химических реакций. От­
метим, что в рассматриваемой системе антиген содержится в избытке.

Реакция ( I )  описывает приток антител в реакционную среду. Она 
характеризует обратную связь в системах (1 —8). Реакция (8) описывает 
отток продукта из реакционной среды. Будем считать, что процессы, 
протекающие на стадии кластеризации, медленные по сравнению с 
процессом молекулярного узнавания. Тогда скорости изменения субстра­
тов Y", Y"', Z  приблизительно равны нулю:

Из систем ( I —8) с учетом уравнений (9, 10) и при сохранении нели­
нейности, определяемой только слагаемыми, содержащими Y2, следует, 
что скорость изменения субстрата Y описывается уравнением:

Проанализируем на устойчивость решения системы уравнений 
(1 1 — 14) в окрестности стационарного решения в линейном приближе­
нии. Стационарное решение удовлетворяет системе уравнений:

= k6Y"2Y -  k7Y"2Y'" + ( ks + ki0 Y '")Y"2Y'"Y -  k9 Y"2Y'"2 -  ku Y'"s^0,dt

4Z _  ь Y"'s~n
HF “  11 - 0-

Далее находим, что

( 9 )

=  ( kgY -  k7 ) f V  ( kgY -  k7 ) 2 + 4k6 Y ( k9 -  Ic10Y )  

2 (  Ic9 - I c10Y )
( 10)

4X = 2k2XY' -  2 ( k3 + £  ( ksY -  k7 )Y'" ) Y 2. ( И )

Тогда остальные реакции описываются уравнениями:
4* = -  k0 XA + k i Y '  -  k2XY' + k3Y 2 + C1 Y ,dt

4ХІ = 2к0Х А  -  2kxY' -  k2XY' + k3Y 2,
dt

^  = - k o X A -Hk1Y'. dt (14)

( 12)

(13)

-  ко XA + k]Y' -  k2XY' + k3Y 2 + C1Y  = 0, 

2koXA -  2kx Y' -  k2XY' + k3 Y 2 = 0 

2k2XY' -  2k3Y 2 = 0,

- k 0XA -Hk1Y' = 0

и имеет вид:
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Xst = Yft д /  -½-½- st V кок2А

Yst = ^ X stA,

где к3 определяется выражением

к3 = к 3 + j | ( k 8Y - k 7 )Y"\

Отметим, что А может принимать произвольные значения. Стационар­
ное значение Y находится из уравнения:

4̂ / I. Л/ I. \v» 'v2
ks

( k8Y - k 7 )Y"'Y2-C 1Y = O.

Вектор отклонения xP=  (AY, AY', АХ) от стационарных решений удов­
летворяет матричному уравнению:

с№
dt = KvP, (15)

где К матрица вида:
f  — k0A -  k2Yst

К  ■

V.

ki — k2Xst 
2k0A - k 2Yst -  2к2 -  k2Xst 

2k2Ys't 2k2Xst

2k3Yst + C1 

2k3Yst 
4k3Yst

Собственные значения X системы (15) удовлетворяют алгебраическому 
уравнению третьей степени, которое в случае действительных коэффи­
циентов и отрицательного дискриминанта имеет два сопряженных мни­
мых корня, а третий корень — действительное число. Следовательно, 
согласно теореме Хопфа [4] возможны автоколебания концентраций 
двух компонент иммунохимической реакции: свободных и специфически 
связанных антител. Результаты численного расчета приведены на рис. 
I. Как видно из рисунка, в нелинейной системе ( I —8) происходит 
бифуркация рождения цикла — бифуркация Хопфа.

1 1 2 , 3 0 1 1 2 , 4 0 1 1 2 ,5 0 1 1 2 , 6 0  X

Рис. I. Временная зависимость Х-компоненты (а )  и фазовый портрет V (X ) (б ) для
автоколебательного режима

В регулярной области поведения данная система численно решалась 
методом Рунге — Кутта 4-го порядка. В аномальной области поведения 
рассматриваемой системы критерий применимости конечно-разностной 
схемы Рунге—Кутта не выполняется. В этом случае стандартный подход 
к нахождению численных решений при малых 8 состоит в использовании 
асимптотических разложений по 8. Однако это часто ведет к громоздким 
вычислениям. Поэтому в работе используется конечно-разностная схема 
с переменным шагом интегрирования, которая заключается в следу­
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ющем. Хотя скорость изменения субстратов реакций иммунного отклика 
может быть бесконечно большой, в силу физичности задачи скачок их 
значений конечен. Тогда, согласно теореме Пеано [5], существует раз­
биение X шага интегрирования At такое, что интеграл по мере, зависящей 
от этих величин, сходится. В работе X выбиралось пропорциональным 
наибольшему коэффициенту Atj <  At/Л..

В численных расчетах использовались следующие значения парамет­
ров: k0 = 0,001297, Ic1 = OjOOl, к2 = 0,3, к3 = 0,0002, к6 = 25-10-4, к7 = 5 - Ю”3, 
к8—к10 = I. Численное моделирование показало, что рассматриваемая 
система имеет решения, которые соответствуют сначала бифуркации 
Хопфа, а затем последовательности конечного числа бифуркаций удво­
ения цикла Фейгенбаума с последующей хаотизацией (рис. 2). Таким 
образом, аналитически показана возможность существования периоди­
ческих решений и численно промоделирована бифуркация Хопфа для 
иммунного отклика на молекулярном уровне.
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Рис. 2. Сценарий перехода к хаосу в реакциях иммунного отклика: а — бифуркация Хопфа; 
б — демонстрация стабилизации амплитуды колебаний концентрации компоненты Y; 

е— бифуркация удвоения периода; г — хаотическое поведение
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