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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МЕЛЛИНА В АЛГЕБРЕ МНЕМОФУНКЦИИ

Algebra of m nem ofunctions with everyw here defined M ellin’s transformation is const
ructed.

В настоящей работе построена алгебра мнемофункций со всюду 
определенными сверткой и преобразованием Меллина, а также рассмот
рены теоремы типа Пэли — Винера для указанной алгебры.

I. Пусть a,beR и a < b .  Возьмем две монотонные последовательности 
действительных чисел (ап) и (Ьп) такие, что ап—*а + 0 и Ьп—>Ь -  0. Рассмот
рим пространство р ( а ,  Ь)  = и рапьп, где pan Ьп — пространство гладких

к = 1
комплекснозначных функций f, определенных на I=  (0, о о ) ,  таких, что 
SuplKan, bn ( x ) x k+1f (k) (x) l<oo,  а

х>0
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к .  Л  X)
X ", 0<х«1, 
х '* , х >  I .

На Цап, ьп вводится топология с помощью семейства полунорм 

ys.n ( f ) = max sup I кап, ьп ( х )x k+1f (k) ( x )1.
Ius x>0

Так как если а<с и d<b, то pc,dCPa,b> и на р(а, Ь) вводится топология 
индуктивного предела. Причем определение р(а,Ь) не зависит от выбора 
(ап) и (Ь„). Известно [4], что:

1) Pan, ьп — полное, векторное пространство Фреше Van, Ьп;
2) D(I )  плотно в р(а, Ь) и р(а, Ь) полно, следовательно, р '(а , b )cD '(I).
Введем новое пространство V ( a, b ) =  n  V_an,_bn; V_an, -ьп определим

к = I
как пространство гладких комплекснозначных функций <р, определенных 
на 1=(0 ,  оо ), таких, что

S U p l K _ ап, _ьп ( Х ) х кф (к) ( х ) К о о .
х>0

На V-an, -ьп вводится топология с помощью семейства полунорм 

V ,n ( ф ) = max sup I к_ап, _Ьп ( х )х кф (к) ( х )1.
Ius х>0

На V (a,b) вводим топологию проективного предела при помощи 
семейства полунорм Vs, п, где s, п>0. Определение V (a,b), очевидно, не 
зависит от выбора последовательностей (ап) и (Ь„).

Теорема I . V (a,b) — пространство Фреше, непрерывно и плотно 
вложенное в р (а, Ь).

На пространстве р '(а , Ь) можно ввести свертку меллиновского типа
[4]. Пусть f (x) ,  g (x )ep '(a , b). Сверткой меллиновского типа называется 
выражение fvg, определенное формулой ((fvg)(x) ,  ф(х))  = (Цх) ,  (g(y),  
ф(ху))) .

Свертка меллиновского типа на р '( а,Ь) согласована [4] с обычной 
сверткой меллиновского типа, которая задается формулой

(fvg) ( х )  = J f ( y ) g ( x / y ) l / y  dy, х > 0 .  
о

Теорема 2. Пусть f, g€V(a, b), тогда fvgeV(a, b), причем свертка 
меллиновского типа непрерывна на V (а, Ь).

Пусть fep '(a , b), тогда преобразование М еллина f на р.'(а, Ь) задается 
формулой M(f )  = (f( t ) ,  xs-1) = F ( s ) ,  где M(f )  — преобразование М елли
на f в р (a, b), a F (s) — аналитическая функция в открытой полосе 
a < R e s < b  [4].

Опишем образ функций, которые являю тся преобразованием Мелли-
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на функций из V (a,b). Для этого введем в рассмотрение новое простран
ство Н (а,Ь). Это множество функций, аналитических в открытой полосе 
a < R e s < b  и удовлетворяющих условию: sup I skF (1) ( s)l<oo,  где А —

ReSeA
любое компактное подмножество интервала (a,b), а к и I — любые целые 
неотрицательные числа, seC. На Н (а, Ь) введем топологию с помощью 
семейства полунорм:

hs.vA ( F ) =  max sup I Z1F (l) ( z ) I,
ks,Uv RezcA

где s. v, i, l>0 и целые, a A — любое компактное подмножество интервала 
(a, b), zeC.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть M — преобразование Меллина, тогда:
1) M :V(a,b)—>Н(а,Ь) — непрерывный оператор;
2) M '1:H (a,b)—>V(a,b) — непрерывный оператор.
Следствие I. I )  M :V (a,b)—>FI(a,b) — биекция;
2) M _1:H (a,b)—>V(a,b) — биекция и задается формулой:

f ( х ) = I / ( 2лі ) 5 F ( s ) x -Sds,
a loo ^

где f (x)  не зависит от выбора с  в пределах интервала (а,Ь).
Ранее мы установили, что V (a,b) — векторное пространство Фреше. 

К сожалению, V (a,b) не является алгеброй относительно обычного 
умножения, поэтому введем на V(a,b) другую операцию умножения: Vf, 
geV(a, b), положим

f ( x ) n g ( x )  = f  ( x ) g ( x ) x “,
где а  — фиксированное число из интервала (а,Ь).

Теорема 4. Введенная операция умножения непрерывна на V (a,b). 
Замечание. Если а < 0 < Ь ,  то а  можно взять равным 0, тогда fng = fg, 

т. е. если а < 0 < Ь ,  то V (a,b) — алгебра относительно обычной операции 
умножения!

Теорема 5. Справедливы следующие утверждения:
1) Множество Н (а, Ь) является алгеброй и умножение на Н (а, Ь) — 

непрерывная операция.
2) Дифференцирование на Н (а, Ь) — непрерывный оператор.
3) Умножение на zk, где zeC, а к>0 — целое, непрерывный оператор 

на Н(а,Ь).
4) Обычное умножение на (1пх)к, где к»0 — целое, a xel — непре

рывный оператор на V (a,b).
5) XkDk — непрерывный оператор на V(a,b).
6) (xD)k — непрерывный оператор на V (a,b).
Теперь V(a,  b) — алгебра, непрерывно и плотно вложенная в ц '(а, 

Ь). Это значит, что, используя общую теорию построения новых обо
бщенных функций [ I ] ,  ц '(а> Ь) можно вложить в некоторую алгебру 
G(V(a ,b) )  и таким образом определить (корректно) умножение для 
функций из ц (а, Ь)!

Рассмотрим подробнее возможность такого вложения.
2. Обозначим через G(H(a ,  b) )  (соотв. G(V(a,  b) )  ) множество всех 

последовательностей из Н(а,  Ь) ( соответственно V(a,  b)) .  G(H(a,  b ) )  — 
алгебра с операцией обычного покоординатного умножения. G(V(a,  b) )  
— алгебра с операцией покоординатного умножения в. Введем следу
ющие множества:

Gm ( V ( a ,  b ) )  =

= { (gk ) eG(  V ( a ,  b ) )  :Va = (s,  п)Эш, О О ,  Va ( gk )«c„km, Vk },

N ( V ( а, b ) )  = { ( gk )eG ( V ( а, b)  ):VaVm3c>0, V„ ( gk Vc ak~m, Vk }.
Аналогично вводятся множества Gm(FI(а, Ь )) и N(FI(а, Ь)).
Пусть G(V(a,  b ) ) = G M(V(a,  b) ) / N( V( a ,  b) )  и G(H(a ,  b ) ) = G M(H(a,
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) ) ) / N( H( a ,  b) ) .  Легко устанавливается [2], что G(H(a ,  b ) )  и G(R(a,  
j ) )  — алгебры и тот факт, что если F:V(a, b )—»Н(а, b )(F :V (a, b )—>V(a, 
)), F:H (a, b )—>Н(а, b ))  — непрерывный оператор, то он покоординатно 
21 поднимается до отображения F:G(V(a, b ) ) —>G(H(a, b) ) ,  (F:G (V (a, 

b ) ) —»G(V(a, b) ) ,  F:G (H (a, b ))-»G (H (a , b) ) ) .
Теперь, вспоминая теорему 3 и ее следствие, легко получаем:

Теорема 6. Если M — преобразование Меллина на G(V(a ,b) ) ,  то:
1) M :G(V(a, b ) ) —*G(H(a, b ))  -  биекция,
2) M _1:G (H (a, b ))-»G (V (a , b)<) -  биекция.
Далее, так как V (a, b )q i '(a , Ь), а в ц '(а >Ь) преобразование Меллина 

обладает многими полезными свойствами, то, используя теоремы 2, 
3, 5, получаем:

Теорема 7. Пусть f, g€G(V(a, b ))  и F, G eG (H (a, b) ) ,  где 
F = M(f ) ,  a G = M(g) ,  тогда:

1) M( ( x D ) kf (x) )  = ( -  I )kSkM (f ) ( s ), seC,
2) M( ( l nx ) kf (x) )  = ( M ( f ) ( s ) ) \
3) M (Lg) = M(f )M(g) ,
4) m - h f g ) = m - i (f )vM - i ( g ),
5) (xD)k(fvg) = ((x D )kf).g = L ( ( X D ) ^ ) j
6) M(xkDkf (x) )  = ( -  l ) k(s)kF(s) ,  где ( s)k= s(s + l) ...(s  + k -  I ) . 
Формулы l )  — 6) имеют смысл, так как отображения, определенные

в теореме 5, покоординатно поднимаются на пространство G(V(a,  b) )  
( G ( H ( a , b ) ) ) .

Рассмотрим вопрос о вложении д ( а ,  Ь) в G (V(a,  b)) .
Теорема 8. Ц'(а,Ь) выкладывается в G(V(a,  b) )  и это вложение инъ- 

ективно.
Выявим связь между преобразованием Меллина в ц '(а,Ь) и преоб

разованием Меллина функций из д ' ( а> Ь) в G(V(a,  b)) .  Для этого 
сформулируем следующую теорему:

Теорема 9. Пусть gep'(a, b) и F ( s ) = M ( g )  в |J.'(a, Ь), и пусть 
g-»(& ) +N( V( a ,  b) )  в G(V(a ,  b) )  и (Fk(s))  + N(H(a ,  b) )  = M( ( gk) + 
N(V(a,  b ) ) ) ,  тогда Fk ( s ) - ^ F ( s )  точечно для Vs таких, что Rese(a, b).

k-«x.
3. Теоремы Пэли — Винера для алгебры G(V(a,  b)) .
Для каждого целого п > 0  обозначим:

_ Z ( n ) =  { V|/eH ( C):Vk3dk>0,  IzV ( z)l*sdkexp (nlxl), z = x + iy}

_Z= и _ Z( n ) .
n>0

Теорема 10. Множество _Z является алгеброй.
Z является подалгеброй Н(а,  Ь) для любых a < b .  На Ъ 

будем рассматривать топологию из Н(а,  Ь). Обозначим G ( Ъ ) (соответ
ственно G ( D( I ) ) )  множество всех последовательностей из _Z_ (соответ
ственно D(I) .  Введем следующие множества:

Gm ( D ( I ) )  = G M( V (a,  b )  ) n G ( D ( I ) ) ,  Gm ( Z )  =

= Gm ( H ( a, b ) ) n G (  Z) ,

N ( D ( I ) )  = G ( D ( I ) ) n N (  V ( a ,  b ) ) ,  N (  Z )  = N ( H ( a ,  b ) ) n G (  Z) .  
Легко устанавливается следующий факт:
Теорема 11. Множество GM( D ( I ) ) (соответственно G m ( _ Z ) ) явля

ется подалгеброй BGM(V(a,  b ) ) (соответственно GM(H(a,  b ) )),  a N(D( I ) )  
(соответственно N( _ Z )  ) является идеалом в GM(D( I ) )  (соответственно
G m ( Z ) ) .

Определим алгебры мнемофункций:
G ( D ( I ) ) = Gm ( D ( I ) ) / N  ( D ( I ) ) ,  G ( Z )  = G м( Z ) / N ( Z) .  

Определим вложения:
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j„v :G ( D ( I )  )эи  = ( u k ) + N ( D ( I ) ) - >

- > ( u k ) + N (  V ( a ,  b ) )  eG ( V ( a, b )  ) ,  

j ZH:G (_Z)bu = ( u k ) + N  ( Z )-*  (u k ) + N ( H ( a, b ) ) e G ( H ( a ,  b ) ) .

Теорема 12. Отображения jDV и J ZH инъективны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть u, veG (D (I)) и jDV(u ) = j Dv ( v )- Это 

означает, что (uk- v k)eN(V(a,  bj ) .  Ho поскольку

u, v e G ( D ( I ) ) ,  то ( u k - v k )eG ( D ( I ) ) .

Таким образом,
( u k - v k )eN ( V ( a, b )  )nG ( D ( I ) ) = N ( D ( I ) ),

но тогда u = v. Точно так же доказывается, что j ZH — инъекция. В связи с
этим G( D( I ) ) cG( V( a ,  b) )  и G ( _ Z ) c G ( H ( a ,  b ) ) .

Как уже было сказано, G( D( I ) ) cG(V(a ,  b) ) ,  значит, можно опреде
лить сужение преобразования Меллина на G(D(I ) ) .

Теорема 13. Преобразование Меллина отображает биективно G(D( I ) )  
на G ( Z ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме Пэли — Винера [3,4], 
преобразование М: D ( I )—»_Z ( R )  биективно. Поэтому биективно отобра
жение М: G ( D ( I ) ) 3 ( u k )—»( Muk ) eG ( Z ). Из непрерывности М: V ( а, 
Ь )—>Н(а, Ь) немедленно вытекает биективность следующих отображений:

М: GM( D ( I ) ) —>GM( Z) ,  М: N ( D ( I ) )  —>N ( Z ).

Отсюда следует, что биективно M :G( D ( I ) ) —»G(_Z).
Эта теорема является расширением теоремы Пэли — Винера на 

алгебру мнемофункций G(V(a,b)) .
Пусть E' (R)  — пространство распределений с компактным носите

лем. М ы имеем естественные вложения [4]: E '(R )cp '(a , b )cG (V (a, b)).
Если ueE '(R )cG (V (a , b) ) ,  то обозначим МЕи преобразование Меллина 

от и в E' (R) .
Теорема 14. Пусть ueE (R )cG (V (a, b)) .  Тогда M ueG (H (a, b)).  Причем 

(p u )k—>МЕи для любых s из полосы a < R e s < b .
Эта теорема является аналогом теоремы Пэли — Винера — Шварца 

для алгебры мненофункций G(V(a,b)) .
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