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УДК 517.956

В.И. КОРЗЮК

МЕТОД ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ И 
ОПЕРАТОРОВ ОСРЕДНЕНИЯ

At the beginning of the article it is giving a short description of the development of Solvability Theory of 
Boundry Problems for Partial Linear Differential Equations with using of functional methods. After this general 
results on the base of energetic inequalities are stated. At the second part of the article it is proven the existence 
and uniqueness of a strong solution of boundary problems for hyperbolic about given vector field differential 
equation of the 2-nd order using method of energetic inequalities and averaging operators with variable step. 
Energetic inequality is derived using Silvester criteria for quadric forms.

1. П роблем а постановки и разреш им ости  зад ач  д л я  ди ф ф ерен ц и альн ы х  
уравнений с частны ми производны м и д авн о  за н и м а л а  умы многих м атем ати­
ков. В 30-х гг. Ж .А дам аром  бы ло вв ед ен о  понятие корректной задачи  [1, 101, 
102]. О ты скание корректно поставленны х за д а ч  и до к азател ьство  разреш им о­
сти, единственности  реш ений и непреры вной зависим ости их от данны х задач  
наряду  с численны м  реш ением  я в л я е тс я  н ео тъ ем лем о й  частью  м одели рова­
ния различного рода  проблем  естествознания.

Изучение задачи  Коши И.Г.Петровским, результаты  которого бы ли опубли­
кованы в 1937 г. [69,70], яви лось  основополагаю щ им  ф актором  создания со­
врем енной  теории д и ф ф ер е н ц и ал ь н ы х  уравнений с частны ми производными. 
Т еория разреш им ости  различного р о д а  за д а ч  д л я  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравне­
ний и их систем  с частны ми производны м и получила св о е  д ал ьн ей ш ее  разви­
тие. Многие результаты  в теории разреш им ости  линейны х граничных зад ач  д л я  
д и ф ф ер е н ц и ал ьн ы х  уравнений с частны ми производны м и достигнуты в ре­
зультате прим енения интегральны х преобразований , в первую  очеред ь  преоб­
разован и я  Ф урье [3, 19-21 , 31, 32, 6 6 , 69, 70, 72 -74 , 77, 80 -86 , 92, 99, 104-107, 
111-113].

С пом ощ ью  этого подхода и ф редгольм овой  теории со зд ан а  стройная э л ­
липтическая теория граничных зад ач  как д л я  гладких [2, 63, 6 6 , 74, 92, 99, 107, 
110, 112, 113], так и д л я  разры вны х коэф ф и ц и ен тов  [80-85]. На основе этого 
п остроена теория разреш им ости  граничных зад ач  д л я  параболических уравне­
ний и систем  [3, 30 -32 , 67, 8 6 , 99].

И нтегральны е п реоб разован и я прим еняю тся при изучении за д а ч  д л я  других 
классов уравнений. З д е с ь  в первую  о ч ер ед ь  сл ед у ет  указать задачу  Коши д л я  
гиперболических уравнений и систем  [20, 21, 69, 70, 72, 73, 105, 106], а  также и 
простейш ие см еш анны е задачи  [73, 104, 111]. В работах  [93, 95-98] использо­
ван а  теори я  п сев д о д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  оп ераторов  при изучении смеш анных 
зад ач  в цилиндрической области  д л я  гиперболических уравнений.

П одход использования интегральны х п реобразований  и п се в д о д и ф ф е р ен ­
циальны х оп ераторов требует либо  хорош их оп ераторов, порожденных рас­
см атри ваем ы м и  задачам и , ли бо  хорош их областей , в которых задаю тся  основ­
ны е уравнения (системы), либо  других сущ ественны х ограничений.
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В раб отах  [8 , 10, 11] п р ед л агается  м етод  Ф урье д л я  неотрицательны х у р ав­
нений в сл у ч ае  цилиндрических об ластей  относительно врем енной  независи­
мой перем енной .

В теории разреш им ости  граничных зад ач  важную роль  играю т априорны е 
оценки или энергетические н еравен ства. П редположим, что рассм атр и ваем ая  
з а д а ч а  за п и сы в ается  в ви д е линейного операторного уравнения

L u  =  F,  (1.1)
где оп ератор  L  о п р ед ел е н  в бан аховом  пространстве В  и действует в гильбер­
тово  пространство  Н . Под энергетическим  неравенством  поним ается н еравен ­
ство  ви д а

I i  < C||Li/||w (1 .2)

д л я  лю бой  функции и из плотной в В  области  оп р ед ел ен и я  D (L )  оператора L  и 
некоторой константы С >  0, не зави сящ ей  от //; | | |в , | | |я  —  значения норм в про­
стран ствах  В \л Н  соответственно.

Из н ер авен ств а  (1.2) н ем ед л ен н о  сл ед у ет  единственность реш ения (если 
оно сущ ествует) в пространстве В  уравнения (1.1) или исходной линейной за ­
дачи , порож даю щ ей (1 . 1).

Д ля д о к азател ьств а  сущ ествования реш ения уравнения (1.1) д л я  лю бого 
F e H  необходим о показать сов п ад ен и е  м нож ества значений R (L ) с  И. Как п ра­
вило, равен ство  R (L) = H  не вы полняется, а  тем  б о л ее , если  область  о п р ед е­
л ен и я  D (L )  оп ер ато р а  L  п р ед ст ав л я е т  множ ество достаточно гладких функций. 
В связи  с этим д е л а е т с я  расш ирение оп ератора  L. Сущ ествую т различны е 
расш ирения [25-28]: в сл аб о й  топологии, в сильной топологии и другие. Р е а л и ­
зации  этих идей прим енительно к конкретным р ассм атри ваем ы м  зад ач ам  по­
с в я щ ен а  м ногочисленная ли тература  [9, 16, 17, 20, 21, 24 -2 8 , 36 -39 , 41 -50 , 54, 
5 7 -6 2 , 71, 90, 91, 100, 103 и др.].

2. В ведение обобщ енного реш ения путем расш ирения оп ератора в слабой  
топологии близко к и д еям  вв ед ен и я  обобщ енной производной и связан о  с им е­
нами С .Л .С оболева, К .О.Ф ридрихса, А .А.Дезина и р я д а  других м атематиков. 
З д е с ь  уравн ен и е поним ается как равен ство  ф ункционалов. Х орош ей иллю ст­
рацией  такого п одход а к эллиптическим  за д а ч а м  я в л я е тс я  глава  IV из [64]. В 
[24] кроме эллиптических за д а ч  р ассм атри ваю тся  граничные задачи  д л я  гипер­
болических и параболических уравнений, д л я  которых вводятся  обобщ енны е 
реш ен и я изучаемы х за д а ч  как расш ирения соответствую щ их ф ункционалов. 
Такой подход и сп ользовал  Л .Гординг при изучении задачи  Коши д л я  линейных 
гиперболических уравнений [20, 21]. Н еотъем лем ой  частью  этого м етода, в 
частности, при д о к а зате л ьс тв е  энергетических неравен ств  являю тся  операторы  
осреднения. В [24, 25] д л я  сохранения однородны х граничных условий исполь­
зую тся оп ераторы  осредн ен и я со сдвигом. Д ля этих ц ел ей  можно эф ф екти вн о  
и сп ользовать  оп ераторы  осредн ен и я перем енного ш ага [12-15, 51-53 , 94], 
сохраняю щ ие граничные условия как однороднны е, так и неоднородны е д л я  
д остаточн о  больш ой конфигурации о бластей , которые строятся с помощ ью  
разби ен ия  единицы  и оп ераторов  осредн ен и я С .Л .С об олева [76]. Этой идеи 
п освящ ены  и работы  [23,50], где до к азы вается  сущ ествование и ед инствен­
ность обобщ енного реш ен и я зад ач и  типа Д ирихле д л я  некоторых некпассиче- 
ских уравнений 3-го порядка. Под влиянием  работы  [24] автором  данной статьи 
рассм отрен о  обоб щ ен н ое р еш ен и е в сл аб о й  топологии путем расш ирения о п е­
ратора  д о  замкнутого см еш анной  зад ач и  гиперболического относительно з а ­
данного векторного поля уравнения второго порядка в случ ае  нецилиндриче­
ской области  [49]. В книге Ж .-Л .Л ионса и Э .М адж енеса [107] отм ечена (см. 
стр.341, пробл.13.7) актуальность изучения за д а ч  д л я  уравнений эволю ционно­
го типа в нецилиндрических областях . Н есмотря на то, что по указанной те м е  
появились  работы  сравн и тельн о  д авн о  (см., наприм ер, [22, 29, 87 -89 , 117-119] 
и др.), в п оследн и е годы эта  п р о б л ем а находится в центре внимания 
многих математиков, что п о д твер ж д ается  возросш им  количеством публикаций 
[8-11, 33 -35 , 40, 55, 56, 6 8 , 75, 108, 109, 114-116] и др. Указанные работы  отно­
сятся к случаю  двух н езависим ы х п ерем енны х или простейш их областей . Этот 
и н терес диктуется не только развитием  теории д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений 
с частны м и производны м и, но и изучением  зад ач , возникающ их при м одели ро­
вании конкретных ф изических и других ситуаций в областях , изм еняю щ ихся во 
врем ени . М етод энергетических н еравен ств  и оп ераторов  осреднения п ер е ­
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м енного ш ага п о зво л яет  (это показано в [23, 49, 50, 54] и будет показано д а л е е  
при рассм отрении  случ ая  сильного реш ения) и сслед овать  постановку и р а зр е ­
ш им ость многих граничных зад ач  д л я  гиперболических, параболических и дру­
гих уравнений, заданны х в нецилиндрических областях  достаточно общ ей 
структуры.

3. В этом  пункте рассм отрим  общ ие полож ения сильного расш ирения оп е­
ратора  рассм атри ваем ой  задачи  путем его замыкания. Затем  буд ет  доказано  
сущ ествован и е и единственность  сильного реш ения граничных зад ач  гипербо­
лического относительно заданного  векторного поля уравнения в ограниченной 
области .

П редполож им, что оп ератор  L  уравнения (1.1) допускает зам ы кание L  . Как 
известно [65,79], линейны й оп ератор  L : В -> Н  допускает зам ы кание тогда и 
только тогда, если  из соотнош ений ик->0 в В  (tik eD (L ))  и Luk-^ F  в H  сл ед у ет
F = O .

О пределение 1. Р еш ен и е операторного уравнения
L u  = F , I i e D ( I ) ,  (3.1)

н азы вается  сильны м  реш ен и ем  уравнения (1 . 1).
Теорема 1. Если сп р авед л и во  энергетическое неравенство  (1.2) д л я  о п ер а­

то р а  L  : В -> Н  и оп ератор  L  допускает зам ы кание L  , то сп равед ли во  н ер авен ­
ство

IHIs s c P iiIh  (3-2>
д л я  лю бого эл ем ен т а  и е D ( L  ), где постоянная С т а  же, что и в (1.2).

У тверж дение теорем ы  1 _является  ф актически следстви ем  н еравен ства  (1.2) 
и о п р ед ел ен и я  оп ер ато р а  L  . Н еравенство  {2.2) получается из (1.2) путем пре­
дельн ого  п ер ех о д а  д л я  лю бой функции и е D ( L  ).

С ледст вие 1. Если си льн ое реш ен и е уравнения (1.1) сущ ествует, то оно 
единственно.

Н еравенство  (1.2) я в л я е т с я  критерием непреры вности обратного оп ератора 
L-1, определенного  на м нож естве значений R(L)  оп ератора L. Н епрерывный 
оп ератор  L-' по непреры вности  можно продолж ить на м нож ество R ( L )  
(зам ы кание R(L)). В резу льтате  продолж ения получим непреры вны й оп ератор

L - ' на R ( L ) .
Теорема 2. Если д л я  о п ер ато р а  L  : В -> Н  сп равед ли во  энергетическое не­

равен ство  (1.2) и оп ератор  L  допускает зам ы кание L ,  то R ( L )  = R (L )  и

L- ' = ZCi , где ZCl —  обратны й оп ератор  по отнош ению  к оператору  L  , оп ре­
дел ен н ы й  на м нож естве значений R( L  ) оп ер ато р а  L  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании своего оп ред елен и я R (l ) cz R ( L ) . До­

кажем обратн ое вклю чение, т.е. R ( L )  czR.(l ) .

Пусть F e R ( L ) .  Тогда сущ ествует п осл ед о вател ьн о сть  {Fk }k=l , Fk е R(L), 

которая сходится к F в I I  при /с->зс. П оследовательн ость  [Fk )k=] яв л я е тс я  ф ун ­
д ам ен тал ьн о й  и Fk- L u b ukeD (L ). Из н ер авен ств а  (1.2) вытекает, что п о сл ед о ва­
тел ьн о сть  [ик Ja0L 1 я в л я е т с я  ф у н д ам ен тал ьн о й  в В. Так как В  —  банахово  про­
странство, то сущ ествует и е В  и uk->u  в В. А это означает^ что, согласно о п р ед е­
лению  сильного реш ения, u e D (L  ) и L u  = F , т.е. F e R (L  ). О тсю да и из рав ен ­

ства I d i l I  j  = Z)(L~'j сл е д у е т  L -1 = L -1 .

Следст вие 2. Д ля д о к а зате л ьс тв а  сущ ествования сильного реш ения урав­
нения (1.1) при лю бом  F e I I  достаточно до казать  энергетическое неравенство  
(1.2), зам ы каем ость  оп ер ато р а  L и плотность м нож ества значений R(L)  в про­
стран стве ZZ.

4. Т еп ер ь  рассм отрим  постановку некоторы х граничных зад ач  д л я  линейного 
относительно заданного  векторного поля гиперболического уравнения второго 
порядка, а  затем  д о к азател ьство  сущ ествования и единственности сильного 
реш ения этих задач.
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Б удем  р ассм атр и вать  функции от независимы х п ерем енны х х = ( х  х „) п-
мерного евкли д ова пространства R". П редположим, что в R'1 за д а н о  векторное 
п о л е  Л' класса C 1*, эл ем ен там и  которого являю тся единичны е векторы г|(.у) =

= (л I (а-) тЦ.т)). |л(Л')|2 = Л? (*)+•■-+Лл M = !•
Р ассм отрим  ли н ей н ое д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  с частны ми производны м и урав­

нение второго порядка гиперболического типа относительно векторного поля Л', 
которое за д а е т с я  в ви д е

H(.v,D>/ = ^ r / a (.v)D“» = / ( .v ) ,  (4.1)IaI--
э Н /

где D aU = - - — — — , а =  (а ,....a,,), Ia I=C r1 +... + а„, аа(х), /(л )  —  задан н ы е
O-V1 1 - -O X n "

функции н езависим ы х перем енны х х  в ограниченной области  О с  R".
Определение 2. У равнение (4.1) в точке .v относительно н ап равлен и я -q(.v) 

будем  назы вать  гиперболическим , если:

(/) характеристический полином  Д 5(л ',Г |( л ') )  =  ,•40 ( .v ,Ti) =  ^ ( T i ) =  ^ j i a (л~) хM=-
х Tifl(л-)...T i" " (.v) отличен  от нуля (для определенности  счи таем  Л0(.у,г|) > 5 , 5 -  
некоторое полож ительное число);

(//) полином 4 i(.y,it|(.v) +  ^(.v)) относительно т е Я 1 им еет д в а  действительны х

различных корня, где $ (* )  = (£,(*).■■•.U - v))- |$(.t)| = l ,  (л (.у) ^ ( л )) =

= Х л / ( ^ / ( а ' )  = 0 .
Z=I

У равнение (4.1) гиперболично в замы кании О с  R "  области  О, если  оно ги­

перболично в каждой точке .v е  О  относительно н ап равлен и я r|(.v) из заданного 

в О векторного п оля  Is'.
Д ля удобства у равн ен и е (4.1) будем  записы вать ещ е  и в виде

--I(X1D)I = XMaXIv +ХЯ? (-vK +ФУ1=Л4 (4Г)
/ j= I ' j /=1Э// Э2// /■ • , \где и = — , и = — —— , Oi j=Uji /,у = 1 н .

ох, > BxjSxj
О бозначим  ч е р ез  К (х )  характеристический конус (4.1) или (4.1’), соответствую ­
щий точке .у, который состоит из совокупности векторов х(л)=ц(тл(л)+с(л)), где
це[0,оо), те(0,оо) и гф (.у ,п )  > -Д Д .у /п ^ )  + Gj(2( .v ;£ ) , Gn(.y;q) = . l2( .v ;i i ,^ ) -

Il
- . I i(.г і]}.і ( лщ) ,  .40(л у г |,^ )=  г/у(.4-)/1,-(.4- )^ ( .у ) , векторы д(л) и с(л) из о п ред е-

/J = I
лен и я 2 .

Пусть K 1(X )  -  двойственны й  конус относительно К (х ), т.е. ATx (х) =

= M A') = M - V) ^ l(aO) H vK H )  =  X ^ C vKfCv) д л я  любого вектора

Ц .у )еА (.у )} .

П редположим, что граница сО  области  О явл яется  кусочно-гладкой. С по­
м ощ ью  характеристического полинома, векторов ц(л) е  К  и внеш ней норм али

Векторное поле N -  из класса C1, если функции (/=1 п) элементов его /;(х) из класса C1(Rf)
(непрерывно дифференцируемы в R 1).

58



v(.y) (хедО) разо б ь ем  8 0  на части, на которых либо зад аю тся  условия Коши, 
л и бо  услови е  Гурса, либо  другие граничные условия, либо отсутствуют усло­
вия. Д ля этого наряду  с векторным полем  S' в в ед е м  векторное п оле Vt с  помо­
щ ью  конуса K1(X).

О бозначим  ч е р ез  Vt векторное поле в R1' эл ем ен то в  7(л)=(/1(х),...,г„(х)), кото­
р о е  о п р е д е л я е тс я  следую щ им и требованиям и:

(.W1) д л я  каждой точки хе  О вектор л(х) я в л яе тс я  внутренним вектором кону­
са  K 1(X)]

(Vt2) п оле V tиз класса  О .
Пусть v(x) —  единичны й вектор внеш него по отнош ению  к области  О перпенди­
куляра к гиперповерхности 8 0  в точке хедО . О бозначим  ч е р ез  скалярное

П
п рои звед ен и е (;-(x),v(x)), т.е. /v(x) = 7}(x)vf(x).

/ =  1

П редполож им , что граница 8 0  состоит из следую щ их пяти частей:
S0= хе д О  I A 0 (x;v(x))>5, 7\.(х)>0, 6>0 }
S1= х е д О  I A 0 (x;v(x))=0( G(-v)>0  };
S ,= х е  8 0 А о (x;v(x))<-5  ̂. Ь
5з= х е  8 0 1A 0 (x;v(x))=0, 7 v(x)<0  };
S4= х е 8 0 1До (v;v(x))>5, /\.(л-)<0 }.
К уравнению  (4.1) присоединим  следую щ ие условия:

"|s:us3=0- (42)

/0m = h|s4 =ф (х), /,м = —  154 = v ( x ) ,  -V е  Sa , (4.3)

где д/др —  производная по направлению  р  из векторного поля р  класса C 1, 
которое не я в л я е т с я  касательны м  к S4.

Условие 1. О б л асть  Q такова, что сущ ествует векторное п оле Vt, удовлетво ­
р яю щ ее требован и ям  (W1) и (Vt2), д л я  которого скалярн ое прои зведен и е 7\,(х )<0 

д л я  почти всех X e S 2.
О тметим, что конус К(х) можно рассм атривать  как совокупность векторов 

С(х)=тт](х)+;(х), где
тД ,(х ;г |(х )) > - Д ( х щ Д )  + С ,'{2 (х ,Д ) (4.4)

д л я  лю бого вектора c(x)eR", ортогонального г|(х).
С войст во 1. К (х ) —  выпуклое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть С(х)=(тг|+с)(х) и Ц х )  = (тг| + f j(x ) —  произволь­

ны е точки конуса Д х ) .  С огласно (4.4),
т(х) Д, (х ; д) > - Д ,( х ;  д Д ) +  G |/2 (х ; £), (4.5)

т (х )Д ,(х ; л ) > - Д ,( х ;  д Д )  + G ‘/: (х ,д ), (4.5’)

где Д ,д )  = 0 и (Д,Г|) = 0 ,  ^ e R " .  М ножество Л /(х ) = |Д,(х) е /?"|(Д,ті) = o j я в ­

л я е т с я  векторным подпространством  пространства R". Из оп р ед ел ен и я  2 с л е ­
дует, что вы раж ение С,'|2(х,Д) явл яется  нормой относительно элем ен та  
с ( х ) v) и вы полняется н еравен ство  Кош и-Буняковского

Сп(х ,Д Д ) |< Д ,|2(х ,Д ).Д ) |2( х Д )  (4.6)

д л я  скалярного произведения

Gtl (х ,Д  Д ) = Д ,(х ; т| Д )Д , (х ; д Д ) -  Д0(х , д )Д ,(х ,Д  Д )  (4.7)

относительно эл ем ен то в  Ц е  .V /(x). То что (4.7) -  ск алярн ое  произведение
сл е д у е т  из о п р ед ел ен и я  2 гиперболичности уравнения (4.1). Таким образом , 
согласно  (4.4) и о п р ед ел ен и я  выпуклых м нож еств д л я  д о к азател ьства  свойст­
в а  1 , достаточно до к азать  неравенство
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(Ц А ')  +  ( I -  X )т(А-)) ■ A0 ( j f . Tl) > -A 0( х ;T l,Ц  + (I -  Х)Щ +  G f  (л,А5, + ( I -  Щ ) (4.8 )

д л я  лю бого ч и с л а  0 </.< 1 .
Легко проверить, что

Д,(.\\ д.Ц, + (I — А.)!) = L ^(x ;ri,q ) + ( l-X )^ ( .v ; д,^), (4.9)

Gn (л-, Ц  + (I -  Х)Щ  =  A2Gn (.y/ ^  +  2А.(і — і )Сц(х ; і і ) +  (I -  Aj2Gn (.v .f). (4.10)

О тсю да и из н еравен ств  (4.5),(4.5'), используя (4.6), сл ед у ет  и д о казы ваем о е 
н ер авен ств о  (4.8).

С ледст вие 3. Так K1(X) —  двойственны й конус по отнош ению  к конусу К (х )  и 
Цх)  —  вы пуклое множ ество, то и K1(X) п р ед став л яе т  собой такж е выпуклое 
м нож ество.

Свойст во 2. Векторное п о л е  Pl1 оп р ед ел ен н о е  относительно оп ератора 
A(X1D )1 таково, что д л я  лю бого х  е О  каждый перпендикулярны й к /(.v)e.T век­
тор  Ty(A)=(^1Cv ) , , ( . V) )  у д о в л етв о р яет  н ер а в е н ств у .T0(.v, <у) < < 0 , где |г/(л)|= I .

У тверж дение этого свойства сл ед у ет  из оп ред елен и й  м нож еств У? и K j (х) и 
требован и й  (Pfl) и (УД).

Зад ач у  (4 .1)-(4 .3) можно р ассм атри вать  как оп ераторн ое уравнение

Liz =  (A (X 1D)U1I0U1IlIz) = F  (4.11)

с об л астью  о п р ед ел е н и я  D (L )  =  j / / e  C 2(O ) | r/|s , USj = о |  оп ератора L, где

C 2( о )  —  м нож ество непреры вно д и ф ф ер ен ц и р у ем ы х  д о  второго порядка

функций в О.  Д ля д о к а зате л ьс тв а  сущ ествования и единственности  сильного 
реш ен и я зад ач и  (4 .1)-(4 .3) вв ед ем  пространства В  и Н .

О бозначим  ч е р ез  S(x) сеч ен и е области  О, п роходящ ее ч ер ез  точку х е О  и 
такое, что:

1. j ’) )>  8 > 0 д л я  почти всех точек yeS (x), где v<v) —  единичны й век­

тор норм али  к поверхности S(x) в точке jeS(.v ).
2 . ,S(.y) я в л я е т с я  кусочно-гладкой гиперповерхностью  и такой, что гладкие 

части  е е  явл яю тся  поверхностям и класса C 1.
3. Совокупность сечений  { 5 (a )} -  такова, что д в а  различны е сечения из

этого м нож ества не п ересекаю тся  ни в одной точке х  еО  , т.е. точки одного 
сечен и я  наход ятся  по одну сторону по отнош ению  к другому сечению .

Каждому сечению  S(x) поставим  в соответствие п ар ам етр  г и обозначим  S'.

С читаем , что ~0 = U 0</<| G' , д л я  разны х гф Т  (/,Г е[0 ,1]) S f DG r = 0  ( 0  —• 

пустое м нож ество), гиперповерхности S4 и S0 входят в сем ей ство  (З’(.т)) - и 

.S4 =  G111 G0 =  S 1.

О бозначим  ч е р ез  В  бан ахово  пространство, полученное замы канием  мно­
ж ества D (L )  по норм е

где Ill7 |S,j —  норма пространства квадратично суммируемых по Лебегу функ­

ций, заданных на гиперповерхности G'. Обозначим через H  гильбертово про­
странство

H  = L 2(Q )x H Iv (Sa) x  L 2(S4)1 (4.13)

где LXQ) —  пространство квадратично суммируемых по Лебегу функций в О, 
L X S4) —  то же пространство функций, заданных на G4, H lrp(S4) —  пополнение 
D(L) по норме пространства H l(G4)1 H [(S4) —  пространство Соболева квадра­
тично суммируемых по Лебегу вместе с квадратично суммируемыми обобщен­
ными производными первого порядка функций, заданных на G4.
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Условие 2. К оэф ф ициенты  а Л, х) уравнения (4.1) таковы, что aa (.v )e  C 2(Q )

д л я  |а |= 2  и аа(х) изм ерим ы  и ограничены  д л я  |а |= 1.
Т е о р е м а  3. При вы полнении условий 1 и 2 д л я  оператора зад ач и  (4.1)-(4.3) 

сп р авед л и во  энергетическое н еравенство , т.е.

IMIb ^ c I M l /
д л я  любого ueD(L), где постоянная С>0 не зависит от и, пространства B w H  
о п р ед ел ен ы  с помощ ью  (4.12)и (4.13).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждое сечен и е ,?(()</< I) об ласть  О д е л и т  на д в е  под­

области  0 '  и 0 '  . К 0 '  условим ся относить ту подобласть, д л я  которой внеш ­

няя норм аль г(.\) к гиперповерхности S1 в точках XeSt, как к части границы 3 0 ' ,
со с та в л яет  острый угол с вектором  г(х), т.е. 7 \ ( а ) > 0 .

Вы раж ение 2 A (x ,D )u —  , где —  = //,. = V  > }(х )-^ -  , проинтегрируем по О.
3 г Зг “  Эл,-

/  =  1 1

В оспользуем ся записью  оп ер ато р а  A (x ,D ) из уравнения (4.1’). Чтобы применить 
ф орм улу  О строградского, главную  часть  представим  в виде дивергенции, а 
именно:

где Ф(и) —  билинейная ф о р м а  от функции и и е е  производных первого порядка, 
т.е.

U I l

® (» )= 2 X W v /M-v* + 2Х аоГ*мм** ■
/ .A -= I  A = I

В силу ф орм улы  О строградского

2( ,1(л -,Д >/,щ )^Г )  = з(С1' ) + |ф ( 4 /л-,

Q1
H

3 (~ ! ) = S  J % [" vA v' _МЛ«- -М * Д + u* urvJ f ls-
'J=Iao'

Д ля оценки J (O r) восп ользуем ся  локальной  декартовой систем ой v, т, ц, 
Tf l > ,...,Т " ‘3>. В названной локальной  си стем е координат одну ось  направим  по 
вектору v'(.v), вторую —  по перпендикулярному к нему вектору T(A)STt0(A), где 
7t0(.v) —  двум ерн ая плоскость, со д ер ж ащ а я  векторы v-(.v) и / (а).О стальны е коор­
динаты  вы бираем  следую щ им  образом . Три гиперплоскости, проходящ ие ч е­
р ез  точку а , где одн а перпендикулярна вектору и(а), вторая —  grad и(х), тр е ­
тья  —  т (а ) ,  пересекаю тся по плоскости разм ерности  не м ен ее  3. В этом пере­
сечении вы берем  ортогональны е координатны е векторы T u ( A )  Т ' " 3 )( а ) .  Векто­
рам и V (а), т (a), a  u(a),...,T"--Vi(a) о п р е д е л я е тс я  перпендикулярны й им последний 
д о  полной систем ы  вектор д ( а ) .  В силу такого вы бора

и (.5, (а) = 0, s  = 1 ,...,//-3 .

П ереразлагая  производны е в поды нтегральном  выраж ении по новым направ­
лениям , J ( O r) можно записать  в виде
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З(б') = X j  av [(mVv/ +uS j  +“h^XVv +МЛ  + 'У н Ь  “
>.У=іэе'

-(m vV; +Mt T,- + )(hv V7- +Mt T7- +МцЦ7 )лу +

+ (mvv,- +MtT,- + н цц г )(м,г, +J/TrT+ Mll^ J v y JtZs= J[>v4 ) ( v)Mv +  (4.15)

30 '

+ (2 ;t 4 ( v , t ) - 7 v^ ( t  ) У '  + ( 2 ; м.40( у , | і ) - / У4 ( ц ) ) м ^  + 2 /тД ;, (v)/,m t +

+  2 rM Д ,  (V)MvM11 + 2(/;и Д ,  (v, t )  + /ТД ,  (v, ( i )  -  / ,  Д ,  (т, (і))мтмц ] Jx = j  Ф 0 (м ) Js ,

3 0 '

где T =  (T1..t „ ) , =  (jj-,.......p .„ ) .^  =  C e { v - T ( i }  в си стем е коорди­

нат л , , . ;■ = | / v ,/t ,/^ ,0  oj в си стем е координат v, т, р, T 1'....... т<"-3>;

A0{ ^ ) = ^ a iJ( x % ^ j . . 1 Д : , ; ) - , д , ( : ) , , (  ( л Д ) .

'J= I
Интеграл (4.15) р азо б ь ем  на сумму с учетом заданны х условий (4.2) и (4.3), а  

именно:
4 4

з ( о ' ) = | фпН * + Х  | фоМ * = Х 3" ' И  <4 1 6 >
5 '  " |=1Э О 'П 5„, " ,=0

В силу услови я  (4.2) на S 3 Mr = м,, = 0. В этом  случ ае  Ф 0(м) =  Mv-J0(v)rv. Ho д л я  

X elS13 -4o(v)=0. С л ед о ватель н о ,

S 3(Q f) =  J  Ф 0 (м>/х = 0. (4.17)
ЭО' ns.

Д ля XeS2 такж е M t  = M11 = 0 (см. (4.2)). И так как, в силу условия 1, /\ ,< 0 и д л я  
x e S ,  J o(v)<0, то  Ф0(м) > 0  д л я  X e S 2 и, сл ед о в ател ьн о ,

S 2(Qf) =  J” Ф 0(м)с/х > 0. (4.18)
3 0 ' f lS :

Значения J 0(Or) и J f(Or) похожи друг на друга тем , что отсутствуют гранич­
ны е условия на S(r) и S,. В этих интегралах поды нтегральное вы раж ение будем  
р ассм атри вать  как квадратичную  ф орм у  относительно производных м„ мг и м„. 
Д ля оценки снизу (4.14) воспользуем ся критерием С и львестра [18 (с.276-279)] 
относительно квадратичной ф о р м ы  Ф0(м), матрицу которой можно записать в 
виде

' rM y )  гЛ [ у )  >^М у]

Д 4 > Н  2/-t 4 ( v . t ) - / - v4 )( t )  /[.4 , ^ . 1 ) +  / : ^ ( ^ ) - / - , 4 ,(1 .(1) . ( 4 1 9 )

' [ Л М  / ц 4 з ( у д ) + д Л ( у ф ) - 2 / й4 ( х . ц ) - / - , 4, ((1)  

о(

2 ;тД , ( у , т ) - / , 4 ( х )  =  - - Д , ( д ) ,  (4.20)

/I

V

Так как для xeS, J o(v)=0, то для этих х

где вектор q(x)-t\(x)v(x) -  /\,(х)т(х) и представляет собой поворот вектора г(х) на 
90° в плоскости Tt0( X ) .  Аналогично,

2г11Д 1( у . р ) - г , Д 1( р )  =  - - Д )( Х ) ,  (4.21)
/;.
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r ^ ( v , T )  + rt 4 v . J i ) - » H > M  = — М Я ’і ) (4.22)

где x(.v)=;-u(.v)v(.v) -  rv (а)ц(а) и п р ед ставл яет  собой поворот на 90 вектора т(л) в 
двум ерной  плоскости, со д ерж ащ ей  векторы т(а) и д(.\). Таким образом , д л я  
лю бого x e S ,

ф"(")= - т т т [ 4 ( ? К 2 +2 +4>(хК] (Л') ■lAxI
С огласно свойству 2,

Л ( л-;?(л-)), 4 ( .v ,x ( .v ) ) < - C ,< 0 .  (4.23)

П рименяя схем у д о к азател ьств а  н еравен ства Кош и-Буняковского (см., напр., 
[78], с .4 1 ^ 2 ) ,  можно до казать  неравенство

.4 о (л у ^ (л -)Ц (л у х (л -))- .^ (л-;д(л-),х(л-))>С2 >0 . (4.24)

Д ействительно, .40(.v, ^(.v))<  - C 3 < 0 , так как с/(л) перпендикулярен г(х)

(см. свойство 2). Н етрудно видеть, что t u(.y)=0, так как ц(.\-) перпендикулярен \ (.v) 
и /(л). С л ед о вательн о , вектор у(х) перпендикулярен г(х). Л инейная комбинация 
q(,x)-XyXx), где X число, п р ед ставл яет  собой вектор, перпендикулярны й г(х). 
Тогда

0 >  - C 4 >  H0(.v, r/(.v)-X x(.v)) =  A j ( x s j ( x ) ) ~  2.4,,(.v;c/(.v),% (.v)) +  Д , ( .х /х ( л ) )

д л я  лю бого чи сла  X. А это возмож но лиш ь тогда, если  дискрим инант отрицате­
лен , т.е. вы полняется н еравен ство  (4.24).

Так как tv(a ) > 0 ,  .-ln(.v;\-(.v))=0 и в силу неравенств (4.23) и (4.24) д л я  всех Y eSl 
Ф 0(//)>0, т.е

3 , ( о ') =  |ф „ ( 4 / т > 0 .  (4.25)

30' ns,
С д е л а е м  оценки д л я  Jll(Qr)• Рассм отрим  главны е миноры м атрицы  (4.19) 

д л я  случ ая  xeS (i). Запиш ем  их в удобной д л я  и сслед ован и я  ф о р м е
(IXx)=  Tv(A) H0Cvv(A)), (4.26)

d2(x )=  -AAxiV(X)) A n(x;q(x)), (4.27)

</3(а )  = -Mv)
1 'v i i ( v )  'M4 ,(v )

0 - A 0(q) -A ) (q .x ) (  а) =

о - Л ( с х )  Д ,(х) (4.28)

= [ л  Ф  ф ) ) М х i z(-v)) -  - jO ( v; Ф ) -  х(л))}

Из ф орм ул  (4 .26)-(4 .28) видно, что, используя свойство векторов q(x) и /(л ) в 
виде неравен ств  (4.23),(4.24) и неравенство

/\.(а), A n(x;v(x))>  C 5 > 0

д л я  лю бого xeS (i),
dp(x)>C6> 0 ,p = \,2 ,3 . (4.29)

Таким образом , из н еравен ств  (4.29) следует:

3 , ,( 2 ')  =  j  Ф„{u)(is > C 7 J [и1- + и- + н- ](A-Jrfj1
S(i) S(I)

где полож ительная константа С- не зависит от и. Ho
I l

M-+Ht-+H- > Cs2 / 7 ,
i=i

или
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% ( 0 ‘ )> -C , XKlwor
7 = 1  ' v '

Оценивая сверху выражение J 4(Or), мы получим неравенство

3.(2')= +ML(S1))
S0

Используя неравенство Коши-Буняковского, легко сделать оценки

I Ф (u)(ls

(Au,и,.

0'

lAq'.

- c M rIU 1 (о ')’

<С П .4;/ , ,„ ,+  иÎ IphIL(O) + Ir Ия1 (о 1) I-

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Равенства (4.14)-(4.17) и оценки (4.18), (4.23)-(4.25), (4.30)-(4.33) в совокупно­
сти порождают неравенство

(4.34)

В левую часть (4.34) введем функцию и. Для этого проинтегрируем по 0'  выра­
жение (U2)l=Quur и проведем соответствующие преобразования и оценки. В ре­
зультате получим

j  1,2ds- C'5f  IMEzJp(S4) + IM lL(S4) + И я '(о ') }  (4-35)
S(I)

Неравенства (4.34) и (4.35) сложим. Получим новое неравенство, к которому 
можно применить неравенство Гронуолла (см. [21,41]). В результате получим 
соотношение

S ( I )

о
Г  + 2 А

/=1

d s< C Xb\LufH , (4.36)

из которого легко следует доказываемое энергетическое неравенство, если в 
левой части (4.36) перейти к верхней грани.

Л емма 1. Оператор L  задачи (4.1)-(4.3) как оператор из В  в LI допускает за­
мыкание.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ик->О в В  при к->х>, ukeD(L). Так как

M I h J 1,(s4J - c K-IIb и M L ( S 4) - c I k I * -  С>0> то o tc k W 3 сл ед у ет  /0м,- > 0 в

H Iv(Sa) и /,H ^O  в L 2(Sa) при А'-*со.

Рассмотрим скалярное произведение (Auk ,v)L для любой функции

re C T (Q ) *-
Интегрируя по частям последнее выражение, получим

(4v.£))m *,v) = Uk ^ ( O ijYj)x + 5 / ; ( н * ) л.+ «  0;/A.,i
V U j = Vi=I

(4.37)

j A ( Q )

Из предположения ||мА.||я - » 0  следует, что | / А.|| Q ->  0 и

/=1

д_
Эх~ " к  + 0OНА- О при/с-*». Поскольку множество С ”  (Q) плотно в L 1(O),

L2(O) ■

то из последних соотношений и равенства (4.37) следует и A(.x,D)uk-=>0 в L 1(O).

с ; ( о )  —  множество бесконечно дифференцируемых функций в О с компактным носителем.
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Условие 3. О бласть  О такова, что сущ ествует разбиение е е  сечениям и S(t) 

на конечное число п од об ластей  Щ Ш н й  ~ Q  )- ПРИ котором д л я  каждой от­

д е л ь н о  такой подобласти  O1-O= I,...,/0) можно вы брать векторное п оле W э л е ­
м ентов / (л ) =(/-1 ( л „(а)) из характеристического конуса К 2(х) д л я  каждой точки 
.V е Qi , уд о в л етв о р яю щ ее следую щ им  требованиям :

1. Вы полняю тся условия (Wl) - (W 2) относительно O1.

2. Д ля лю бой точки .V е  S2 п Oi rv(.v) = (r(.v),v(.v)) =  0, где v ( x ) —  единичный

вектор внеш ней относительно Qi норм али  в точке х  е  S 2 п О ,- .
3. Qi я в л яе тс я  выпуклым относительно поля W в следую щ ем  см ы сле. Поле 

W1 элем ен ты  которого в каждой точке x e R "  оп ред еляю тся  единственны м  
образом , порож дает совокупность линий {р}, к которым оно я в л яе тс я  к асател ь ­
ным. М ножество О, буд ем  назы вать  выпуклым относительно W, если  O1 с лю бой 
линией р, к которому W касательно, м ож ет п ересекаться  только по односвязно­
му множеству.

Т е о р е м а  4. При вы полнении условий 1 -3  и ,S0-USi * 0 .  S 4 U S , *  0  ( 0  —  
пустое множество) д л я  лю бого F e H  сущ ествует и единственно сильное р еш е­
ние и е В  (см. (4.12)) зад ач и  (4.1)-(4 .3) и сп р авед л и ва  оценка

IHIb ^ c H I z r  (4-38)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теорем ы  1 сл ед у ет  оценка (4.38), из следстви я  1 —  

единственность  сильного реш ения, если  оно сущ ествует.
Д ля д о к азател ьства  сущ ествования сильного реш ения, согласно сл е д с т­

вию 2, те о р ем е  3 и л е м м е  1, достаточно доказать  плотность м нож ества зн ач е­
ний R (L ) оп ератора  L  в пространстве Н . Р ассм отрим  сн ач ал а  случай оператора 
L n= (A n(XlD )J lQi) с о б л астью  о п р ед ел ен и я  D (L 0) = D (L).

Пусть эл ем ен т  Г=(г(л), v0(.v), V1(V)) е  Я  ортогонален R (L0). Это означает, что

( - V . ' ') M 2) + (yOKn10)w,(S4) +  =  0 (4-39)

д л я  лю бого iieD (L ). П олагая в (4.39), в частности, что и  равно лю бому элем енту  
из м нож ества D 0(L ) = (и е  D (L )\ l0u =  IiH =  о )  с  D (L ) , получим равенство

( Q 2(x , D ) i i , v )
L ( Q )

=  0 (4.40)

д л я  всех Iie D 0(L). В (4.40) вм есто  и возьм ем  J kH, где Jk — операторы о ср ед н е­

ния переменного шага, а  и  е  CQ (Q) с  D 0(L). Так как U e C Q (O ), то J kIie C Q (Q )
при лю бы х 5mk< T4'"' (см. обозн ачен и я и утверж дения в [51-53]). Т еперь  равенст­
во (4.40) можно представить  в виде

(A lQ kU. г)ш  =  ( J k Q lIi. г)ш  +  ( Q lJ kH - J k A0U, у)ш  =  +

д - 3 (4.41)

L ( Q ) Эл;-
j L ( Q )

где J k —  сопряж енны й оп ератор  к оператору Jk [51]. Р аспиш ем  б о л е е  подроб­
но коммутатор K =  A nJk - J kA n Итак,

I- I ■ V r  K u  = K 0U +  >  K j -

где

K 0U = I Iт =<) i , / =]

Л  v )—5— J  з

ЭCiii Э \ |/ ,

Эл ,

Э _

Zyj

Эл  ,.

03

■' S ., .  "  +

ЭЛ:

э - Л) Г,
Эл,Эл

т  к  /

д а ^ ( х )  дац ( у )
Эл,- д)'і

u ( y ) d y
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1 1 к
' m =Oi . j  = \ I

- V m (л' ) т Ы ^ -
т  Ar J  d > J

д\\І, ди
d . X j  Эл-;

CO -V -  У 
V ^ m k

("о Cv ) - "<:/ (л‘ ))
Эм

ЗУ;
dy .

Таким образом, для любой функции и е С “ (0 )  получаем равенство

u . A 0J*kv + K*0v - t  —
Ь  д х і

K i V =  0 (4.42)
L1(Q)

которое с помощью предельного перехода распространяется на любую функ­
цию UeL2(O).

Возвращаемся к равенству (4.39), где опять вместо и берем J kU, а и e Dn(L). 
Перебрасывая операторы осреднения и дифференцирования с и на г похожим 
образом, как это сделано в (4.41), получим

(  " л  Л

ы  3 iV
+ M ( u . v ; d Q )  = 0 (4.43)

4 (2 )
где M(u,v;dO) —  совокупность граничных слагаемых, которые получаются в 

результате интегрирования по частям выражения ^ + [ K u , v)L ,0 j .

Из равенств (4.42),(4.43) следует, что
M (и, v;80) = 0. (4.44)

Граничные слагаемые M(u,v;dO) можно выписать в явном виде. Варьируя 
функцией и в пределах множества Dn(L), можно показать, что (4.44) выполняет­
ся для любого UeD0(L) тогда и только тогда, если VeL-J(Q) таково, что

_Э_

3v
Отметим, что предыдущие рассуждения, начиная с (4.43), справедливы, во­

обще говоря, для нелинейных операторов осреднения, т.е. параметры 
8тк=б„л(и. г) в операторах осреднения Jk выбираются в зависимости от и и г так, 
чтобы имели смысл граничные условия.

Обозначим через О ' дополнение к O' u S (r)  области О. Величина г выбра­

на таким образом, что О ' представляет собой выпуклое множество относи­
тельно выбранного векторного поля Vi по множеству Qi (например /  =  /0, соглас­

но условию 3). Отметим, что S 0 C Q i . Введем обозначение

J k v  S 0 U S 1U S , -  -ч . A-vIs0 -  0  . К ,  v | s  у с  -  0 ,  I -  \ . . . . , п . (4.45)

(ЭО') = |л  еЭО'|/;,(л-)<о|, где v(.x) единичный вектор внешней нормали.

Аналогично 

интеграл

, (ЭОг) = |л  еЭО'|/;,(л-)>о|. Обозначим через /г(л) криволинейный

Iv W = J= J l v d s . (4.46)

где интегрирование ведется по кривой р, к которой векторное поле VI является

касательным, л и л находятся на этой кривой и л е |Э (2 '| , 

деления интеграла (4.46) и условий (4.45) следует, что

J k V
(3d')*u(s: nae'

= 0. / i
(эе')~ и(щпэо')

х е О ' .  Из опре- 

(4.47)
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-7X aO = ^ 7vW -
В р авен стве (4.42) вы б ираем  и по ф о р м у л е

Jzv(x), XeQt
м -х =

[ 0, x e Q '
П одставляя в (4.42) вы бранную  по ф о р м у л е (4.48) функцию м(х), получим

(4.48)

п

I i
'../=1 (3 '

Iv
Эл-,

Э .
Cl:: -------------- /V

у д х :дг , = 1 V I y L2IO ' I 1
Левую  часть (4.49) проинтегрируем по частям , используя ф орм улу О строград­
ского. Для этого п оды нтегральное вы раж ение п реобразуем  к следую щ ем у д и ­
вергентному виду

/  . ,  S .  3 г

X "
I J= I

э
Эл-;

э-
Э .V ; Э /

-Iv = Y -Д  V  .

'J = I
Я,, Z V ---------

Э.Т:Э/-
I V - 7 ^ 0 (1 ) - ^ 0 0 ,(4 .5°)

Э Л ;  Э Л  у
Iv ,

/ \ I Э (I /,■ Э v=
T , ( v ) = - - >  — J - I v - - I v  + У  „ „

2 ~  дг д х  - . ■ Эл,- Эл, Эл,./J = I J /J iAr = I ./ I л

Э/у Э Э
й ;; —   Zv /V

В силу условий (4.47)

O11J = I
Я :;/V---------

!/ Эл.Эг
I V Wx = 0.

Р авенство  (4.49) с учетом  (4.50) и (4.51) можно записать  так:

■ ( Щ *  = - 2£  - м
30' 6' У I ,=\ V I Jl

(4.51)

(4.52)

Рассм отрим  б о л е е  подробно левую  часть (4.52). В силу условия 3 и (4.47)

J y u( V ) ^  = O. (4.53)

(S2Us3Jnao'
В точке xeS (r) вы б ерем  локальную  декартову  систем у координат {цт2,..., х"}. В 
этой си стем е сп р авед л и во  п ред ставлен и е производной

Ho

С лед овательн о ,

Э Э Э 7 Э „
- — Zv = -Z v v , .  + — =Zvtj--K..+------Ivx  .
Эл ,- Эу  Эх - Эх "

Э Э Э Э- Z v  = — Zv;;, -I - Z v t  2 +...н Ivr „
дг Эу Эх- 1 Эх" т

3 , I’/ г*- / V = - S - J jtV +
Эл,

У п
д -Iv = - J l v

Эх" /у
Таким образом ,

J % ( v ) vds = -  J  ' (ZjJv) ,J3. ( x ;v (4 ))с/.у > C | / ; v | | j  (4.
S(I) s(f) v UJ

54)

Рассм отрим  теп ер ь  У 0(г) на (ЭО ') . З д е с ь  д л я  почти всех л в локальной д е ­

картовой си стем е координат {/-, cf-, ... , с/'} сп р авед л и во  п р ед ставлен и е произ­
водных

Э Э Э I Э „ -V= р. Э
-Iv = -Z v /;. + — тIvqj-+...+------ Ivq. = > q- — -Zv

Эху ' dq" Ъ BqЭЛ; Э/’
(4 .55)
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Согласно свойству 2 и в силу представления (4.55) и того, что / • „ > § >  0, для

«дам-»-  Se-V"
J ч у  v)rvds = - j T  J  r J x M / x .B J d s  >

к=1 ( д д ' Г )ід О 'у

П

«У I Ь'
к=2г~,\Лк=2

(эе')
S  Э<Г

/V

(4.56)

Эх-
- /V Л .^ > С ?Х  J

'=' (э5'Г
Вернемся к равенству (4.52). Левую часть его оцениваем снизу с помощью 

оценок (4.54) и (4.56), а правую часть сверху с помощью неравенства Коши- 
Буняковского. Затем, чтобы применить неравенство Гронуолла наряду с инте­
гралом Iv, введем интеграл

J f

7v(jc) =  JVjJwfc1
А'

где интегрирование проводится по тем же линиям, что и в Ir. Здесь .v е (ЭО') .

Из определения I  и I  следует, что между ними имеется связь 
Iv(x)  + I r(.v) = I  i'(.v). Из равенства (4.52) в силу (4.53),(4.54), (4.56) и после за­

мены /  на T  получим неравенство

Э
C l I k VMs(O)+с. 1 1

30 ')
дх,

- Iv

I s - а д х ' , ' I _ -  j T ( " K

(4.57)

б'
Функция p(.v) появилась в результате замены области интегрирования и

P(.v) > С  > 0.

Наряду с (4.57) рассмотрим равенство 

I
2 ( - ^ К Й Р і С ^ =  J -7а*1-( v)[7'v(.v) -  7"v(a  )]т/а  ,

О Т

(4.58)

o'

которое получается из соотношения

^ { ! ф )  = j P (X )1V(X)

путем интегрирования его по области 0 ' . Здесь также (3,(.v)>C >0  для неко­

торой константы С  . Из (4.58) очевидно следует неравенство

C4 Iv L f y r l -  J )[7v(.v) - 7v(a)]т/л.
к '  а 5'

(4.59)

Неравенства (4.57) и (4.59) складываем друг с другом. В левой части получим 
неотрицательное выражение. Для оценки правой части применяем неравенство 
Коши-Буняковского. Здесь также пользуемся и оценками [53]

I F ’I L y ) - c 5IvI L y )  (/ = о д  ")■
В результате получим
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где С6(е0) увеличивается обратно пропорционально уменьшению efl>0. Для 
первых слагаемых правой части (4.60) можно сделать такую оценку

о' I
Э

V  2

I l
Ы Ч ЭС  J

(x)dx < C7T \ІУ\
L2 t o ' -X

/=1

± - „  
Эх,

L- 30 '

где г уменьшается с уменьшением области 0 '  по линиям р, т.е. S(t) выбираем 

таким, чтобы линии р области O 1 были достаточно малой длины. Выберем тп 
так, чтобы

2С7С6(е0)т„ < I, 4Г ^ е 0е2Сб(Е°)т° < I , (4.61)

где T —  максимальная длина линий р по области Oio . Теперь для всех 0<т<то 

следует неравенство

И>) ^  2С6(е0) |  и {x)ds  + 2e0||v||L^~ ,j (4.62)

в силу (4.61) и того, что

и'(г)<|ц;.т + Wlvl
У  3 0 ' Э х

-Zi
LA эоМ

где

' ' ( O = I 7I-vIд. (s(0) + Ir Ht2(s(r)) ' *с Х Э х
C l

l 2(s (,))

К неравенству (4.62) применяем неравенство Гронуолла. В результате получим

и.<г)<2е0С Сб(Ео)т°|Н LxO')
ИЛИ

ТУі 7I vII Ir A'IL(s(z)) 4ГХ
O 1" с  О , . Переходя к пределу при /с-х» в (4.64), имеем, ||v |Lxid10

(4.63)

(4.64) 

-  0. т.е. V=O

м ( М ° ) .

Продолжая этот процесс дальше, за конечное число шагов докажем v=0 в 
верхнем выпуклом по 91 множестве Oi . Двигаясь дальше сверху вниз за ко­

нечное число шагов покажем, что v=0 почти всюду во всей области О. 
Возвращаемся опять к (4.39). Отсюда теперь имеем соотношение



для любого ueD(L). Так как I0 и /, линейно независимы и множества {10и} и {/,г/} 

плотны в H 1ov(Sa) и ^ 2 ( ^ 4 ) соответственно, если и пробегает все множество

D(L), то равенство (4.65) порождает V0=O в //J p(S4) и V1=O в T 2 (S4) .Таким 
образом, доказана плотность R(L0) в LI.

В общем случае доказать плотность R(L) в H  можно с помощью продолже­
ния по параметру (см. доказательство теоремы в [42]).
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