
+ ---------^ ---------+...+---------------------  + Rn(M f),\l x ) ,  (24)
хат  A f+ I (М  + \) (М + 2 ) (М + \) (М  + 2)...(М + п) " ^  k '

а для остатка ряда (24) при |хх < M  + п + 2 справедлива оценка

R J М,О,[LX) <  (\хх)'(М  + п + 2)-------------------  (25)
(M  + 1) (M  + 2)..,(M  + и + 1) (M  + 11+2 — P-V)

Используя (24) и (25), можно вычислять коэффициенты (9) с любой наперед 
заданной точностью по формулам (12) при /=0.

Имея набор коэффициентов для i = M ,M  + 1 M +  N0, по формулам
Щ . I

(19), (21) с учетом оценки (23) (более точные оценки могут быть получены с 
использованием неравенств леммы 2) можно с любой наперед заданной точ

ностью (обеспечиваемой выбором N0) вычислить значение ■а- - 2 . Действуя
хам.\

аналогично, определяем также +| - +-V-2 , N t < N 0 , и затем по фор-
х а м + \ . \  x a M +/Vl ,1

мулам (12) находим отношения -I ilR , / = м,М + \  M  + Ni , по которым, в
Щ .2

Cl: . I ,
свою очередь, строим , i = M - \ , М ,...,M  + N2, Ar2CiVl CyV0, ит.д. Таким

а’я/+1,2
образом вычисляем все стартовые значения (11).

Используя лемму 2, покажем, что наряду с (23) имеет место неравенство 
г „ (М  J ,\xx )>  t j  M  , j  + \,\+х). Поэтому для обеспечения требуемой точности
для всех стартовых значений (/' = 1,2,...Л') достаточно взять N0 = kN0, где N0 —

номер, при котором достигается требуемая точность для коэффициента -Пд/-2 .
■Щи. I

Так, например, при расчете коэффициентов (11) для дл-100, M - 2000 при 
в = IO- *6 значение N0 оказывается равным 13.

Представленный здесь алгоритм позволяет вычислять искомые коэффици
енты с высокой степенью точности для сколь угодно больших значений пара
метров ,U.V, т  и А- и применим также в случае систем линейных ОДУ с много
членной неоднородностью, что является важным при решении начальных за
дач для жестких систем нелинейных ОДУ и особенно для систем, в спектре 
вариационной матрицы которых одновременно присутствуют как положитель
ные, так и отрицательные собственные числа.

1.Б о б к о в  В . В .  //Вести. Белорус, ун-та. Сер.1.1995. №2. С.41.
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мат. наук. Мн., 1995.
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ОЦЕНКА КОВАРИАЦИОННОЙ ФУНКЦИИ 
СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

The estimate of covariance function of stationary stochastic process with discretic time is built. The mo
ments of this estimate are found and their asymptotic behavior is investigated.
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Рассмотрим действительный стационарный случайный процесс х(/), 

t е Z  = {0,±1 }. Предположим, что M x(t) = 0 и для рассматриваемого случай

ного процесса неизвестны ковариационная функция R {x ),xe Z  и спектральная 

плотность / (X )1X е П = [ -  я, я] ■
Пусть имеются Г  последовательных наблюдений

л - ( 0 ) , л - ( 1 ) , . . . , х ( Г - 1 )  ( 1 )

за процессом x(t),t е Z  .
Рассмотрим следующую оценку ковариационной функции

T - т -1

=   Y hAt+ AAt+ AhAtMO- (2)
Y 1hA t + xYi4A 1) ,=°
/= 0

для X = O T - I  и такую, что Л(т) = Л ( -т ) ,  где hT(t) -  окна просмотра данных,
свойства которых исследованы в работе [1 ].

В дальнейшем нам будут нужны следующие вспомогательные результаты. 
Лемма. Функция

I
Ф 7 -- / .7 4 ,, (2 ) -  Г - 1 - т ах(/.£,) Ф г - / ( 2 ) ф 7 - - ? ( 2 )  , ( 3 )

In  Y  h } [t  +  m a x (l,g ))h j(t)
/=0

где

Ф г-/(2) = Y ĥ it+ ^ ’т{!)е"' < (4)
/ = 0

Lg = 0,T - 1, х е П , является периодической с периодом 2я и

Я

\ Ф Г_, T ^ d z  = I. (5)
- Я

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойство периодичности вытекает из определения 
функции Ф r_u_g(z) . Докажем (5).

/ Ф Г-/.Г -,г(-)* = т--|-тах(/.,,) |ф г - /(2)ф г-?(2У 2 ■ (6)

In  Y j h$(t+max(l,g))hr{l)~K
I=о

Tl____ _____ ____
Найдем интеграл |ф г _/ (г)фг _1,(-)У г. Подставим вместо Фт-_/(х) и фг_ЛГ(г) их 

-я
выражения в явном виде, задаваемом (4). Тогда

j Ф г - /(2)ф г-.?(2К 7 = Х а ( ' і +1М \ )  Y j hA h + g)hA h ) \ e'z[l'~ll]Л- ■
- Я  '1 = 0  / , = 0  - к

Воспользуемся тем, что
Г 2тх, 7 = О,

* 0

для целочисленных /. Следовательно, получим, что
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К Г-1-тах(/,#)

JcpT_,(z)(pT_g(z\/z = 2п h]-[t + mdi\{l,g))h2T( t ) . (7)
-Tt I=O

Подставляя правую часть (7) в правую часть (6), получим требуемое.
Теорема. Для оценки ковариационной функции R(т) ,задаваемой (2),

А/Л(х) = Л(т), T = O T - I ,

Г-1-тах(/,£)
In  ^ h r { t  + ma\(l ,g))hj-(t)

cov{R(/).«(s)} = —  ^

X  ^т{і\ + f)hT(t\) Z h T(t2+g)hT(h)n
I 1=  0 ( , = 0

X [*(*) + Я (*) + & ( * ) ] * •

In  £ h2T(l + l)h2T(t)D*(7) =  T  J Фг-/(ф(~") + g\ (-7) + £2(-7) ]*  •
/=0

П

где Ag = O T - I ,  g/z J = JJ( /4-v,,z - Jfl ,X3Je^'1 +gx̂ dx lCix3 ,
n2

gi (-7) = J f ( x ) f ( z  -  a:)e,x '̂~^dx , g2(z) = J f ( x ) f ( z  -  x)e''^l+!'^ ''l!dx , 
n П

Ф г_/ Г_?(г) задается равенством (3), Ф т_,( і)  = Ф тч  г _,(т),

/,(.VpA2lX3) - семиинвариантная спектральная плотность четвертого порядка.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся свойствами математического ожида

ния и определением ковариационной функции.

m K x) = т т ч — - Х Л ( г + x)/!r ( 0 M -v( ' + xM O = я (т) ■
X  /'/■('+ т )/'г(0  ,=0
(=0

Найдем cov|/?(/)T(g)|, Ag = O T - I -  Используя определение ковариации и 

подставляя вместо R(x) ее выражение в явном виде, получим

Co v J jR (Z )1 % ) }  = M R{l)R(g)~ M R(l)M R(g ) =

7ЧЧ 7TT1
г-/-і г-н

/|=0 /,=0
S  Х Лг('і + W iK f e +ЯІАгЫ х

X  A7Jfl +/K h) X v h  +К'гЫ
/| —О I2=O

х [ м [ х ( т ,  + l)x (ti )x (t2+ g )x (t2)\ - M [x (t i + / ) х ( г , ) ] л / [ л ( / 2 + g ) x ( / 2 ) ] ] .
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Используя определения смешанных моментов ZP1(Pz2lZ3lZ4) и семиинвари

антов C4 ( Z l j Z2 l Z3 l Z4 )  четвертого порядка, а также связывающие их соотношения 

(см. [2 ]), получим, что для стационарного процесса x(t), t е Z  , 

м[л-(/, + /)х(/, )x(t2 + g)x(t2)] -  M[.v(z, + /)x(z,)]m[x(z2 + g).v(z2)] =

=  C4 ( z ,  +  I -  Z2 , Z 1 -  Z2 , g )  +  Д ( z ,  +  / -  Z2 -  £ ) Д (z ,  -  Z2 )  +  * ( z ,  +  / -  Z2) / ? ( z ,  - Z 2 -  g ) .

Таким образом, covj^(/),i?(g)J = /I, + A2 + A3, где 

j r-z-i г - н
4 = jt\- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - X  Х лг('I + M X f e + ? K k )x

Х ^ + Ы О Х М ^ + я К Ы ^  '!=0 
/|=0 /2=0

x c 4 ( z ,  + / - Z 21 Z1 - z 2> g ) ,

4  = 717т - - - ТРн  X  X  Лг(?і+/)лг('і )Лг( W )Лг('2) х
X  /?7-('і+0М'і) Х М ' ^ К Ы ,|=0 ,2=0 
/, =0 <2=0

x f l ( z , + / - z 2 - g ) / ? ( z ,  - Z 2 ) ,

I Г - Z - l  T - g - \

Аз =  FTPi-----  X  X /гг ('і+/)лг (?іУ'тih + s M i) X
X  лг('і+/)/гг('і) Х М 'г + ^ М 'г )  ',=° '2=0 
/,=0 /2=0

x / ? ( z ,  + / - z 2 ) / ? ( z ,  - Z 2 -g).
Рассмотрим A1. Вместо семиинварианта четвертого порядка подставим его 

выражение через семиинвариантную спектральную плотность четвертого по
рядка

'X aZtJ
р С р р Р з )  = | Д / 4( * 1. * 2.*з )е у-' ClxiCix2Clx2 , (8)

п3
получим

4  =  — ---------------------- р р т ---------------------------- | Я ф г - / ( л'| + хг) Ф г-Дт +.V2) X

X  hT Oi + 0 h T  Oi) X  hT if г + s );V  (Ь) п '
/,=0 I2 =O

X / t (-V1, +2, V 3К (/Л| +SXi]ClxiCix2Clx2 ,

где функции фг _/(г) заданы соотношением (4).
Сделаем замену переменных интегрирования .Yi = .Y1 ,X1+.v2 = z,.v3 = .Y3 и,
используя обозначение g (z ), запишем, что

Г - 1-maxf /.it)

In X  hj(t + тах(/, gfjhj(t)
лі = T PT  “  FTTi | ф г-лг-? (; Ж - К ‘ >

X  M1I+lM i) Х л г (/2+^)Лг (/2) п
J1=O /,=0

где 0 r _/fT_g(:) задана выражением (3).
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Рассмотрим A1. Используя соотношение

R{x) = \ f { x ) e hxdx. (9)

t e Z ,  получим

I
\ \ А х)А у)^т- {  х +у)(Рт-х{х+У)е ĝ cbafy.А ----------------

2 T - I-1 T -g - \

Z  М г I +/К Ы  Z M f2 + « M O  "r̂
f, =0 I2-O

Сделаем замену переменных интегрирования х = х .х  + у = z и, используя обо
значение g, ( г ) , запишем, что

7 '- l - m a x ( / , g )

2л Z ^ +m axM K O )
A-, (=0

T - I - 1 T - g - 1Z ̂!т(гі+0V(fi) Z ̂1T (h +g)V(f2)
(,=0 (, = 0

где Ф г _, T- g(z) задана выражением (3).

Рассмотрим /I3. Используя соотношение (9), получим

4> =  W r ---------\ \A A A M r - i { x + ^№T-g{x + ^ 3d'4ygdx^>-
Х М *  +/')/)7-(f|) Z v ( f2 + # )^ (½ )  02
I1=O Z2=O

Сделаем замену переменных интегрирования х  = х ,х  + у  = z и, используя обо
значение g2(z ) , запишем, что

T - l - m a x ( l , g )

2п Z 4  + 1ШХ(7' * Ж  (О
J -  ______ _________
3 Г-/-І Г -*-|Z ̂7'(f, +/)/!7-(Г|) Z Hj (i2 + g)Ijt(I2)

(,=0 г2=0

где Ф г _./T _?(z) задана выражением (3). Таким образом, получаем выражение 

для ковариации оценки ковариационной функции Я(т). Выражение для дис
персии нетрудно получить из выражения для ковариации, полагая g = I . Тео
рема доказана.

Теорема. Если .U{x \-x i ’ X^), X1,е  П ,і = 1,2,3 и / ( х )  непрерывны,

JIJ | /4 (X,, X2, X3 )|rfx, (Jx1 C ix3  <00 , \ f 2(x)dx  <оо, то Iim covj/?(/), R(g)} = 0 , т.е. 
п3 п

оценка R (t) является состоятельной оценкой для Н (т).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим выражение для ковариации. Найдем 
Iim J ФT_l T_g(z)g(z)dz. Из определения функции g(z) в предположении, что

Z i(x |,x2,x 3) непрерывна, #(z) будет непрерывна. Докажем, что 

Um | ф г _/7._г (г)^(г)(/г = #(0). Используя свойство Ф T_LT..g(z), из леммы за-
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пишем ^ b r _l T_g(z)g(z)dz- = J d^4 r _g(z)^z)dz -  J Oy47, g(z)^0)dz <
П П П

< ||ф г  ; r  g(z)J|g(z)-g(0)|(/z. Так как g(z) непрерывная функция при z = 0, то
п

для Ve > 0 35 > О, что для |z| < 5 будет |g(z) -  g(o)| < е . Представим интеграл в 
следующем виде:

J  | Ф г - і . г - , ( ф ( г )  -  g{'?)\dz =  Л Ф Г - / , г - Л 2 ) | И г )  -  S H dz +
П -л
б л

J | ® r - / , r - * ( Z ) | * ( Z ) _  g {° id2+  Л Ф Г - / Т - Л 2 Ы 2 ) - S(°)\dz =  3  + В2 + В 1-
-8 5
Рассмотрим каждое из слагаемых В{ , B1, B1 по отдельности.

S 8 л
B1 = J | ® r _/r^(z)|g(z)-g(0^ 2 < е/|фT_l r _g(z)\dz< еЛФг-/,г-Л2)К-

-б -б -л

Используя неравенство Коши-Буняковского, имеем

-.2

Л ф г-/(#Рг-Л + 2- Л |ф 7--/(2Х dzIW-A1I dz ■
п V n n
Тогда

Л<рГ-/(г)|2</2 = J ipT _,(z)<pT I(z)dz = J  Y hT^ +/)M 'i)  X  V h  +i)hr{h)e'M ~h]dz =
П П П 'I=O '2=0

= 2л S V ( ^ / ) V ( 0 -
I = о

Из работы [1 ] известно, что правая часть последнего равенства эквивалентна 
выражению

I
(T -  / )2л J  Иг{х +  l}h2(x)dx . (10)

о
Видим, что

Г \ \® T- l-T-g(z)\dz -
-Л

j  /i2 (х + l)h2(x)dxj H2 (у + g)li2(y)dy
Ijj________________о________________

I

J  /г(х + таx(l,g))h2(x)dx

Значит,

/і2(х + /)/i2(x)dxj Zi2 (у + g)h2(y)dy

B1 < е-j I -  ь I
J  Zi2Jxr + тах(/, g))/i2 (x)dx

Отсюда, за счет произвольности выбора е, B2 можно сделать сколь угодно 
малым.
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Рассмотрим B3.
П

Б 3 =  Л Ф Г - /.Г -«  (z) | k ( z)  -  ■
S

Функция g(z) ограничена на П и |g(z) -  g(o)| < |g(z)| + |g(o)|.

Tl
5 ^ 2^ Ш І фг ч г - ?№ .

Л Ф г-/,T-A zI dz = - Г-,-т«(/.г)------------------------------Л ф 7 --/(ф т -,(г ) | іг  .

In  Y  h^[t + max(/,g))/i£(r)S
I = О

Так как |срт-(г)| < — , б < |z| < п , где V -  некоторая положительная постоянная
5

S i n -

(см.[1 ]), имеем, что выражение справа меньше либо равно

_______________ I_______________  K2U - S )
Г - 1 - ш < а х ( / , ^ )  2 5  ’

2л Y  {t + тах(/, g))/i£ (г) S'n 2
(= 0

которое, используя (10), стремится к нулю при T - » аз.

Таким образом, B3 — —>0 . Аналогично доказывается, что Я, — — - - > 0 .
п Tl

Значит, Iim T._g(z)g(z)dz = g(0). Аналогично Iim | ф т _lT _g(z)g\(z)dz =
-71 -71
71

= а (° )  И Jim \ Ф Т-1.Т-8( г )8 г(г ) ^Т->  CO J  -я
Значит,

Г - / - 1  r - g - l

X  Zi7- (г, + / K  W  X ! U  (к  +

Й ,  — ■ f~™ *(/.*)   cov{fl(/).fi(g )} = g(0)+g,(0)+g2(0).

2л X  (f + ітіах (/.*))*£(*)
I = O

Отсюда вытекает, что так как функции g(0), g, (0), g2 (0) являются ограничен

ными и, используя (10), Iim cov{ft(/),JR(g)} = 0 . Аналогично Iim DR(т) = 0 .
T  —>ОС '  '  T  ->  OO

Некоторые вопросы построения оценок ковариационной функции и исследо
вание их свойств можно найти в работе [3 ].

В дальнейшем предполагается провести сравнительный анализ построен
ной оценки с классической и указать ее предельное распределение.
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