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УДК 62-50

Г. П. РАЗМЫСЛОВИЧ

АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПЕРЕДАТОЧНОЙ МАТРИЦЫ 
ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

For descriptor systems with delay in state, i. e. for systems of the form A0x(t) = Ax(t) +

+Ayx{t -  h) + Bu(I), the problem of computing the transfer matrix has been solved. The final
expression is suitable for computer use.

Рассмотрим не разрешенную относительно производной систему 
управления вида:

A0Xit) = Axit) + Axxit -  h) + Buit), t > О, (I)
* о0  = M O  = ф(0, -  h < t <0, х(0) = х0}, (2)

с выходом у (J)= Cx(t), t>0, где x e R n, ueR m, y e R1; A0, A, A x, В, С — задан
ные матрицы соответствующих размерностей; h(h>0) — запаздывание; 
Фit)— кусочно-непрерывная /г-вектор функция; хо-заданный «-вектор.

Если матрица A0 является сингулярной, т. е. det A0=O, то система (I) 
называется дескрипторной или сингулярной. Системы такого типа воз
никают во многих технических областях, как, например, теория электри
ческих цепей, теория сингулярно возмущенных систем, композитных 
систем и т. д. Наиболее полная библиография по таким системам содер
жится в работе [I].

Согласно [2, 3], пара (xq(-), Buit)), состоящая из начального состояния 
(2) и неоднородности Buit), t>0, называется допустимой, если система (I),
(2) имеет хотя бы одно решение x(f), t>0. Если для каждой допустимой 
пары система (I) имеет единственное решение, то она является совмест
ной. Доказано [3], что система (I) совместна тогда и только тогда, когда 
тройка матриц (A0, A, A x) является регулярной, т. е. существует число 
>.*еС такое, что матрица П(>.*)=/.*Ло+Л+фехр(-;>,*/г) является невырож
денной.

В данной работе для совместной системы (I) предлагается алгоритм, 
особенно удобный при использовании ЭВМ, построения матрицы 
(рД)-/4-/4іехр(-р/г))_1, которая является одним из сомножителей, входя
щих в передаточную матрицу

G(p)= CipA0- A - A x&xvi~ph))~x В (3)
системы (I) —- (3). Как известно, передаточные матрицы широко приме
няются в теории автоматического регулирования [4] и являются одним из 
основных инструментов анализа системы (I) — (3) на устойчивость.

Для вычисления матрицы (J)A0- A - A ^ x p i - p h ) ) -1 поступаем сле
дующим образом. Произвольно выберем число Х*еС, но так, чтобы 
det Q(A.*)*0 (это всегда можно сделать, ибо квазиполином det Q(A.) яв
ляется ненулевым и его корни образуют множество меры нуль). Тогда

(рД)-Л -А іехр(-р/г))_1=[(р+А.*)Д)-(Я.*Д)+А+/4іехр(-Я.*А))+ 

+(ехр(-Х*/г)- ехр(-р/г)М і]_1=[(р+Х *)і0 -/+ (ехр(-Х */г)- (5)

-e x p (~ph) A1 Г 1 П_1(Х*),
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где A0 = Cl l{X*)AQ,Ay = Q  а I  — единичная ихи-матрица. Так
как матрица С1(Х*) является постоянной, то с точки зрения вычислений 
нахождение матрицы Q-1(X*) не представляет проблем. Для вычисления 
же матрицы

[ 0 + X*) A0 —I+ (exp(—X*h)—exp(—ph))  A 1 ]-1 (6)

воспользуемся методом Фадеева [5]. Введем обозначения: 

р=р+Х*, r\=exp(—X*h)—QXp(—ph).

Тогда, следуя [6], матрица (6) может быть записана в виде

(7)

[(р+^*) A0 —I+ (exp (—X*h)—exp(—p h ))  A 1 ] 1 = I p i 0 -Z fr i A 1 ] 1 =

= - р _ 1 [ р _ 1 / - ( Д ) + P - 1 T i i 1 ) ] - 1 =  ( 8 )

n - l n - t

вп_ г + Z Z  V " " ''V ' 1
  ;=о J=I____________

л - 1 л + 1 - а  ’

1 + 1
а = 0  P=I

где «х «-матрицы Bn- 1, Bij и числа вычисляются рекуррентным обра
зом по матрицам A0, A1:

| ап-1д -  -Sp(io-Brt-i)> 

lan-i,2 -  _Sp(A1Bn_1),

I
ап = "  (^ТТ)

Bn-  v=I, 
\ в п- г \  =  а л - і д 7 +  А>Вп_ь

{ ^ л - 2 , 2  =  а л - 1 ,2 ^  +  А\Вп-\>

Bi- и  = Щ\1 + A0Bn ,

Bi-1,2 = ац1  + A0Bi г + Д в ,і,

Bt-Ij -  ауI  + A0Bg + A1B1 j_y, 

Ві-іп+1-і -  а/,л+1-/7 + A1B1 „-I,

(9)

ui , n + l - i
( « - / )

-  6 ^ (4 5 , л_,),

/ = я -  2 , 1, j  = 2, и -  /,

aOi = - - S p ( ^ o i ) .

й02 = S p t i0B02 +  Д в 01),

aOn -  — ^ р (Д в 0л + АуВ0п_у),



Таким образом, на основании соотношений (5) — (9) получаем сле
дующий результат:

Д м - + 1 1 V - 1- V - 1
(рЛо-Л-АіехрС-р/ОГ1=  =   й- іяЛ'- І " ------------------ ’ (10)

i + I  I
а = 0  P=I

где Bn-I = Bn. p r \ x*), Bij = BljQ -1 (I*), 
i = 0, п -  2, j  = I, п -  /'.

Отметим, наконец, что формула (10) не зависит от выбора числа 
Х*еС.

П р и м е р .  Рассмотрим систему (I) при условии, что

А>—
1 - I
2 -2

A -
0 I
1 0

A 1=
I 0
о о ( 11)

Ясно, что дескрипторная система (I), (11) является совместной. П о
ложим Х*=0. Тогда

Q - ‘ ( А * ) =
' 0  I  ■

1CNICN I
О О _ 

J

I  - I

о Il

- I  I

и

I  0

Согласно рекуррентным формулам (9) имеем:
B1=I;

Оц— 3, <*12—0,
I -2 ' '0 0'

aOl-O. <202—2, <2оз—0; B o i -
1 - 2 .

у Я02~ I 0
'0 I ' " - 2 Г '0 0'Так как B1 =
I - I

иО?

- 2 I > ю Il

0 I

то на основании (10) окончательно получаем

(рЯ0-Я -ехр(-рЛ )Я 1)-1 =  -------------A +(BoiV+ B0 2ц)

I

I + <*цЦ + A12Tl +  aOlM-2 +  а 02МЛ + йозЛ2 

- 2  р  р  +  I

-2 р  + I р  -  ехр(-ph)2р  ехр(-ph) + р -  I

Аналогичный результат, конечно, можно получить, используя прямую 
формулу [5]:

(PA0-A -C x p b p h )A l) - '=  a i j ^  -  А -
det(рАо -  А -  exp (~ph)A{)
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