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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время кватернионы нашли широкое применение в 
различных областях теоретической механики и прикладной мате-
матики. В работе рассматривается применение кватернионов в та-
ких приложениях, как компьютерная геометрия и графика. Здесь 
кватернионы главным образом используются для моделирования 
ориентаций и вращений твердых тел. В издании представлены ма-
тематические основы кватернионов и различные представления 
поворотов твердого тела. В дальнейшем рассмотрено применение 
кватернионов в моделировании сплайновых кривых на поверхно-
стях двумерной и трехмерной сфер. Сплайновые кривые на по-
верхности трехмерной сферы имеют естественное приложение к 
моделированию ориентаций и вращений твердых тел. 

Отметим, чем отличается представленная монография от пред-
шествующих работ в этой области. В ней для моделирования 
сплайн-кривых используется подход, основанный на деформации 
орбит однопараметрических подгрупп группы поворотов. Предла-
гаемый подход является довольно общим и может использоваться 
для моделирования сплайновых кривых на произвольном много-
образии, на котором определено действие группы Ли. 

В начальных главах издания довольно подробно приведены 
математические выкладки, начиная с элементарных определений 
и заканчивая представлением и параметризацией поворотов. Это 
позволит разобраться в предлагаемом материале, не прибегая к 
другим источникам. Далее изложен предлагаемый автором под-
ход к моделированию сплайновых кривых на поверхностях дву-
мерной и трехмерной сфер. Данная работа будет полезна и инте-
ресна специалистам в области компьютерной геометрии, графики 
и робототехники. 
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В отличие от книги, которая вышла в БГУ в 2010 году, перера-
ботаны главы 7, 8 и 9 и использованы новые классы полиномов 
для сглаживания параметризованных кривых на группах Ли. Ос-
новные преимущества новых сглаживающих полиномов – пони-
жение степени сглаживающего полинома на единицу, что, естест-
венно, влечет более быстрое вычисление значений этих полино-
мов, а также свойство оптимизации интеграла энергии. 
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Глава 1 
МНОГООБРАЗИЯ  И  ГРУППЫ  ЛИ 

В данной главе вводятся основные определения, касающиеся таких аб-
страктных понятий, как многообразие, группа Ли, действие группы Ли на 
многообразие и группа преобразований. Подробно ознакомиться с этими 
понятиями можно в книгах [1–9]. В разделе 1.14 рассмотрено такое тополо-
гическое понятие, как гомотопии кривых [9–10], на котором базируется 
предложенный в главе 7 общий подход к деформации кривых на многооб-
разиях. Этот подход использует деформацию однопараметрических под-
групп группы Ли, действующей на многообразие. В главах 8 и 9 этот под-
ход используется для моделирования кривых на поверхностях сфер 2S  и 

3,S  которые являются примерами конкретных гладких многообразий. 

1.1. Многообразия 

Прежде чем переходить к определению многообразия, введем неко-
торые понятия, необходимые для этого определения. Прежде всего да-
дим определение открытого множества. Неформально можно сказать, 
что подмножество некоторого множества является открытым, если оно 
не содержит своей границы. Хотя в топологии граница множества также 
определяется формально. Например, границей круга на плоскости явля-
ется окружность. Теперь дадим неформальное определение гомеомор-
физма между множествами. Гомеоморфизмом между двумя множества-
ми называется непрерывное и взаимно однозначное отображение между 
этими множествами, обратное отображение к которому также непрерыв-
но. А теперь перейдем к определению многообразия. 

Рассмотрим произвольное множество M. Обозначим через U некото-
рое открытое подмножество множества M, а через X – открытое подмно-
жество множества .nR  Если существует гомеоморфизм 
 : ,U X   
то пара ( , )U   называется локальной картой множества M. В этом случае 
множество U также называется областью карты ( , ).U   Гомеомор-
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физм  взаимно однозначно отображает каждую точку P U  в некото-
рую точку ,Xx  т. е. 
 : .P x  
Так как отображение 
 1 : X U   
является взаимно однозначным, то отсюда следует, что каждая точка 
P U  может быть единственным образом описана посредством коорди-
нат соответствующей точки 
 1 2( , , ..., ) .nx x x X x  
Числа 1x , 2x , ..., nx  могут также рассматриваться как локальные коорди-
наты точки P относительно карты ( , ).U   В этом случае сама карта ( , )U   
также называется локальной системой координат на множестве M, а го-
меоморфизм  называется координатным отображением. 

Если существует гомеоморфизм 
 : ,nM R   

то пара ( , )nR   называется глобальной картой множества M. 
Введем следующее обозначение: 

 1 2( ) ( ( ), ( ), ..., ( )),nP P P P     
где функции 
 :i U R   
определяются по элементам следующим образом: 
 :i iP x   
для всех {1, 2, , }i n  . Функции 1 , 2 , ..., n  называются локальными 
координатными функциями или просто локальными координатами на 
множестве M относительно карты ( , ).U   Используя эти обозначения, 
координаты произвольной точки P U  относительно карты U могут 
быть определены следующим образом: 

1 2( ( ), ( ), , ( )).nP P P  x   
Карты множества обычно обозначаются ( , ),U   ( , )V   и ( , ),W   а ло-

кальные координаты, соответствующие координатным отображениям , 
 и , будут обозначаться соответственно буквами x, y и z с индексами. 

Рассмотрим некоторую коллекцию 
 ( , )i i i IA U    
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локальных карт множества M. Здесь I обозначает произвольное, возмож-
но бесконечное, множество индексов. Если объединение областей этих 
карт покрывает все множество M, т. е. 
 ,i

i I
M U


  

то коллекция A называется атласом множества M. В этом случае гово-
рят, что атлас A покрывает множество M. Атласы обычно обозначают 
буквами A, B и C. Если каждая область iU  из атласа A гомеоморфна про-
странству nR , то пара ( , )M A  называется n-мерным многообразием. Раз-
мерность многообразия M обозначается dim .M  Многообразие M, раз-
мерность которого равна n, также обозначается nM . Обычно многообра-
зия обозначаются буквами L, M и N. 

1.2. Гладкие многообразия 

Рассмотрим многообразие nM  и возьмем две произвольные карты 
( , )U   и ( , )V   этого многообразия. Если пересечение областей этих карт 
не пусто, т. е. 
 ,W U V    
то существуют два множества 
 ( ) ,nW R   ( ) ,nW R   
которые могут быть отображены друг на друга следующими взаимно об-
ратными отображениями: 
 1 : ( ) ( ),W W      1 : ( ) ( ).W W      

Отображения 1   и 1   называются отображениями перехода 
между картами ( , )U   и ( , ).V   Оба эти отображения являются гомео-
морфизмами как композиции двух гомеоморфизмов. По элементам эти 
отображения можно описать следующим образом: 
 1 : ,  x y   1 : ,  y x  
где 
 1 2( , , ..., ) ( ),nx x x W x  1 2( , , ..., ) ( ).ny y y W y  

Отсюда очевидно, что отображения 1   и 1   определяют неко-
торые действительные отображения между двумя областями пространст-
ва ,nR  которые будут обозначаться соответственно как 
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 1 1 2 2 1 2 1 2( ( , , ..., ), ( , , ..., ), ..., ( , , ..., )),n n n ny x x x y x x x y x x xy  
 1 1 2 2 1 2 1 2( ( , , ..., ), ( , , ..., ), ..., ( , , ..., ))n n n nx y y y x y y y x y y yx  
и называться координатными представлениями отображений перехода 

1   и 1   соответственно. Функции 1 2( , , ..., )i ny x x x  и 
1 2( , , ..., ),i nx y y y  где {1, 2, , }i n  , называются координатными функ-

циями отображения перехода. 
Если координатные представления отображений перехода 1   и 

1   являются гладкими, то отображения перехода 1   и 1   
также называются гладкими отображениями перехода. Напомним, что в 
математическом анализе функций действительных переменных вектор-
ная функция называется гладкой, если она имеет непрерывные частные 
производные любого порядка. Поэтому можно сказать, что действитель-
ное отображение будет гладким, если гладкими являются все его коор-
динатные функции. Предполагается, что если 
 ,U V   

то отображения 1   и 1   являются гладкими. 
Рассмотрим некоторый атлас A многообразия M. Если все отображе-

ния перехода между картами этого атласа являются гладкими, то атлас A 
называется гладким. 

Определим над гладкими атласами многообразия M отношение, кото-
рое обозначим символом . Будем считать, что два гладких атласа 1A  и 

2A  многообразия M находятся в отношении , т. е. 
 1 2,A A  
только при условии, что все отображения перехода между картами этих 
атласов являются гладкими. Очевидно, что отношение  является отно-
шением эквивалентности. Следовательно, все гладкие атласы многообра-
зия M можно разбить на классы эквивалентности, которые определяются 
следующим образом: 

[ ] { : }.A X X A   
Гладкие атласы, принадлежащие одному классу эквивалентности, назы-
ваются эквивалентными гладкими атласами. 

Возьмем два эквивалентных атласа 1A  и 2A  многообразия M. Тогда их 
объединение 
 1 2A A A   
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также является гладким атласом многообразия M по определению. Кроме 
того, атлас A эквивалентен атласам 1A  и 2.A  Следовательно, каждый 
класс эквивалентности [ ]A  определяет некоторый гладкий атлас 

max [ ]i
iA A

A A


  , 

который содержит всевозможные карты многообразия M, принадлежа-
щие классу эквивалентности [ ].A  Этот атлас maxA  называется макси-
мальным атласом многообразия M. Максимальный атлас многообра-
зия M также называется гладкой дифференциальной структурой на мно-
гообразии M. Многообразие M вместе с гладкой дифференциальной 
структурой называется гладким многообразием или C  многообразием. 
Таким образом, гладкое многообразие это пара max( , ),M A  где M – мно-
жество, а maxA  – гладкая дифференциальная структура на этом множест-
ве. Дифференциальная структура maxA  может быть однозначно опреде-
лена произвольным атласом 
 max ,A A  
так как атлас A однозначно определяет класс эквивалентных атласов. По-
этому гладкое многообразие обычно обозначается как пара ( , ),M A  где 
M – множество, а A – гладкий атлас на этом множестве. Гладкое много-
образие часто обозначается просто как M, в этом случае подразумевает-
ся, что множество M снабжено некоторым гладким атласом, который не 
существенен в рассматриваемом вопросе или ясен из контекста. Гладкие 
многообразия обычно обозначаются буквами L, M и N. 

Если подмножество гладкого многообразия само является гладким 
многообразием, то это подмножество называется гладким подмногообра-
зием данного гладкого многообразия. 

П р и м е р. Рассмотрим окружность 1,S  которая задана уравнением 

 2 2 1.x y   
Определим на этой окружности локальные карты ( , ),i iU   {1, 2, 3, 4}.i   
Эти локальные карты могут быть заданы следующим образом: 
 1

1 {( , ) : 0},U x y S y     1
2 {( , ) : 0},U x y S y    

 1
3 {( , ) : 0},U x y S x     1

4 {( , ) : 0},U x y S x    

1( , ) ,x y x   2( , ) ,x y x   3( , ) ,x y y   4( , ) .x y y   
Тогда 
 : ] 1, 1[i iU    
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для всех {1, 2, 3, 4}.i   Обратные отображения 1
i
  определяются сле-

дующим образом: 

  1 2
1( , ) ( ) , 1 ,x y x x x      1 2

2( , ) ( ) , 1 ,x y x x x     

  1 2
3( , ) ( ) 1 , ,x y y y y      1 2

4( , ) ( ) 1 , .x y y y y     

Видно, что 

 
4

1
1 ii

S U


   

и отображения i , где {1, 2, 3, 4}i , являются гомеоморфизмами. По-
этому множество карт 
 {( , )},i iA U   

где {1, 2, 3, 4},i   является атласом множества 1.S  Следовательно, ок-
ружность 1S  является многообразием. 

Покажем, что атлас A является гладким. Для этой цели найдем ото-
бражение перехода между картами 1 1( , )U   и 3 3( , ).U   В этом случае 

 1
1 3 {( , ) : 0 и 0}W U U x y S x y       

и отображения перехода 
 1

3 1 1 3: ( ) ( ),W W      1
1 3 3 1: ( ) ( )W W      

определяются как 

 21 ,y x   21x y   
соответственно. Очевидно, что эти отображения перехода являются 
гладкими. Все другие отображения перехода между картами атласа A оп-
ределяются аналогично. Следовательно, атлас A является гладким, а 
множество 1S  – это гладкое многообразие. 

1.3. Явное описание гладких многообразий 

Рассмотрим гладкое многообразие .nM  Возьмем произвольную карту 
( , )U   многообразия .nM  Тогда пара 1( ( ), )U   называется локальной 
параметризацией многообразия .nM  Здесь множество 
 ( ) nU R   

является открытым подмножеством пространства ,nR  а отображение 
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 1 : ( ) ,U U    

которое описывается по элементам следующим образом: 

 1
1 2: ( , , ..., ) ,nt t t P   

является гомеоморфизмом. Пара 1( ( ), )U   называется параметриче-
ским описанием или просто параметризацией множества U, а перемен-
ные 1 2, , , nt t t  – параметрами. 

Рассмотрим произвольную коллекцию параметризаций множества M 

 ( , ) ,i i i IA V    

где ,n
iV R  которая удовлетворяет следующим условиям. 

Условие 1. Коллекция A  покрывает все гладкое многообразие, т. е. 
 ( ).i i

i I
M V


   

Условие 2. Отображения 
 :i iV M   

для всех i I  являются гомеоморфизмами. 
Условие 3. Если 

 ,i jV V   

для некоторых ,i j I , то 1
j i    и 1

i j    являются гладкими дейст-
вительными отображениями. 

Очевидно, что в этом случае коллекция 

 1( ( ), )i i i i IA V 
  

является гладким атласом множества M. Следовательно, пара ( , )M A  яв-
ляется n-мерным гладким многообразием. В этом случае также говорят, 
что коллекция параметризаций A  представляет явное описание гладкого 
многообразия .nM  

Если существует гомеоморфизм 

 : ,n nR M   

то пара ( , )nR   называется глобальной параметризацией гладкого мно-
гообразия .nM  
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П р и м е р. Прямая линия L в евклидовом векторном пространстве 
3,R  проходящая через точки 1p  и 2,p  имеет следующее параметрическое 

представление: 
 1 2 1( ) ( ),t t  l p p p  
где .t R  Эта параметризация является глобальной, так как 
 ( )L R l  
и для любой точки Lp  определено значение параметра 

 

1
1 2 1

2 1

1
1 2 1

2 1

| | , ( ) ( ) 0,
| |

| | , ( ) ( ) 0.
| |

t

           
 

p
p p p p p p
p

p p p p p p
p p

 

1.4. Неявное описание гладких многообразий 

Прежде чем перейти к неявному описанию гладких многообразий, 
нужно вспомнить из математического анализа действительных функций 
многих переменных определение Якобиана дифференцируемого отобра-
жения. Для этого рассмотрим гладкое отображение 
 : ,n mf R R  
координатные функции которого обозначаются следующим образом: 

1 2( , , ..., )i i ny f x x x  
для всех {1, 2, ..., }.i m  Составим из частных производных координат-
ных функций отображения  f следующую матрицу: 

 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

.

n

nf

m m m

n

f f f
x x x
f f f
x x x

f f f
x x x

  
  

  
  

  
  

 
 
 
 
   
 
 
 
  

J





   



 

Эта матрица называется матрицей Якоби отображения  f. 
Теперь перейдем к неявному описанию гладких многообразий. Для 

этого рассмотрим систему уравнений 
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1 1 2

2 1 2

1 2

( , , ..., ) 0,
( , , ..., ) 0,

.................................
( , , , ) 0,

n

n

m n

f x x x
f x x x

f x x x






 (1.1) 

где вектор 1 2( , , ..., )nx x x  определяет координаты произвольной точки 
.nRx  Точки, координаты которых удовлетворяют равенствам (1.1), об-

разуют множество, которое является решением этой системы уравнений. 
Значит можно сказать, что система уравнений (1.1) неявно определяет 
некоторое множество точек. Проблема заключается в том, чтобы опреде-
лить условия, которые обеспечивают, что это множество точек является 
гладким многообразием. Следующая теорема дает ответ на этот вопрос. 

Теорема. Если векторные функции 1 2( , , , )i nf x x x  из системы урав-
нений (1.1) являются гладкими для всех {1, 2, , }i m   и гладкое ото-
бражение 

 : ,n mf R R  

которое определяется по элементам как 
1 2: ( ( ), ( ), , ( )),mf f f fx x x x   

удовлетворяет условию 
 rank ( )f mJ x  (1.2) 

для любой точки ,nRx  координаты которой удовлетворяют системе 
уравнений (1.1), то система уравнений (1.1) неявно определяет гладкое 
многообразие размерности 
 .l n m   

Доказательство этой теоремы базируется на известной теореме из мате-
матического анализа функций многих переменных о существовании в ок-
рестности каждой точки, удовлетворяющей системе уравнений (1.1) и ус-
ловию (1.2), гладкого отображения в пространство .lR  Далее показывается, 
что каждая пара, состоящая из окрестности точки и этого гладкого отобра-
жения, образует локальную карту этого множества, а коллекция всех этих 
локальных карт является гладким атласом множества точек, координаты 
которых удовлетворяют системе уравнений (1.1) и условию (1.2). 

П р и м е р. Обозначим через M множество точек в пространстве 4R , 
координаты которых удовлетворяют системе уравнений 
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2 2
1 2
2 2
3 4

1 0,

1 0.

x x

x x

   


  
 

Эта система уравнений определяет следующие две функции: 
 2 2

1 1 2 3 4 1 2( , , , ) 1,f x x x x x x    

 2 2
2 1 2 3 4 3 4( , , , ) 1.f x x x x x x    

Введем отображение 
 1 2( , ).f f f  
Матрица Якоби этого отображения имеет следующий вид: 

 

1 1 1 1

1 2 3 4 1 2

3 42 2 2 2

1 2 3 4

2 2 0 0
.

0 0 2 2f

f f f f
x x x x x x

x xf f f f
x x x x

   
   

   
   

 
          
  

J  

Очевидно, что ранг этой матрицы Якоби равен двум, т. е. 
 rank ( ) 2f J x  

для любых ,Mx  где 
 1 2 3 4( , , , ).x x x xx  
Следовательно, эта система уравнений определяет двумерное многообра-
зие в пространстве 4,R  которое называется тором. 

1.5. Группы 

Обозначим через G непустое множество, на котором определена би-
нарная операция ,  обычно называемая умножением. Пара ( , )G   называ-
ется группой, если выполняются следующие условия. 

 
Условие 1. Операция   является ассоциативной, т. е. для любых эле-

ментов , ,a b c G  выполняется условие 
 ( ) ( ).a b c a b c     

Условие 2. По отношению к бинарной операции   существует ней-
тральный элемент, т. е. существует такой элемент ,e G  что для любого 
элемента a G  выполняется условие 
 .a e e a a    
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Условие 3. Для любого элемента a G  существует симметричный 
элемент, т. е. для любого элемента a G  существует такой элемент 

,b G  что выполняется условие 
 .a b b a e    

Обычно бинарные операции различных групп обозначаются одним и 
тем же символом   и называются умножением. Сами группы обознача-
ются парами ( , ),F   ( , ),G   ( , )H   или просто буквами F, G, H, подразуме-
вая, что каждое множество снабжено операцией умножения. Группа с 
операцией умножения называется мультипликативной. Например, мно-
жество целых чисел является мультипликативной группой относительно 
операции умножения целых чисел. 

Нейтральный элемент мультипликативной группы обычно называется 
единичным элементом или просто единицей и обозначается как 1. 

Симметричный элемент коммутативной группы обычно называется 
обратным элементом. В этом случае элемент, обратный к элементу a, 
обозначается как 1.a  

Если бинарная операция   группы G является коммутативной, т. е. 
 a b b a   
для любых элементов ,a b G , то группа G называется коммутативной 
группой. Обычно бинарная операция коммутативной группы называется 
сложением и обозначается символом +. Группа с операцией сложения 
называется аддитивной или абелевой группой. Например, множество це-
лых чисел является аддитивной группой относительно операции сложе-
ния целых чисел. 

Нейтральный элемент аддитивной группы обычно называется нуле-
вым элементом или просто нулем и обозначается как 0. 

Симметричный элемент аддитивной группы обычно называется про-
тивоположным элементом. В этом случае элемент, противоположный к 
элементу a, обозначается как ( ).a  

П р и м е р. Обозначим через nM  множество квадратных действитель-
ных матриц порядка n. Рассмотрим подмножество 
 ( , ) ,nGL n R M  
которое включает все квадратные матрицы порядка n, чьи определители 
удовлетворяют условию 
 det 0A   
для ( , ).A GL R n  Очевидно, что множество ( , )GL R n  является группой 
относительно операции умножения матриц, так как единичная матрица I 
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принадлежит множеству ( , )GL R n  и является нейтральным элементом 
относительно операции умножения матриц. А для любой матрицы 

( , )A GL R n  существует обратная матрица 1 ( , ).A GL R n   Поскольку 
операция умножения матриц в общем случае не является коммутативной, 
то группа ( , )GL R n  является мультипликативной. 

1.6. Гомоморфизм групп 

Рассмотрим произвольные группы G и H. Произвольное отображение 
 : ,f G H  

которое удовлетворяет условию 
 ( ) ( ) ( )f a b f a f b   

для любых ,a b G , называется гомоморфизмом из группы G в группу H. 
Множество всех гомоморфизмов из группы G в группу H обозначается 
Hom( , ).G H  Гомоморфизмы между группами имеют следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Композиция двух гомоморфизмов является гомомор-
физмом. 

Доказательство. Рассмотрим произвольные группы F, G и H. Пусть 
отображения 
 : ,f F G   :g G H  

будут гомоморфизмами групп. Тогда для любых элементов ,a b F  вы-
полняются равенства 
 ( )( ) ( ( )) ( ( ) ( ))g f a b g f a b g f a f b       
 ( ( )) ( ( )) (( )( )) (( )( )).g f a g f b g f a g f b      

Следовательно, композиция g f  также является гомоморфизмом. 
Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Пусть отображение 

 :f G H  

является гомоморфизмом и e – нейтральный элемент группы G, тогда 
( )f e  – нейтральный элемент группы H. 
Доказательство. Рассмотрим произвольные группы G и H. Пусть 

отображение 
 :f G H  
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является гомоморфизмом. Обозначим через e нейтральный элемент 
группы G, а через e  – нейтральный элемент группы H. Подействуем го-
моморфизмом f на нейтральный элемент e. Получим 
 ( ) ( ) ( ) ( ).f e f e e f e f e    

Учитывая это равенство, нейтральный элемент e  может быть опреде-
лен следующим образом: 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),e f e f e f e f e f e e f e f e          

где 1( )f e   обозначает обратный элемент для элемента ( ).f e  Следова-
тельно, ( )f e  – нейтральный элемент группы H. 

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Пусть отображение 

 :f G H  

является гомоморфизмом и элемент b G  является симметричным эле-
менту ,a G  тогда элемент ( )f b H  является симметричным элементу 

( ) .f a H  
Доказательство. Рассмотрим произвольные группы G и H. Пусть 

отображение 
 :f G H  

является гомоморфизмом. Если e – нейтральный элемент группы G и 
b G  – элемент, симметричный элементу ,a G  то выполняются равен-
ства 
 ( ) ( ) ( ) ( ),f e f a b f a f b    ( ) ( ) ( ) ( ).f e f b a f b f a    

Сравнивая эти равенства, получим 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f a f b f b f a f e    

Следовательно, элемент ( )f b  симметричен элементу ( ),f a  так как ( )f e  – 
нейтральный элемент группы H по свойству 2. 

Свойство доказано. 
П р и м е р. Пусть R и R  обозначают соответственно множество це-

лых чисел и множество положительных целых чисел. Рассмотрим груп-
пы ( , )R   и ( , ).R   Определим отображение 

 :f R R  , 
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которое по элементам определяется следующим образом: 
 ( ) lnf x x  

для любого x R . Из этого определения следует, что 
 ( , ) ln( ) ln ln ( ) ( )f x y x y x y f x f y      . 

Следовательно, отображение f является гомоморфизмом из группы ( , )R   
в группу ( , )R  . 

1.7. Изоморфизм групп 

Рассмотрим произвольные группы G и H. Биективный гомоморфизм 
 :f G H  

называется изоморфизмом из группы G в группу H. Множество изомор-
физмов из группы G в группу H обозначается как Iso( , ).G H  Изоморфиз-
мы между группами имеют следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Тождественное отображение, заданное на группе, яв-
ляется изоморфизмом, т. е. тождественное отображение 
 :Gi G G  

является изоморфизмом для любой группы G. 
Доказательство. Очевидно, что тождественное отображение Gi  явля-

ется гомоморфизмом и биективным отображением. Следовательно, Gi  – 
изоморфизм. 

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Если отображение 

 :f G H  

является изоморфизмом из группы G в группу H, то обратное отображе-
ние 

 1 :f H G   

является изоморфизмом из группы H в группу G. 
Доказательство. Возьмем произвольные группы G и H. Рассмотрим 

изоморфизм 
 : .f G H  

По определению изоморфизм является биективным отображением. Сле-
довательно, обратное отображение 1f   также является биективным. По-
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этому нужно только доказать, что отображение 1f   является гомомор-
физмом. Для этого рассмотрим произвольные элементы c и d из группы 
H. Так как f биективное отображение, то существуют такие элементы a и 
b из группы G, что 
 ( ),c f a   ( ).d f b  

Следовательно, 
 1 1 1( ) ( ( ) ( )) ( ( ))f c d f f a f b f f a b        

 1( )( )f f a b a b      

 1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( ),f f a f f b f c f d       
так как f – гомоморфизм. Из полученных равенств следует, что отобра-
жение 1f   также гомоморфизм. В результате получили, что отображение 

1f   является гомоморфизмом и биекцией. Следовательно, отображение 
1f   – изоморфизм. 
Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Композиция двух изоморфизмов является изоморфиз-

мом. 
Доказательство. Композиция двух изоморфизмов является гомо-

морфизмом по свойству 1 гомоморфизмов. Кроме того, композиция двух 
изоморфизмов является биективным отображением как композиция двух 
биективных отображений. Следовательно, композиция двух изоморфиз-
мов – изоморфизм. 

Свойство доказано. 
Группы G и H называются изоморфными группами при условии, что 

существует изоморфизм 
 : .f G H  

Из свойств 1, 2 и 3 следует, что изоморфизм определяет отношение 
эквивалентности на группах. Две группы считаются эквивалентными при 
условии, что они изоморфны. Следовательно, все группы можно разбить 
на классы эквивалентности, каждый из которых содержит изоморфные 
группы. 

 
П р и м е р. Рассмотрим гомоморфизм 

 : ,f R R   
который был определен в примере из раздела 1.6 следующим образом: 
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 ( ) lnf x x  

для любых .x R  Очевидно, что отображение f является биективным, 
так как 

 1( ) exp( )f y y   

для любых .y R  Следовательно, отображение f является изоморфизмом 
между группами ( , )R   и ( , ).R   

1.8. Подгруппы 

Рассмотрим произвольную группу ( , ).G   Возьмем подмножество H 
множества G. Пара ( , )H   называется подгруппой группы ( , ),G   если вы-
полняются следующие условия. 

Условие 1. Если , ,a b H  то ( ) .a b H  
Условие 2. Если элемент b является симметричным элементу ,a H  

то .b H  
Из определения подгруппы следует, что единичный элемент груп-

пы G принадлежит любой подгруппе H группы G. Например, множество 
целых чисел образует подгруппу ( , )Z   группы ( , )R  . Следующая тео-
рема дает критерий для определения, является ли заданное подмножест-
во группы подгруппой. 

Теорема. Подмножество H множества G образует подгруппу ( , )H   
группы ( , )G   тогда и только тогда, когда 1( )a b H   для любых 

, .a b H  
Доказательство. Очевидно, что если пара ( , )H   является подгруп-

пой группы ( , )G  , то из условий 1 и 2 следует, что 1( )a b H   для лю-
бых элементов , .a b H  

Обратно. Пусть 1( )a b H   для любых элементов , .a b H  Тогда 

 1 .e a a H   
Следовательно, 

 1 1a e a H    
для любых .a H  Получили, что условие 2 выполняется. Кроме того, 

 1 1( )a b a b H     
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для любых , .a b H  Отсюда следует, что условие 1 также выполняется. 
В результате получили, что пара ( , )H   является подгруппой группы ( , ).G   

Теорема доказана. 
П р и м е р. Рассмотрим группу ( , )Z   – множество целых чисел с 

операцией сложения. Выделим из множества целых чисел подмножество 
четных целых чисел. По теореме это подмножество образует подгруппу 
относительно операции сложения, так как разность двух четных чисел 
является четным целым числом. 

1.9. Группы Ли 

Группа ( , )G   называется группой Ли, если множество G является 
гладким многообразием, а операции композиции элементов 
 a b ab   
и обращения элемента 
 1a a  
являются гладкими. Если множество G является n-мерным многообрази-
ем, то группа G называется n-мерной группой Ли. Группы Ли будут обо-
значаться просто как гладкие многообразия буквами F, G и H, подразуме-
вая, что для элементов этих гладких многообразий определены гладкие 
операции композиции и обращения. Элементы группы Ли будут обозна-
чаться буквами a, b и c, возможно, с индексами. Нейтральный элемент 
группы Ли будет обозначаться буквой e и называться единицей, т. е. 
 e a a e a    
для любого элемента .a G  Локальные карты группы Ли будут обозна-
чаться ( , ),U   ( , )V   и ( , ).W   Но чтобы отметить, что множество G яв-
ляется группой Ли, локальные координаты на этих локальных картах бу-
дут обозначаться соответственно как 
 1 2( ) ( , , ..., ) ,na a a a   a    1 2( ) ( , , ..., ) ,nb b b b   b  

 1 2( ) ( , , ..., ) ,nc c c c   c  
где ,a U  b V  и .c W  

П р и м е р. Рассмотрим множество действительных чисел R с опера-
цией сложения. Очевидно, что пара ( , )R   является группой Ли, так как 
множество R является гладким многообразием, а отображения сложения 
действительных чисел 
 : ( , )a b a b   
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и взятие противоположного действительного числа 
 : a a   

являются гладкими. 
 
Рассмотрим композицию 

 c ba  

произвольных элементов a и b группы Ли .nG  Пусть ( , ),U   ( , )V   и 
( , )W   – произвольные локальные карты группы Ли ,nG  которые покры-
вают соответственно точки a, b и c. Поскольку операция композиции яв-
ляется гладкой, то существуют гладкие функции 

 ( , )i ic f a b  (1.3) 

для {1, 2, ..., },i n  которые описывают операцию композиции элементов 
относительно этих карт. Функции if  называются координатными пред-
ставлениями функции композиции или произведения элементов группы 
Ли .nG  

Рассмотрим произвольную локальную карту ( , ),U   которая покрывает 
единичный элемент e группы Ли .nG  Выберем такие две точки a и b из 
множества U, что их произведение 

c ba  
также принадлежит множеству U. Это всегда можно сделать, так как 
точки a и b могут быть выбраны бесконечно близко к единичной точке e. 
Тогда из равенства (1.3) следует, что координатные представления функ-
ции композиции элементов удовлетворяют следующим условиям: 

 ( , ) ,i if aa e   ( , )i if be b  (1.4) 

для {1, 2, , }i n   и любых , ,a b U  где e обозначает координатное 
представление единичного элемента e относительно локальной карты 
( , ).U   Дифференцирование равенств (1.4) показывает, что координатные 
представления функции композиции группы Ли nG  удовлетворяют сле-
дующим условиям: 

 ( , ) ( , )i i
i
jj j

f f
a b

 


 
 a e e b  

для {1, 2, ..., }.i n  
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1.10. Однопараметрические подгруппы группы Ли 

Рассмотрим произвольную группу Ли G. Если подмножество H G  
одновременно является подгруппой и подмногообразием группы Ли G, 
то подмножество H называется подгруппой группы Ли G. 

Покажем, что в каждой группе Ли G существует такая окрестность 
единицы e, которая является подгруппой группы Ли G. Для этой цели 
введем следующие обозначения. Пусть eG  обозначает такое множество 
точек из множества G, которые могут быть соединены непрерывными 
путями с точкой e. Такое множество eG  называется связной компонентой 
единицы. Очевидно, что множество eG  является гладким подмногообра-
зием гладкого многообразия G, так как если коллекция 
 ( )i i IA A   

является гладким атласом множества G, то коллекция 
 ( )e i e i IA A G    

есть гладкий атлас множества .eG  Покажем, что множество eG  является 
подгруппой группы G. 

Теорема. Связная компонента единицы eG  является подгруппой груп-
пы G. 

Доказательство. Возьмем два произвольных элемента a и b из мно-
жества .eG  Из определения множества eG  следует, что существуют не-
прерывные пути ( )u  и ( ),u  где [0,1],u   которые связывают единицу e 
с точками a и b соответственно, т. е. 
 (0) ,e   (1) ,a   (0) ,e   (1) .b   

Рассмотрим путь 
 ( ) ( ) ( ),u u u    

где [0,1].u   Очевидно, что 

 (0) (0) (0) .e     

Предположим, что 
 (1) (1) (1) .ab c      

Так как операции композиции элементов непрерывны в группе Ли, то 
путь ( )u  также непрерывен как композиция двух непрерывных путей. 
Следовательно, элемент c также принадлежит множеству .eG  
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Теперь покажем, что существует непрерывный путь между элемента-
ми e и 1a  для любого элемента .ea G  Для этой цели определим путь 

 1 1( ) (1 ),u a u     

где [0,1]u  . Очевидно, что 

 1(0) ,a a e     1 1(1) .a e a     

Кроме того, путь 1( )u  непрерывен как композиция константы 1a  и 
непрерывного пути ( ).u  Следовательно, элемент 1a  также принадле-
жит множеству .eG  

В результате получили, что множество eG  является подгруппой груп-
пы G, так как элементы a и b были выбраны произвольно. 

Теорема доказана. 
Рассмотрим произвольную группу Ли G. Если параметризованная 

гладкая кривая 
 : R G   
удовлетворяет условию 
 1 2 2 1( ) ( ) ( )t t t t     

для любых 1 2, ,t t R  то она называется однопараметрической подгруп-
пой группы Ли G. Из этого условия следует, что 
 (0) ,e   

так как 
 ( ) (0) ( ) ( ) (0)t t t       

для любого значения .t R  

1.11. Действие группы на многообразие 

Рассмотрим гладкое многообразие M и группу Ли G. Гладкое отобра-
жение 
 :f G M M   
называется левым действием или просто действием группы Ли G на 
гладкое многообразие M, если оно удовлетворяет следующим двум усло-
виям: 
 ( , ) ( , ( , ))f ba p f b f a p  (1.5) 
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для любых элементов ,a b G  и точки ,p M  
 ( , )f e p p  (1.6) 
для любой точки p M , где e обозначает единицу группы Ли G. В этом 
случае говорят, что группа Ли G действует на гладкое многообразие M и 
точка 
 ( , )q f a p  (1.7) 
есть результат действия элемента a G  на точку .p M  Чтобы упро-
стить обозначения, равенство (1.7) обычно записывается как 
 .q ap  
Используя эти обозначения, условия (1.5) и (1.6) могут быть переписаны 
соответственно следующим образом: 
 ( ) ( )ba p b ap , 
 ep p  
для любых элементов ,a b G  и точки .p M  

Рассмотрим действие произвольного элемента na G  на некоторую 
точку ,p M  т. е. 
 .q ap  
Пусть ( , )U   и ( , )V   – локальные карты гладкого многообразия M, ко-
торые покрывают точки p и q соответственно, а ( , )W   – локальная карта 
группы Ли nG , которая покрывает элемент a. Так как действие группы 
Ли на многообразие является гладким отображением, то существуют 
гладкие функции 
 ( , )i iy f a x  
для {1, 2, ..., }i n , которые описывают это действие относительно этих 
карт. Эти функции if  называются координатным представлением дей-
ствия группы Ли на многообразие относительно локальных карт ( , )U  , 
( , )V   и ( , )W  . 

1.12. Орбиты 

Рассмотрим произвольную группу Ли G, действующую на некоторое 
гладкое многообразие M. Возьмем произвольную точку x M . Множество 
 { : }xO ax a G    
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называется орбитой точки x под действием группы Ли G. Очевидно, что 
каждая орбита является гладким подмногообразием гладкого многообра-
зия M. 

Возьмем произвольные точки y и z, принадлежащие орбите xO . Из 
определения орбиты следует, что существуют такие элементы a и b из 
группы Ли G, что выполняются следующие равенства: 
 ,y ax   .z bx  
Из этих равенств следует, что 
 1 .z ba y  
Это значит, что любые две точки, принадлежащие одной и той же орби-
те, могут быть получены одна из другой действием некоторого элемента 
из группы Ли G. 

Введем следующее отношение эквивалентности между точками гладко-
го многообразия M, на которое действует группа Ли G. Предположим, что 
 x y  
только при условии, если 
 ,x yO O  
где xO  и yO  – орбиты действия группы Ли G соответственно на точки x 
и y гладкого многообразия M. Очевидно, что отношение  является от-
ношением эквивалентности и эквивалентные точки принадлежат одной и 
той же орбите, полученной действием группы Ли G на гладкое многооб-
разие M. Следовательно, каждая орбита есть класс точек, эквивалентных 
относительно отношения . Отсюда следует, что гладкое многообразие M 
можно представить как объединение орбит из фактормножества / .M G  

Подмножество U гладкого многообразия M называется инвариантным 
под действием группы Ли G или G-инвариантным подмножеством, если 
ax U  для любого элемента a G  и точки .x U  Покажем, что любое 
G-инвариантное подмножество является объединением орбит группы Ли 
G, действующей на гладкое многообразие M. 

Теорема. Подмножество U гладкого многообразия M является  
G-инвариантным тогда и только тогда, когда U является объединением 
орбит группы Ли G, действующей на гладкое многообразие M. 

Доказательство. Пусть U будет G-инвариантное подмножество 
гладкого многообразия M. Возьмем произвольную точку x U . Тогда 
точка 
 y ax  
также принадлежит множеству U для любого элемента ,a G  так как под-
множество U является G-инвариантным. Это значит, что орбита xO  так-
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же принадлежит множеству U. Следовательно, множество U может быть 
представлено как объединение орбит из фактормножества / .M G  

Обратно. Пусть подмножество U гладкого многообразия M можно 
представить как объединение орбит из фактормножества / .M G  Возьмем 
произвольную точку .x U  Точка x принадлежит орбите xO  из фактор-
множества / .M G  Следовательно, точка 
 y ax  
также принадлежит орбите xO  для любого элемента .a G  Отсюда сле-
дует, что точка y также принадлежит подмножеству U. А это и значит, 
что подмножество U является G-инвариантным. 

Теорема доказана. 
Действие группы Ли G на гладкое многообразие M называется тран-

зитивным, если для любых двух точек ,x y M  существует такой эле-
мент ,a G  что 
 .y ax  
В этом случае орбита xO  произвольной точки x M  равна самому глад-
кому многообразию M, которое в этом случае называется однородным 
пространством. 

1.13. Группы преобразований 

Рассмотрим произвольное гладкое многообразие M и группу Ли G, 
действующую на это многообразие. Обозначим действие группы Ли G на 
гладкое многообразие M через 
 : .f G M M   
Если в отображении f зафиксировать произвольный элемент ,a G  то 
получим отображение 
 : ,af M M  
которое определяется по элементам следующим образом: 
 ( ) ( , )af p f a p  
для любой точки .p M  Отображение af  соответствует левому действию 
элемента a G  на точки гладкого многообразия M и называется преоб-
разованием гладкого многообразия M. Обозначим через MG  множество 
всех преобразований гладкого многообразия M, соответствующих дейст-
виям элементов группы Ли G на это гладкое многообразие. 
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Композиция произвольных преобразований af  и bf  гладкого много-
образия M также является преобразованием этого гладкого многообра-
зия, так как 
 ( )( ) ( ( )) ( , ( , ))b a b af f p f f p f b f a p    
 ( , ) ( )baf ba p f p   
для любой точки .p M  Покажем, что множество преобразований MG  
образует группу относительно операции композиции преобразований. 

Теорема. Множество преобразований MG  образует группу относи-
тельно операции композиции преобразований. 

Доказательство. Покажем, что операция композиции преобразова-
ний ассоциативна. Для этого рассмотрим произвольные преобразования 

af , bf  и cf  из множества MG  и найдем действие их композиции на про-
извольную точку .p M  Получим 
 (( ) )( ) ( , ( , )) ( , )c b af f f p f cb f a p f cba p     
 ( , ( , )) ( ( ))( )c b cf c f ab p f f f p    . 
Так как точка p M  была выбрана произвольно, то отсюда следует ра-
венство 
 ( ) ( ),c b a c b af f f f f f     
которое и показывает, что операция композиции преобразований ассо-
циативна. 

Покажем, что преобразование ef , которое соответствует единице e 
группы Ли G, является нейтральным элементом относительно операции 
композиции преобразований. Для этого рассмотрим произвольное пре-
образование af  из множества MG  и найдем действие композиций этого 
преобразования с преобразованием ef  на произвольную точку .p M  
Получим 
 ( )( ) ( , ) ( , ) ( )e a af f p f ea p f a p f p   ,  
 ( )( ) ( , ) ( , ) ( )a e af f p f ae p f a p f p   . 
Так как точка p M  была выбрана произвольно, то отсюда следуют ра-
венства 
 e a a e af f f f f   , 
которые и показывают, что преобразование ef  является нейтральным 
элементом относительно операции композиции преобразований. 
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Теперь покажем, что для произвольного преобразования af  из мно-
жества MG  преобразование 1af   является обратным. Для этого возьмем 
произвольную точку p M  и найдем действие композиции преобразо-
ваний af  и 1af   на эту точку. Получим 

 1 1
1( )( ) ( ( )) ( , ( , ))a aa af f p f f p f a f a p 
    

 1( , ) ( , ) ( )ef aa p f e p f p p     
и аналогично 
 1 1

1( )( ) ( ( )) ( , ( , ))a aa af f p f f p f a f a p 
    

 1( , ) ( , ) ( )ef a a p f e p f p p    . 
Так как точка p M  была выбрана произвольно, то отсюда следуют ра-
венства 
 1 1 ,a a ea af f f f f    

которые и показывают, что преобразование 1af   является обратным к 
преобразованию .af  В результате доказали, что множество MG  образует 
группу относительно операции композиции преобразований. 

Теорема доказана. 

1.14. Гомотопии кривых 

Рассмотрим произвольное гладкое многообразие M. Возьмем на этом 
многообразии две произвольные параметризованные кривые ( )f t  и ( ),g t  
где .t T  Параметризованные кривые ( )f t  и ( )g t  называются гомотоп-
ными, если существует такое непрерывное отображение 
 : ,H T U M   
где 
 [0,1],U   
что 
 ( , 0) ( ),H t f t  ( ,1) ( ).H t g t  
В этом случае отображение H называется гомотопией между параметри-
зованными кривыми ( )f t  и ( ),g t  а сами параметризованные кривые ( )f t  
и ( )g t  – гомотопными. Можно также считать, что гомотопия непрерыв-
но деформирует параметризованную кривую ( )f t  в параметризованную 
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кривую ( ).g t  Поэтому гомотопию кривых часто также называют дефор-
мацией кривых. 

Будем говорить, что параметризованные кривые ( )f t  и ( )g t  находят-
ся в отношении гомотопии, или гомотопны, если между этими кривыми 
существует гомотопия. Отношение гомотопии параметризованных кри-
вых будет обозначаться следующим образом: 
 ( ) ~ ( )f t g t . 

Теорема. Отношение гомотопии между параметризованными кривы-
ми является отношением эквивалентности. 

Доказательство. Нужно показать, что отношение гомотопии являет-
ся рефлексивным, симметричным и транзитивным. Для этой цели рас-
смотрим произвольное многообразие M и возьмем на этом многообразии 
произвольную параметризованную кривую ( ).f t  Очевидно, что 
 ( ) ~ ( ),f t f t  
так как отображение 
 ( , ) ( ),H t u f t  
u U  является гомотопией параметризованной кривой ( ).f t  Следователь-
но, отношение гомотопии рефлексивно. 

Возьмем на многообразии M две произвольные гомотопные парамет-
ризованные кривые ( )f t  и ( ),g t  т. е. 
 ( ) ~ ( ).f t g t  
Тогда между этими параметризованными кривыми существует гомото-
пия H, которая удовлетворяет следующим условиям: 
 ( , 0) ( ),H t f t  ( , 1) ( ).H t g t  
Определим отображение 
 ( , ) ( , 1 ),G t u H t u   
которое является гомотопией между параметризованными кривыми ( )g t  
и ( ),f t  так как отображение 
 1u u  
является непрерывным и 
 ( , 0) ( ),G t g t  ( ,1) ( ).G t f t  
В результате получили, что 
 ( ) ~ ( ).g t f t  
Следовательно, отношение гомотопии симметрично. 
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Теперь возьмем на многообразии M произвольные параметризован-
ные кривые ( ),f t  ( )g t  и ( ),h t  которые удовлетворяют следующим усло-
виям: 

( ) ~ ( ),f t g t   ( ) ~ ( ),g t h t  
т. е. параметризованная кривая ( )f t  гомотопна параметризованной кри-
вой ( ),g t  которая в свою очередь гомотопна параметризованной кривой 

( ).h t  Тогда между этими парами гомотопных кривых существуют гомо-
топии, которые удовлетворяют следующим условиям: 
 ( , 0) ( ),F t f t   ( , 1) ( ),F t g t  
 ( , 0) ( ),G t g t   ( , 1) ( ).G t h t  
Определим отображение 

 
( , 2 ), 0 1/ 2

( , )
( , 2 1), 1/ 2 1.

F t u u
H t u

G t u u
 

    
 

Это отображение является гомотопией между параметризованными 
кривыми ( )f t  и ( )h t , так как отображения 
 2u u , 2 1u u   
непрерывны и выполняются условия: 
 ( , 0) ( , 0) ( ),H t F t f t    ( , 1) ( , 1) ( ).H t G t h t   
Следовательно, отношение гомотопии транзитивно. В результате полу-
чили, что отношение гомотопии является отношением эквивалентности. 

Теорема доказана. 
П р и м е р. Рассмотрим два линейных сегмента в линейном простран-

стве: 
 1 2( ) ,t t p p p   1 2( ) .t q q t q  
Определим следующее отображение: 
 ( , ) (1 ) ( ) ( ),H t u u t u t  p q  
где [0,1].u   Очевидно, что отображение H является гомотопией, так как 
оно непрерывно и удовлетворяет условиям: 
 ( , 0) ( ),H t t p   ( , 1) ( ).H t t q  
Отметим, что введенная гомотопия H может быть определена для произ-
вольных параметризованных кривых в евклидовом пространстве. По-
скольку эта гомотопия напоминает определение линии по двум точкам 
линейного пространства, то она называется линейной гомотопией. 
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Глава 2 
КВАТЕРНИОНЫ 

В данной главе подробно рассмотрены кватернионы и операции над 
ними. Показано, что множество кватернионов с введенными операциями 
сложения и умножения образует алгебру, а множество единичных ква-
тернионов образует группу относительно операции умножения кватер-
нионов. Подробнее с кватернионами можно познакомиться в работах 
[11–20]. Общие вопросы применения кватернионов в робототехнике и 
компьютерной графике рассмотрены в работах [21–31]. 

2.1. Определение кватерниона 

Рассмотрим следующие квадратные матрицы второго порядка: 

 
1 0

,
0 1
 

  
 

I   
0 1

.
1 0

 
   

E  

Видно, что эти матрицы удовлетворяют условию 
 2 . E I  
Используя матрицы I и E, определим следующие блочно-диагональные 
матрицы четвертого порядка: 

 
0

1 ,
0
 

  
 

I
I

  
0

,
0

 
   

I
i

I
  

0
,

0
 

   

E
j

E
  

0
.

0
 

  
 

E
k

E
 

Очевидно, что матрицы 1, i, j и k являются линейно независимыми. 
Кватернионом называется произвольная линейная комбинация 

 0 1 2 3q q q q   Q i j k  
матриц 1, i, j и k. Действительные числа 0q , 1q , 2q  и 3q  называются ко-
ординатами кватерниона Q. Действительное число 0q  называется ска-
лярной частью кватерниона Q, а линейная комбинация 
 1 2 3q q q  q i j k  
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называется векторной частью кватерниона Q. Используя эти обозначе-
ния, кватернион Q может быть также представлен следующим образом: 
 0 .q Q q  
Из этих определений следует, что кватернион Q может также рассматри-
ваться как квадратная матрица четвертого порядка, которая имеет сле-
дующую структуру: 

 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

.

q q q q
q q q q
q q q q
q q q q

 
   
  
   

Q  

Множество всех кватернионов будет обозначаться 4H . 

2.2. Линейные операции над кватернионами 

Над кватернионами могут быть определены линейные операции, ко-
торые соответствуют линейным операциям над матрицами, представ-
ляющими кватернионы. 

Таким образом, сложение кватернионов P и Q определяется как 
 0 1 2 3 0 1 2 3( ) ( )p p p p q q q q         P Q i j k i j k  
 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ,p q p q p q p q       i j k  
а кватернион P Q  называется суммой кватернионов P и Q. 

Умножение кватерниона Q на действительное число  определяется 
как 
 0 1 2 3 0 1 2 3( ) ,p p p p p p p p            Q i j k i j k  
а кватернион Q  называется произведением кватерниона Q и действи-
тельного числа . 

Следовательно, множество 4H  вместе с рассмотренными линейными 
операциями над кватернионами образует четырехмерное линейное про-
странство, которое также обозначается 4H  и называется линейным про-
странством кватернионов. Очевидно, что матрицы 1, i, j и k образуют 
базис этого линейного пространства. 

П р и м е р. Проиллюстрируем линейные операции над кватерниона-
ми. Для этой цели рассмотрим два кватерниона 

1 2 3 ,   P i j k  5 4 3   Q i j k  
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и действительное число 
 2.   
Тогда 
 6 3 5 2 ,    P Q i j k  

 10 8 6 2 .    Q i j k  

2.3. Умножение кватернионов 

Определим операцию умножения кватернионов. Для этой цели най-
дем произведения базисных матриц i, j и k. Видно, что 

 2 2 2 1,   i j k  
 ,  ij ji k  
 ,  jk kj i  

 .  ki ik j  (2.1) 

Теперь возьмем произвольные кватернионы 
 0 ,p P p   0 .q Q q  

Используя равенства (2.1), умножение кватернионов P и Q определяется 
следующим образом: 
 0 0( )( )p q   PQ p q  

 0 1 2 3 0 1 2 3( )( )p p p p q q q q       i j k i j k  

 0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 0 2 3 3 2( ) ( )p q p q p q p q p q p q p q p q        i  

 0 2 2 0 1 3 3 1 0 3 3 0 1 2 2 1( ) ( )        p q p q p q p q p q p q p q p qj k  

 0 0 0 0 .p q p q      p q q p p q  

В результате получили формулу 
 0 0 0 0( ) ( ),p q p q      PQ p q q p p q  (2.2) 

где скобки отделяют действительную и векторную части кватерниона 
,PQ  который называется произведением кватернионов P и Q. Из форму-

лы (2.2) видно, что произведение кватернионов коммутативно только 
при условии 
 0, p q  

т. е. когда векторные части кватернионов перпендикулярны. 
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Операция умножения кватернионов имеет следующие свойства. 
С в о й с т в о 1. Умножение кватернионов дистрибутивно относитель-

но сложения кватернионов, т. е. для произвольных кватернионов P, Q и 
R выполняются следующие равенства: 

( ) ,  P Q R PQ PR  
( ) .  P Q R PR QR  

Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы P, Q и R и 
вычислим произведение ( ).P Q R  Используя формулу (2.2), получим 
 ( ) P Q R  
 0 0 0 0 0 0( )(( ) ( )) ( )(( ) ( ))p q r p q r          p q r p q r  
 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )p q r p q r            p q r q r p p q r  
 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( )p q p q p r p r              p q q p p q p r r p p r  
 . PQ PR  

Второе равенство из этого свойства доказывается аналогично. 
Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Умножение кватернионов ассоциативно, т. е. для про-

извольных кватернионов P, Q и R выполняется равенство 
( ) ( ).PQ R P QR  

Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы P, Q и R и 
вычислим произведение ( ) .PQ R  Используя формулу (2.2), получим 
 0 0 0 0 0( ) (( )( ))( ) (( )p q r p q       PQ R p q r p q  
 0 0 0 0 0 0( ))( ) ( )        p q r p q rq p p q r p q  
 0 0 0 0( ) ( )p q p q        q p p q r p q r  
 0 0 0 0 0( ) ( )r p q p q         q p p q q p p q r  
 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )p q r r p q          rp q q p r p q r  
 0 0 0 0 0 0 0( ) ( )p q r p r q r       r p q r q p p q  
 0 0( ) ( ) ( )p q       q r p r p q r  
 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )p q r p q r          q r p r q p p q r  
 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )p q p r p q r q r           r q q r p p q r p r p q  
 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )              p q r p q rp r q q r p q r p r q p p q r  
 0 0 0 0 0 0 0( ) ( )p q p r p q r       r q q r p q r p  
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 0 0( ) ( ) ( )       q rp r p q p q r  

 0 0 0 0 0( ) ( )p q r q r        q r p r q q r  

 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )            p q r q r q rr q q r q r p p r q q r  

 0 0 0 0 0( )(( ) ( ))p q r q r        p q r r q q r  

 0 0 0( )(( )( )) ( ).p q r    p q r P QR  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Умножение кватернионов дистрибутивно относитель-

но умножения кватерниона на действительное число, т. е. для произ-
вольных кватернионов P, Q и действительного числа  выполняются 
следующие равенства: 

( ) ( ) ( ).   PQ P Q P Q  
Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы P, Q и 

действительное число . Используя формулу (2.2), вычислим произведе-
ние ( ). PQ  Получим 

 0 0( ) ( )( )p q    PQ p q  

 0 0 0 0( ) ( )p q p q       p q q p p q  

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )p q p q           p q q p p q  

 0 0( ( ))( ) ( ) .p q    p q P Q  

Второе равенство из свойства 3 доказывается аналогично. 
Свойство доказано. 
Из доказанных свойств следует, что линейное пространство 4H  вме-

сте с введенной операцией умножения кватернионов образует алгебру, 
которая называется алгеброй кватернионов и также обозначается 4H . 

П р и м е р. Рассмотрим два кватерниона: 
 1 2 3 ,   P i j k  5 4 3 .   Q i j k  

Видно, что действительные и векторные части этих кватернионов опре-
деляются следующим образом: 
 0 1,p    0 5,q   

 
1
2 ,
3

 
   
  

p   
4

3 .
1

 
   
  

q  
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Тогда, используя формулу (2.2), произведение кватернионов P и Q может 
быть вычислено следующим образом: 

 5 1 13 14 1 2 3 6 10 2 25 .
4 3 1

         
 

i j k
PQ i j k i j k  

2.4. Сопряженные кватернионы 

Рассмотрим произвольный кватернион 
 0 .q Q q  
Кватернион 
 0

  qQ q  
называется сопряженным с кватернионом Q. Операция получения со-
пряженного кватерниона из исходного кватерниона называется сопря-
жением кватернионов. Эта операция имеет следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Для любого кватерниона Q выполняется равенство 
 ( ) .  Q Q  

Доказательство. Рассмотрим произвольный кватернион 
 0 .q Q q  
Видно, что 
 0 0( ) ( ) .q q      Q q q Q  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Для любых кватернионов P и Q выполняется равенство 

 ( ) .    P Q P Q  
Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы 

 0 ,p P p  0 .q Q q  
Видно, что 
 0 0( ) ( )p q      P Q p q  

 0 0 0 0(( ) ( )) ( ) ( )p q p q        p q p q  

 0 0( ) ( ) .p q       q q P Q  
Свойство доказано. 
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С в о й с т в о 3. Для любых кватернионов P и Q выполняется равенство 

 ( ) .  PQ Q P  

Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы 

 0 ,p P p   0 .q Q q  

Используя формулу (2.2), произведение кватернионов P и Q определяет-
ся следующим образом: 

 0 0 0 0( ) ( ).p q p q      PQ p q q p p q  

Из этого равенства следует, что 

 0 0 0 0( ) (( ) ( ))p q p q        PQ p q q p p q  

 0 0 0 0( ) ( )p q p q       p q q p p q  

 0 0 0 0( ) ( )q p q p        q p p q q p  

 0 0( )( ) .q p     q p Q P  

Свойство доказано. 
П р и м е р. Очевидно, что кватернион, сопряженный с кватернионом 

 4 3 ,   Q 5 i j k  

имеет вид 

 5 4 3 .    Q i j k  

2.5. Скалярное произведение кватернионов 

Определим скалярное произведение кватернионов, принимая во вни-
мание, что множество 4H  является линейным пространством. Для этой 
цели рассмотрим произвольные кватернионы P и Q. Скалярным произве-
дением кватернионов P и Q называется действительное число 

 0 0 1 1 2 2 3 3.p q p q p q p q    P Q  (2.3) 

Из этого определения следует, что скалярное произведение кватернионов 
имеет следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Скалярное произведение кватернионов коммутативно, 
т. е. для любых кватернионов P и Q выполняется равенство 
 .  P Q Q P  
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С в о й с т в о 2. Скалярное произведение кватернионов дистрибутивно 
относительно сложения кватернионов, т. е. для любых кватернионов P, Q 
и R выполняются равенства 
 ( ) ( ) ( ),     P Q R P Q P R  
 ( ) ( ) ( ).     P Q R P R Q R  

С в о й с т в о 3. Скалярное произведение кватернионов дистрибутивно 
относительно умножения кватерниона на действительное число, т. е. для 
любых кватернионов P, Q и действительного числа λ выполняются ра-
венства 
 ( ) ( ) ( ).      P Q P Q P Q  

Если кватернионы P и Q представлены через свои действительные и 
векторные части 
 0 ,p P p   0 ,q Q q  

то, используя формулу (2.3), скалярное произведение кватернионов мо-
жет быть определено следующим образом: 
 0 0 .p q   P Q p q  (2.4) 

П р и м е р. Вычислим скалярное произведение кватернионов 
 1 2 3 ,   P i j k   5 4 3 ,   Q i j k  

используя одну из формул (2.3) или (2.4). Получим 
 4. P Q  

2.6. Норма кватерниона 

Рассмотрим произвольный кватернион 
 0 .q Q q  

Нормой кватерниона Q называется действительное число 

 2 2 2 2
0 1 2 3( ) ,N q q q q     Q Q Q  (2.5) 

а действительное число 

 | |  Q Q Q  

называется модулем кватерниона Q. 
Теорема. Для любых кватернионов P и Q выполняется равенство 

 ( ) ( ) ( ).N N NPQ P Q  
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Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы 
 0 ,p P p   0 .q Q q  

Произведение кватернионов P и Q определяется, используя форму-
лу (2.2), следующим образом: 
 0 0 0 0( ) ( ).p q p q      PQ p q q p p q  

Из этого равенства следует, что 
 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( )N p q p q       PQ PQ PQ p q p q  

 0 0 0 0( ) ( )        p q p qq p p q q p p q  

 2 2 2
0 0 0 02 ( ) ( )     p q p q p q p q  

 2 2 2
0 0 0 0( ) 2 ( ) ( ) ( )( ) ( )           p p q qq q p q p p p p q q p q  

 2 2 2 2
0 0 0 0( ) ( ) ( )( )        p q p qq q p p p p q q  

 2 2
0 0( )( ) ( ) ( ).     p q N Np p q q P Q  

Теорема доказана. 
П р и м е р. Используя формулу (2.5), вычислим норму кватерниона 

 1 4 3 .   Q i j k  

Получим 
 ( ) 27.N Q  

Вычислим произведение кватерниона Q с сопряженным ему кватер-
нионом .Q  Получим 

 2
0 0 0( ) ( )q q q         Q Q QQ q q q q q q  

 2 2 2 2 2
0 0 1 2 3 .q q q q q      q q  

Из этих равенств следует, что норма и модуль кватерниона Q могут быть 
вычислены, используя операцию сопряжения кватерниона, соответст-
венно следующим образом: 

 ( ) ,N Q Q Q   | | .Q Q Q  (2.6) 

2.7. Обратные кватернионы 

Рассмотрим произвольный кватернион 
 0 .q Q q  
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Кватернион 
 0p P p  
называется обратным кватерниону Q при условии, что выполняется ра-
венство 
 1.QP  
Для того чтобы определить кватернион P, обратный кватерниону Q, рас-
смотрим кватернион 
 0 ,q  Q q  
сопряженный с кватернионом Q. Используя формулу (2.6), вычислим 
норму кватерниона Q. Получим 
 2

0( ) .   N qQ QQ q q  (2.7) 
Используя это равенство, определим кватернион 

 1 .
( )N

P Q
Q

 (2.8) 

Видно, что в этом случае 

 1 1 ( ) 1.
( ) ( )

N
N N

  QP QQ Q
Q Q

 

Из этого равенства следует, что кватернион P является обратным кватер-
ниону Q. Кватернион, обратный кватерниону Q, будет обозначаться 1.Q  
В результате получили следующую формулу для нахождения обратных 
кватернионов: 

 1
02

0

1 1 ( ).
( )

   
 

q
N q

Q Q q
Q q q

 (2.9) 

Из формулы (2.9) видно, что обратный кватернион 1Q  определен только 
в том случае, если выполняется условие 
 ( ) 0.N Q  
Это значит, что обратный кватернион определен для любого ненулевого 
кватерниона. Операция получения кватерниона, обратного к исходному 
кватерниону, называется операцией обращения кватернионов. Эта опе-
рация имеет следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Для любого ненулевого кватерниона Q выполняется 
равенство 
 1 1. Q Q  
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Доказательство. Это свойство следует из определения нормы ква-
терниона, так как 

 1 1 1 ( ) 1
( ) ( )

N
N N

   Q Q Q Q Q
Q Q

 

для любого ненулевого кватерниона Q. 
Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Для любого ненулевого кватерниона Q выполняется 

равенство 
 1 1( ) .  Q Q  

Доказательство. Рассмотрим произвольный ненулевой кватернион Q. 
Кватернион, обратный кватерниону Q, определяется следующим образом: 

 1 1 .
( )N

 Q Q
Q

 

Из этого равенства следует, что 
1 1 1

2 2
1 1 1( ) ( ) ,

( )( ) ( )
N N

NN N
         Q Q Q Q Q Q

QQ Q
 

 1 1( ) .
( )N

  Q Q
Q

 

Тогда кватернион 1 1( ) , Q  обратный кватерниону 1,Q  находится сле-
дующим образом: 

 1 1 1
1

1 1( ) ( ) ( ) .
( )( )

N
NN

   
  Q Q Q Q Q

QQ
 

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Для любых ненулевых кватернионов Q и P выполня-

ется равенство 
 1 1 1( ) .  PQ Q P  

Доказательство. Рассмотрим произвольные ненулевые кватернионы 
P и Q. Из определения обратного кватерниона следует, что 

 1 1( ) ( )
( )N

  PQ PQ
PQ

 

 1 11 1 1 .
( ) ( ) ( ) ( )N N N N

       Q P Q P Q P
P Q Q P

 

Свойство доказано. 
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П р и м е р. Используя формулу (2.9), найдем кватернион, обратный 
кватерниону 
 1 4 3 .   Q i j k  
Получим 

 1 1 (1 4 3 ).
27

    Q i j k  

2.8. Ортогональные кватернионы 

Кватернионы P и Q называются ортогональными кватернионами при 
условии, что выполняется равенство 
 0. P Q  (2.10) 
Если рассматривать действительные и векторные части этих кватернио-
нов 
 0 ,p P p  0 ,q Q q  
то равенство (2.10) может быть переписано следующим образом: 
 0 0 0.p q   p q  (2.11) 

Рассмотрим произвольные ортогональные кватернионы P и Q. Най-
дем такой кватернион R, при котором выполняется равенство 
 .P RQ  
Из этого равенства, учитывая равенство (2.11) следует, что 

 1
0 0

1 1 ( )( )
( ) ( )

p q
N N

      R PQ PQ p q
Q Q

 

 0 0 0 0
1 (( ) ( ))
( )

p q p q
N

        p q q p p q
Q

 

 0 0
1 ( ).
( )

p q
N

    q p p q
Q

 

В результате получили формулу 

 0 0
1 ( ).
( )

p q
N

    R q p p q
Q

 (2.12) 

Из формулы (2.12) видно, что кватернион R имеет только векторную часть. 
 

П р и м е р. Рассмотрим кватернионы 
 1 2 4 ,   P i j k   3 2 3 .   Q i j k  
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Эти кватернионы ортогональны, так как 
 0. P Q  
Используя формулу (2.12), определим кватернион 

 1 ( 9 10 18 ).
23

   R i j k  

Можно проверить, что этот кватернион удовлетворяет равенству 
 .P RQ  

2.9. Векторное произведение кватернионов 

Рассмотрим произвольные кватернионы P, Q и R и определим ква-
тернион 

 0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

1

.
p p p p
q q q q
r r r r

  

i j k

P Q R  

Кватернион  P Q R  называется векторным произведением кватернио-
нов P, Q и R, а соответствующая операция называется векторным умно-
жением кватернионов. Из этого определения следует, что операция век-
торного умножения кватернионов имеет следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Векторное умножение кватернионов кососимметрич-
но, т. е. для произвольных кватернионов P, Q и R выполняется равенство 
         P Q R Q R P R P Q  
 ( ) ( ) ( ).           R Q P P R Q Q P R  

С в о й с т в о 2. Векторное произведение кватернионов дистрибутивно 
относительно операции сложения кватернионов, т. е. для произвольных 
кватернионов P, Q, R и 1,P  2,P  1,Q  2,Q  1,R  2R  выполняются равенства: 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ),        P P Q R P Q R P Q R  

 1 2 1 2( ) ( ) ( ),        P Q Q R P Q R P Q R  

 1 2 1 2( ) ( ) ( ).        P Q R R P Q R P Q R  

С в о й с т в о 3. Векторное произведение кватернионов дистрибутивно 
относительно операции умножения кватерниона на действительное чис-
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ло, т. е. для произвольных кватернионов P, Q, R и действительного чис-
ла  выполняются равенства 
 ( ) ( ) ( ) ( ).             P Q R P Q R P Q R P Q R  

Рассмотрим произвольные кватернионы P, Q и R. Кватернион H на-
зывается ортогональным дополнением кватернионам P, Q и R при усло-
вии, что выполняются равенства 
 0, P H   0, Q H   0, R H  
из которых следует, что кватернион H ортогонален кватернионам P, Q и R. 

Теорема. Векторное произведение кватернионов ортогонально своим 
сомножителям. 

Доказательство. Рассмотрим произвольные кватернионы P, Q, R и 
определим кватернион 
 .  H P Q R  
Из определения векторного произведения кватернионов следует, что 
 ( )     P H P P Q R  

 
1 2 3 0 2 3 0 1 3

0 1 2 3 1 0 2 3 2 0 1 3

1 2 3 0 2 3 0 1 3

p p p p p p p p p
p q q q p q q q p q q q

r r r r r r r r r
     

 

0 1 2 3
0 1 2

0 1 2 3
3 0 1 2

0 1 2 3
0 1 2

0 1 2 3

0.

p p p p
p p p

p p p p
p q q q

q q q q
r r r

r r r r

    

Отсюда видно, что кватернион P ортогонален кватерниону H. Аналогич-
но можно доказать, что кватернионы Q и R также ортогональны кватер-
ниону H. Следовательно, кватернион H является ортогональным допол-
нением кватернионам P, Q и R. 

Теорема доказана. 
Представим векторное произведение кватернионов, используя опера-

ции над векторами. Для этой цели рассмотрим произвольные кватернионы 
 0 ,p P p   0 ,q Q q   0 .r R r  

Тогда векторное произведение кватернионов может быть преобразовано 
следующим образом: 
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   P Q R  

 
1 2 3

0 1 2 3
1 2 3

0 1 2 3
1 2 3

0 1 2 3

1
p p p

p p p p
q q q

q q q q
r r r

r r r r

  

i j k

 

 
0 2 3 0 1 3 0 1 2

0 2 3 0 1 3 0 1 2

0 2 3 0 1 3 0 1 2

p p p p p p p p p
q q q q q q q q q
r r r r r r r r r

   i j k  

 0 2 3 3 2 0 2 3 3 2 0 2 3 3 2[ ] ( ( ) ( ) ( ))p q r q r q p r p r r p q p q       pq r i  

 0 1 3 3 1 0 1 3 3 1 0 1 3 3 1( ( ) ( ) ( ))p q r q r q p r p r r p q p q      j  

 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1( ( ) ( ) ( ))p q r q r q p r p r r p q p q      k  

 0 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1[ ] ( ( ) ( ) ( ))p q r q r q r q r q r q r       pqr i j k  

 0 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1( ( ) ( ) ( ))q p r p r p r p r p r p r      i j k  

 0 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1( ( ) ( ) ( ))r p q p q p q p q p q p q      i j k  

 0 0 0[ ] ( ) ( ) ( ).p q r      pq r q r r p p q  

В результате получили 
 0 0 0[ ] ( ) ( ) ( ),p q r        P Q R pq r q r r p p q  (2.13) 

где выражение 
 [ ] ( ) ( )     pq r p q r p q r  

обозначает смешанное произведение векторов. 
П р и м е р. Рассмотрим кватернионы 

 1 2 4 ,   P i j k  
 3 2 3 ,   Q i j k  
 2 .  R i j k  

Определим действительные и векторные части этих кватернионов 
 0 1p  , 0 3q  , 0 0r  , 

 
2
1 ,

4

 
   
  

p   
2

3 ,
1

 
   
  

q   
1
2 .

1

 
   
  

r  
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Тогда векторное произведение кватернионов P, Q и R может быть вы-
числено, используя формулу (2.13), следующим образом: 
   P Q R  

 
2 1 4
2 3 1 2 3 1 3 1 2 1 11 16 3 10 .

1 2 1 1 2 1 2 1 4


         

  

i j k i j k
i j k  

Можно проверить, что кватернион  P Q R  ортогонален каждому из 
кватернионов P, Q и R. 

2.10. Группа единичных кватернионов 

Рассмотрим произвольный ненулевой кватернион 
 0 1 2 3 .q q q q   Q i j k  
Если норма кватерниона Q удовлетворяет условию 
 ( ) 1,N Q  
то кватернион Q называется единичным кватернионом. Очевидно, что 
модуль единичного кватерниона Q удовлетворяет условию 
 | | ( ) 1.N  Q Q  

Из определения единичного кватерниона следует, что его координаты 
удовлетворяют условию 
 2 2 2 2

0 1 2 3 1   q q q q . 
Единичные кватернионы имеют следующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Кватернион, сопряженный с единичным кватернио-
ном, также является единичным кватернионом. 

Доказательство. Рассмотрим единичный кватернион Q. Найдем норму 
кватерниона ,Q  сопряженного с единичным кватернионом Q. Получим 

 2 2 2 2
0 1 2 3( ) 1,N q q q q          Q Q Q Q Q  

учитывая, что кватернион Q является единичным. Из этого равенства 
следует, что кватернион Q  также единичный. 

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Произведение двух единичных кватернионов также 

является единичным кватернионом. 
Доказательство. Рассмотрим произвольные единичные кватернионы 

P и Q и найдем норму их произведения. Получим 
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 ( ) ( ) ( ) 1.N N N PQ P Q  

Из этого следует, что кватернион PQ  также является единичным. 
Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Кватернион 1 является единичным кватернионом. 
Доказательство. Очевидно. 
С в о й с т в о 4. Кватернион, обратный единичному кватерниону, так-

же является единичным. 
Доказательство. Рассмотрим произвольный единичный кватерни-

он Q и найдем обратный ему кватернион. Получим 

 1 1 .
( )N

   Q Q Q
Q

 (2.14) 

Отсюда следует, что кватернион 1Q  также будет единичным, так как он 
равен сопряженному кватерниону ,Q  который является единичным по 
свойству 1. 

Свойство доказано. 
Формула (2.14) показывает, как можно вычислить кватернион, обрат-

ный единичному кватерниону. Для этого достаточно найти кватернион, 
сопряженный с этим единичным кватернионом. 

Из доказанных свойств следует, что множество единичных кватер-
нионов вместе с операцией умножения образует группу, которая называ-
ется группой единичных кватернионов. 

П р и м е р 1. Найдем кватернион, обратный единичному кватерниону 

 2 2 2 1 .
2 4 4 2

   Q i j k  

Используя формулу (2.14), получим 

 1 2 2 2 1 .
2 4 4 2

    Q i j k  

Определим структуру единичных кватернионов. Для этого рассмот-
рим произвольный единичный кватернион 
 0 1 2 3 .q q q q   Q i j k  

Из определения единичного кватерниона следует, что его координаты 
удовлетворяют условию 

 2 2 2 2
0 1 2 3 1.   q q q q  
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Из этого равенства видно, что существует такое действительное число , 
что выполняются следующие условия: 

 0cos ,q    2 2 2
1 2 3sin .  q q q  

Определим ось 
 1 2 3 ,n n n  n i j k  

координаты которой находятся по формуле 

 
2 2 2
1 2 3


 

i
i

qn
q q q

 

для {1, 2, 3}i  . Используя эти обозначения, единичный кватернион Q 
может быть представлен следующим образом: 
 cos sin .  Q n  (2.15) 

В дальнейшем будем предполагать, что действительное число  удовле-
творяет условию 
 .      

П р и м е р 2. Рассмотрим единичный кватернион 

 2 2 2 1 .
2 4 4 2

   Q i j k  

Видно, что в этом случае 

 2cos ,
2

    2sin .
2

   

Из этих равенств следует, что 

 .
4


   

Определим ось 

 1 1 2 .
2 2 2

  n i j k  

Тогда, используя формулу (2.15), единичный кватернион Q может быть 
представлен следующим образом: 

 cos sin .
4 4
  Q n  
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2.11. Ортогональные единичные кватернионы 

Рассмотрим два ортогональных единичных кватерниона 
 0 ,p P p  0q Q q  

и определим такой кватернион R, при котором 
 .P RQ  
Используя формулу (2.12) и учитывая, что кватернион Q является еди-
ничным, кватернион R может быть определен следующим образом: 

 1
0 0 .p q       R PQ PQ q p p q  

Отсюда видно, что кватернион R имеет только векторную часть. Кроме 
того, поскольку кватернионы P и Q  являются единичными, то кватер-
нион R также является единичным по свойству 2 из раздела 2.10. Следо-
вательно, кватернион R определяет некоторую ось в трехмерном евкли-
довом пространстве 3.R  Введем следующее обозначение для этой оси: 
 0 0 .p q    n q p p q  (2.16) 

Тогда единичный кватернион R может быть определен следующим обра-
зом: 

 cos sin .
2 2
  R n  

Если рассматривать единичный кватернион R как оператор, действую-
щий на кватернион Q, то можно сказать, что кватернион R описывает по-
луоборот вокруг оси n. Следовательно, единичный кватернион P может 
быть получен из единичного кватерниона Q, который ортогонален ква-
терниону P, посредством полуоборота вокруг оси, координаты которой 
могут быть найдены при помощи формулы (2.16). 

Теорема. Если P, Q и R – единичные взаимно ортогональные кватер-
нионы, то их ортогональное дополнение 
   H P Q R  
также является единичным кватернионом. 

Доказательство. Рассмотрим взаимно ортогональные единичные 
кватернионы P, Q и R. Найдем норму ортогонального дополнения этих 
кватернионов 
   H P Q R. 
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Получим 
 2 2( )     H H H P Q R  
 2

0 0 0([ ] ( ) ( ) ( ))p q r       pq r q r r p p q  

 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0[ ] ( ) ( ) ( )       p q rpq r q r r p p q  

 0 0 0 0 0 02 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )p q q r r p            q r r p r p p q p q q r  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0[ ] ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )          p q rpq r q r q r r p r p p q p q  

 2 2
0 0 0 02 (( )( ) ( ) 2 (( )( ) ( ) )p q q r          q r r p q p r r p p q r q p  

 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 02 (( )( ) ( ) ) [ ] ((1 )(1 ) )          r p p q r q rp q q r p r q pq r  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0((1 )(1 ) ) ((1 )(1 ) )        q q p r p r p q p q  

 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 ( (1 )) 2 ( (1 ))      p q q r p q p r q r r p q r q p  

 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 02 ( (1 )) [ ]    r p p q r p r q pq r  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0(1 ) (1 ) (1 )         p q r q r p r p q  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 02 2 2 [ ] .      p q q r r p p q rpq r  

Здесь квадраты в верхних индексах обозначают нормы соответствующих 
кватернионов и векторов для краткости. Таким образом, получили 

 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) [ ] .        p q rP Q R P Q R pq r  (2.17) 

Кроме того, можно увидеть, что 

 2[ ] pq r  

 

2
0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0

1

1

1

    
        

     

p p q p r

q p q q r

r p r q r

p p p q p r
q p q q q r
r p r q r r

 

 2 2 2
0 0 01   p q r . 

Подстановка этого значения в выражение (2.17) дает следующее равенство: 
 ( ) ( ) 1,     P Q R P Q R  

из которого следует, что кватернион H является единичным. 
Теорема доказана. 
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Рассмотрим ортогональные единичные кватернионы P, Q и R. Из до-
казанной теоремы следует, что кватернионы P, Q, R и их ортогональное 
дополнение 
   H P Q R  

образуют ортогональный базис в линейном пространстве 4H . 
П р и м е р. Рассмотрим единичный кватернион 

 2 2 2 1
2 4 4 2

   Q i j k  

и ось 

 2 2 1
3 3 3

  n i j k  

в трехмерном евклидовом пространстве. Определим единичный кватер-
нион 
 .R n  
Теперь найдем единичный кватернион 
 0 0( ) ( )q q         P RQ n q n q n n q  

 1 2 2 2 2/3 2 /3 1/3
6 3 3 6

2 / 4 2 / 4 1/ 2

       
i j k

i j k  

 1 2 1 2 1 2 .
6 4 3 4 3 2

   
             

i j k  

Можно проверить, что единичные кватернионы Q и P являются ортого-
нальными. 

2.12. Дифференцирование кватернионов по параметру 

Произвольное отображение 

 4: ,R HQ  
которое по элементам описывается как 
 : ( ),t tQ Q  

называется параметрическим кватернионом. Обычно параметрические 
кватернионы будут обозначаться ( ),tP  ( )tQ  и ( ),tR  подразумевая, что 
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.t R  Видно, что параметрический кватернион описывает в пространст-
ве 4H  некоторую кривую, которая будет называться параметрической 
кривой в пространстве кватернионов. 

П р и м е р 1. Рассмотрим произвольные кватернионы P и Q. Опреде-
лим параметрическую кривую 
 ( ) (1 ) ,t t t  R P Q  

где .t R  Видно, что параметрическая кривая ( )tR  определяет прямую 
линию в пространстве кватернионов 4,H  которая проходит через ква-
тернионы P и Q. 

Рассмотрим произвольный параметрический кватернион 
 0( ) ( ) ( ).t q t t Q q  

Очевидно, что производная по параметру от кватерниона ( )tQ  определя-
ется следующим образом: 
 0( ) ( ) ( ).t q t t   Q q  

Производная по параметру от параметрического кватерниона имеет сле-
дующие свойства. 

С в о й с т в о 1. Для любых параметрических кватернионов ( )tP  и 
( )tQ  выполняется равенство 

 ( ( ) ( )) ( ) ( ).t t t t    P Q P Q  

Доказательство. Рассмотрим произвольные параметрические ква-
тернионы 
 0( ) ( ) ( ),t p t t P p   0( ) ( ) ( ).t q t t Q q  

Используя свойства производных от действительных и векторных функ-
ций, найдем производную по параметру от их суммы. Получим 
 0 0( ( ) ( )) (( ( ) ( )) ( ( ) ( )))t t p t q t t t      P Q p q  

 0 0 0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))p t q t t t p t q t t t             p q p q  

 0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ).p t t q t t t t          p q P Q  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Для любого параметрического кватерниона ( )tP  и 

действительного числа  выполняется равенство 
 ( ( )) ( ).t t  P P  
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Доказательство. Рассмотрим произвольный параметрический ква-
тернион 
 0( ) ( ) ( )t p t t P p  

и действительное число . Используя свойства производных от действи-
тельных и векторных функций, найдем производную по параметру от их 
произведения. Получим 
 0 0 0( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ).t p t t p t t p t t t                  P p p p P  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Для любых параметрических кватернионов ( )tP  и 

( )tQ  выполняется равенство 
 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t   P Q P Q P Q  

Доказательство. Рассмотрим произвольные параметрические ква-
тернионы 
 0( ) ( ) ( ),t p t t P p  0( ) ( ) ( ).t q t t Q q  
Используя свойства производных от действительных и векторных функ-
ций, найдем производную по параметру от их произведения. Получим 
 0 0 0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))t t p t q t t t p t t q t t t t        P Q p q q p p q  
 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t q t p t q t t t t t p t t           p q p q q  
 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t t q t t q t t t t t t           q p p p q p q  
 0 0 0 0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))p t q t t t p t t q t t t t           p q q p p q  
 0 0 0 0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))p t q t t t p t t q t t t t           p q q p p q  
 ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t  P Q P Q  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 4. Для любых параметрических кватернионов ( )tP  и ( )tQ  

выполняется равенство 
 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t      P Q P Q P Q  

Доказательство. Рассмотрим произвольные параметрические ква-
тернионы 
 0( ) ( ) ( ),t p t t P p   0( ) ( ) ( ).t q t t Q q  
Используя свойства производных от действительных и векторных функ-
ций, найдем производную по параметру от их скалярного произведения. 
Получим 
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 0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))t t p t q t t t     P Q p q  

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t q t p t q t t t t t         p q p q  

 0 0 0 0( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))p t q t t t p t q t t t         p q p q  

 ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t    P Q P Q  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 5. Для любых параметрических кватернионов ( ),tP  ( )tQ  

и ( )tR  выполняется равенство 

 ( ( ) ( ) ( ))t t t  P Q R  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t t t t          P Q R P Q R P Q R  

Доказательство. Рассмотрим произвольные параметрические ква-
тернионы 
 0( ) ( ) ( ),t p t t P p   0( ) ( ) ( ),t q t t Q q   0( ) ( ) ( ).t r t t R r  

Используя свойства производных от действительных и векторных функ-
ций, найдем производную по параметру от их векторного произведения. 
Получим 
 ( ( ) ( ) ( ))t t t  P Q R  

 0 0 0([ ( ) ( ) ( )] ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )))t t t p t t t q t t t r t t t       p q r q r r p p q  

 [ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]t t t t t t t t t     p q r p q r p q r  

 0 0 0( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))p t t t p t t t p t t t        q r q r q r  

 0 0 0( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))q t t t q t t t q t t t        r p r p r p  

 0 0 0( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))r t t t r t t t r t t t        p q p q p q  

 0 0 0[ ( ) ( ) ( )] ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )))t t t p t t t q t t t r t t t           p q r q r r p p q  

 0 0 0[ ( ) ( ) ( )] ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))          t t t p t t t q t t t r t t tp q r q r r p p q  

 0 0 0[ ( ) ( ) ( )] ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))          t t t p t t t q t t t r t t tp q r q r r p p q  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t t t t          P Q R P Q R P Q R  

Свойство доказано. 
Из доказанных свойств следует, что производная по параметру от па-

раметрического кватерниона имеет те же свойства, что и производная по 
параметру от векторной функции. 

В геометрических приложениях часто требуется найти от произведе-
ния параметрических кватернионов производные более высоких поряд-
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ков, чем первый. Следующая теорема дает формулу для вычисления та-
ких производных. 

Теорема 1. Для произвольных параметрических кватернионов ( )tP  и 
( )tQ  справедлива формула 

 ( ) ( ) ( )

0
( ( ) ( )) ( ) ( )

n
n m n m m

n
m

t t C t t


 P Q P Q  (2.18) 

для любых ,n N  где 

 !
!( )!

m
n

nC
m n m




 

обозначают биномиальные коэффициенты. 
Доказательство. Докажем формулу (2.18), используя метод матема-

тической индукции. Для этой цели рассмотрим произвольные парамет-
рические кватернионы ( )tP  и ( )tQ . Видно, что формула (2.18) выполня-
ется при 1n   по свойству 3. Предположим, что формула (2.18) также 
справедлива для некоторого произвольного натурального числа 1,n   
т. е. 

 
1

( 1) ( 1 ) ( )
1

0
( ( ) ( )) ( ) ( ).

n
n m n m m

n
m

t t C t t


  



 P Q P Q  (2.19) 

Докажем, что в этом случае формула (2.18) также выполняется для нату-
рального числа n. Используя свойство 3 и равенство (2.19), получим 

 
1

( ) ( 1) ( 1 ) ( )
1

0
( ( ) ( )) (( ( ) ( )) ) ( ) ( )

n
n n m n m m

n
m

t t t t C t t


  




 
     P Q P Q P Q  

 0 ( 1) 1 ( 2)
1 1( ( ) ( ) ( ) ( )n n

n nC t t C t t 
   P Q P Q   

 2 ( 2) 1 ( 1)
1 1( ) ( ) ( ) ( ))n n n n

n nC t t C t t   
    P Q P Q  

 0 ( ) ( 1)
1( ( ( ) ( ) ( ) ( ))n n

nC t t t t
  P Q P Q  

 1 ( 1) ( 2)
1( ( ) ( ) ( ) ( ))n n

nC t t t t 
    P Q P Q  

 2 ( 2) ( 1)
1 ( ( ) ( ) ( ) ( ))n n n

nC t t t t  
    P Q P Q  

 1 ( 1) ( )
1 ( ( ) ( ) ( ) ( ))n n n

nC t t t t 
  P Q P Q  

 0 ( ) 0 1 ( 1)
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ))n n

n n nC t t C C t t
     P Q P Q   

 2 1 ( 1) 1 ( )
1 1 1( )( ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n

n n nC C t t C t t   
     P Q P Q  
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 0 ( ) 1 ( 2)( ) ( ) ( ) ( )n n
n nC t t C t t  P Q P Q   

 1 ( 1) ( )( ) ( ) ( ) ( )n n n n
n nC t t C t t   P Q P Q  

 ( ) ( )

0
( ) ( ),

n
m n m m
n

m
C t t


  P Q  

учитывая, что биномиальные коэффициенты имеют свойство 

 1 1
1

m m m
n n nC C C 

   

для любых натуральных чисел n и m, удовлетворяющих неравенствам 

 0 m n  . 

Теорема доказана. 
В геометрических приложениях часто приходится вычислять произ-

водные от параметра единичных кватернионов. Рассмотрим единичный 
параметрический кватернион 
 ( ) cos( ) sin( )t t t  Q n  

и вычислим его производную по параметру t. Используя формулу (2.2) 
для вычисления произведения кватернионов, получим 
 ( ) (cos( ) sin( ) ) ( sin( ) cos( ) )t t t t t          Q n n  
 ( sin( ) cos( ) )(cos( ) sin( ) )(cos( ) sin( ) )t t t t t t           n n n  
 (cos( ) sin( ) ) ( ).t t t     n n nQ  

В результате получили формулу 

 ( ) ( ).t tQ nQ  (2.20) 

Найдем вторую производную от единичного параметрического кватер-
ниона ( )tQ  по параметру t. Используя формулу (2.20), получим 

 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ).t t t t t         Q nQ nQ nnQ Q  

В результате получили формулу 

 2( ) ( ).t t Q Q  (2.21) 

Теорема 2. Для произвольного единичного параметрического кватер-
ниона 
 ( ) cos( ) sin( )t t t  Q n  
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справедливы формулы 

 (2 1) 1 2 1( ) ( 1) ( ),n n nt t   Q nQ  (2.22) 

 (2 ) 2( ) ( 1) ( )n n nt t Q Q  (2.23) 

для любых .n N  
Доказательство. Докажем формулы (2.22) и (2.23), используя метод 

математической индукции. Формулы (2.20) и (2.21) показывают, что фор-
мулы (2.22) и (2.23) выполняются при 1.n   

Предположим, что формулы (2.22) и (2.23) также справедливы для 
некоторого натурального числа 1,n   т. е. 

 (2 3) 2 2 3( ) ( 1) ( ),n n nt t   Q nQ  

 (2 2) 1 2 2( ) ( 1) ( ),n n nt t   Q Q  

где 2n  . Докажем, что в этом случае формулы (2.22) и (2.23) справед-
ливы также и для натуральных чисел n  и 1n  . Используя формулы 
(2.20) и (2.21), получим 

 (2 1) (2 2) 1 2 2( ) ( ( )) (( 1) ( ))n n n nt t t       Q Q Q  

 1 2 2 1 2 1( 1) ( ) ( 1) ( ),n n n nt t       Q nQ  

 (2 ) (2 1) 1 2 1( ) ( ( )) (( 1) ( ))n n n nt t t      Q Q nQ  

 1 2 1 2( 1) ( ) ( 1) ( ).n n n nt t     nQ Q  

Теорема доказана. 
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Глава 3 
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  ПОВОРОТОВ 

В данной главе рассмотрены представления поворотов собственно 
ортогональными матрицами группы (3, ),SO R  специальными унитарными 
матрицами группы (2),SU  а также единичными кватернионами. После 
этого рассмотрены изоморфизмы между этими представлениями. Мате-
риал изложен довольно подробно. Дополнительные сведения по данным 
и смежным вопросам можно найти как в работах [11–20], так и в более 
специализированных [32–37]. 

3.1. Матричная группа SO(3, R) 

Обозначим через (3, )O R  множество квадратных матриц третьего по-
рядка, которые удовлетворяют следующему условию: 

 ,T R R I  (3.1) 
где R – произвольная матрица из множества (3, ).O R  

Покажем, что множество (3, )O R  образует группу. Для этого рас-
смотрим произвольные матрицы R и Q из множества (3, ).O R  Произведе-
ние этих матриц RQ также принадлежит множеству (3, ),O R  так как 

 ( ) ( ) ,T T T T  RQ RQ Q R R Q Q Q I  

учитывая равенство (3.1). Очевидно, что множеству (3, )O R  также при-
надлежит единичная матрица I, которая является нейтральным элемен-
том относительно операции умножения матриц. Кроме того, для произ-
вольной матрицы (3, )O RR  существует обратная матрица 1,R  которая 
также принадлежит множеству (3, ),O R  так как 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )T T T      R R R R RR  

 1 1 1(( ) ) ( ) ,T T T     R R I I I  
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учитывая равенство (3.1). В результате получили, что множество (3, )O R  
удовлетворяет всем условиям группы. Следовательно, множество (3, )O R  
вместе с операцией умножения матриц образует группу, которая называ-
ется ортогональной группой третьего порядка над полем действительных 
чисел R и обозначается (3, ).O R  Элементы группы (3, )O R  называются 
ортогональными матрицами. Ортогональные матрицы имеют следую-
щие свойства. 

С в о й с т в о 1. Произвольная ортогональная матрица R удовлетворяет 
тождеству 
 .T RR I  

Доказательство. Пусть R – произвольная ортогональная матрица. 
Тогда, используя равенство (3.1), получим 
 ( ) .T T T T  RR R R I I  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 2. Произвольная ортогональная матрица R удовлетворяет 

тождеству 
 1 .T R R  

Доказательство. Пусть R – произвольная ортогональная матрица. 
Тогда, используя равенство (3.1) и свойство 1, получим 
 .T T R R RR I  
Из этого равенства следует, что 
 1 .T R R  

Свойство доказано. 
С в о й с т в о 3. Для произвольной ортогональной матрицы R справед-

ливы равенства 
 det 1. R  

Доказательство. Пусть R – произвольная ортогональная матрица. 
Тогда, используя равенство (3.1), получим 
 2(det ) det det det( )det det( ) det 1.T T    R R R R R R R I  
Отсюда следует, что 
 det 1. R  

Свойство доказано. 
Покажем, что действие ортогональных матриц на векторы сохраняет 

длины векторов. Для этого рассмотрим произвольный вектор 3,Rv  про-
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извольную ортогональную матрицу R и вычислим длину вектора, преоб-
разованного посредством матрицы R. Получим 

 | | ( ) ( ) ( ) | |.T T T T       Rv Rv Rv Rv Rv v R Rv v v v v v  

Отсюда следует, что преобразования, описываемые ортогональными 
матрицами, сохраняют расстояния между точками в евклидовом аффин-
ном пространстве 3.E  

Обозначим через (3, )SO R  подмножество ортогональных матриц из 
множества (3, ),O R  которые имеют следующее свойство: 

 det 1.R  (3.2) 
Покажем, что множество (3, )SO R  образует подгруппу группы (3, )O R . 
Для этого рассмотрим произвольные матрицы R и Q из множества 

(3, ).SO R  Произведение этих матриц RQ также принадлежит множеству 
(3, ),SO R  так как 

 det( ) det det 1. RQ R Q  

Очевидно, что множество (3, )SO R  содержит единичную матрицу I, яв-
ляющую нейтральным элементом относительно операции умножения 
матриц. Кроме того, для любой матрицы R из множества (3, )SO R  суще-
ствует обратная матрица 1,R  которая также принадлежит множеству 

(3, ),SO R  так как 

 1 1det 1.
det

  R
R

 

В результате получили, что множество (3, )SO R  вместе с операцией ум-
ножения матриц образует подгруппу группы (3, ).O R  Эта подгруппа на-
зывается специальной ортогональной группой третьего порядка над по-
лем действительных чисел R и обозначается через (3, ).SO R  Элементы 
группы (3, )SO R  называются собственно ортогональными матрицами. 

П р и м е р. Рассмотрим матрицу 

 

2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 .
0 0 1

 
 

  
 
  

R  

Очевидно, что 
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2 / 2 2 / 2 0 2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 2 / 2 2 / 2 0
0 0 1 0 0 1

T

   
   

     
   
      

R R I  

и, кроме того, 
 det 1.R  
Следовательно, матрица R является собственно ортогональной. 

3.2. Автоморфизмы сферы 

Рассмотрим сферу 2S  в евклидовом аффинном пространстве 3,E  ко-
торая описана каноническим уравнением 
 2 2 2 2x y z r    
относительно некоторой ортонормированной системы координат. Ис-
пользуя матричную нотацию, это уравнение может быть записано сле-
дующим образом: 
 2,T rp Sp  (3.3) 

где p обозначает радиус-вектор произвольной точки 3,P E  а S – матри-
цу квадратичной формы 
 2 2 2( , , ) ,x y z x y z  S  
которая, очевидно, имеет следующую структуру: 

 
1 0 0
0 1 0 .
0 0 1

 
   
  

S  

Геометрическое преобразование сферы саму в себя называется авто-
морфизмом сферы. 

Ортогональным поворотом называется линейное преобразование 
 3 3: ,E E   
которое удовлетворяет условию 
 2 2( ) .S S   

Это значит, что точки, лежащие на сфере 2,S  под действием ортогональ-
ного поворота  преобразуются также в точки, лежащие на сфере 2.S  Из 
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определения ортогонального поворота следует, что ортогональные пово-
роты – это линейные автоморфизмы сферы 2.S  

Обозначим через R матрицу ортогонального поворота  относительно 
рассматриваемой системы координат. Тогда из определения ортогональ-
ного поворота следует, что 
 ( ) ( )T Tp Sp Rp S Rp  

для любой точки 2.P S  Преобразуем это равенство следующим обра-
зом: 
 ( ) .T T Tp Sp p R SR p  
Так как радиус-вектор p был выбран произвольно, то из полученного ра-
венства следует, что 
 .TS R SR  
Принимая во внимание структуру матрицы S, из последнего равенства 
следует, что 
 .TI R R  
Если к тому же матрица поворота удовлетворяет условию 
 det 1,R  
то ортогональный поворот будет называться собственным ортогональ-
ным поворотом.  

В результате получили, что ортогональные повороты представляются 
ортогональными матрицами группы 3,O  а собственно ортогональные 
повороты – собственно ортогональными матрицами группы (3, ).SO R  
Отсюда следует, что ортогональные повороты сохраняют длину векторов 
в евклидовом векторном пространстве 3R  и, следовательно, расстояние 
между точками в евклидовом аффинном пространстве 3.E  Заметим, что 
из сохранения длины векторов следует сохранение ортогональными по-
воротами также и углов между векторами. 

Так как в дальнейшем будут рассматриваться только собственно ор-
тогональные повороты, то такие повороты будут также часто называться 
просто поворотами. 

3.3. Геометрическое построение поворота 

Из определения поворота следует, что это такое геометрическое пре-
образование, которое поворачивает евклидово аффинное пространст-
во 3E  вокруг линии, проходящей через начало системы координат. 
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Найдем векторное выражение для представления поворота. Для этого 
рассмотрим произвольную прямую L, проходящую через начало системы 
координат O, и возьмем произвольную точку P из пространства 3.E  
Пусть Q обозначает точку, которая получена из точки P путем ее поворо-
та на угол φ вокруг прямой L. Для нахождения векторного представления 
этого поворота выберем некоторую ортонормированную систему коор-
динат ( , , , ),O x y z  начало которой O лежит на прямой L. Обозначим че-
рез n единичный осевой вектор, направленный вдоль прямой L. Пусть p и 
q обозначают радиус-векторы точек P и Q соответственно. 

Для того чтобы найти соотношение между координатами точек P и Q, 
определим новую ортонормированную систему координат ( , , , ),O l m n  
оси которой направлены следующим образом. Ось l направлена вдоль 
ортогональной проекции вектора p на плоскость, перпендикулярную 
единичному вектору n и проходящую через начало координат O, а ось m 
определена следующим образом: 
 . m n l  (3.4) 

Построение системы координат ( , , , )O l m n  проиллюстрировано на 
рис. 3.1. 

 

m

l

n

O Q

P

L

 

Рис. 3.1. Геометрическое построение поворота 
 
Теперь представим радиус-вектор p как сумму его проекций на оси n 

и l следующим образом: 
 ( ) ( ) .   p p n n p l l  (3.5) 
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Определим вектор 
 cos sin .  r l m  (3.6) 
Видно, что вектор r – это единичный вектор, который получен поворо-
том вектора l вокруг оси n на угол . Тогда радиус-вектор q можно пред-
ставить как сумму его проекций на оси n и r следующим образом: 
 ( ) ( ) .   q q n n q r r  (3.7) 
Так как повороты сохраняют длину векторов и углы между векторами, то 
из сравнения равенств (3.5) и (3.7) следует, что 
 ,  q n p n  .  q r p l  
Подстановка этих значений в равенство (3.7) дает следующее равенство: 
 ( ) ( ) .   q p n n p l r  (3.8) 
Кроме того, из равенства (3.5) следует, что 
 ( ) ( ) .   p l l p p n n  (3.9) 
Теперь преобразуем равенство (3.8), используя равенства (3.4), (3.6) и 
(3.9). Получим 
 ( ) ( )(cos sin )      q p n n p l l m  
 ( ) cos ( ) sin ( )       p n n p l l p l m  
 ( ) cos ( ) sin ( )( )        p n n p l l p l n l  
 ( ) cos ( ) sin ( ( ) )        p n n p l l n p l l  
 ( ) cos ( ( ) ) sin ( ( ( ) ))          p n n p p n n n p p n n  
 ( ) cos ( ( ) ) sin ( ).       p n n p p n n n p  
Таким образом, в результате получили, что поворот на угол φ вокруг 
прямой L, используя операции векторной алгебры, описывается следую-
щим образом: 
 ( ) cos ( ( ) ) sin ( ).       q p n n p p n n n p  (3.10) 

3.4. Представление поворотов 
матрицами группы SO(3, R) 

Определим структуру собственно ортогональной матрицы, которая 
описывает поворот. Для этого рассмотрим векторное преобразование, за-
данное формулой (3.10). Чтобы представить это преобразование в мат-
ричном виде, определим следующие матрицы: 
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2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

,

n n n n n

n n n n n

n n n n n

 
 

  
 
  

M   
3 2

3 1

2 1

0
0 .

0

n n
n n
n n

 
   
  

K  

Теперь, принимая во внимание, что 
 ( ) , p n n Mp  , n p Kp  
равенство (3.10) может быть переписано, используя введенные матрицы 
M и N, следующим образом: 
 cos ( ) sin cos ( ) sin           q Mp p Mp Kp Mp I M p Kp  
 ( cos ( ) sin ) .    M I M K p  
Определим матрицу 
 ( , ) cos ( ) sin .     R n M I M K  
Из этого равенства следует, что матрица ( , )R n  имеет следующую струк-
туру: 
 ( , ) R n  

   

2 2
1 1 1 2 3 1 3 2

2 2
2 1 3 2 2 2 3 1

2 2
3 1 2 3 2 1 3 3

(1 )cos vers sin vers sin

vers sin (1 )cos vers sin ,

vers sin vers sin (1 )cos

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

    

    

    

    
 

     
      

 (3.11) 

где используется следующее обозначение: 
 vers 1 cos .    
Определенная выше матрица ( , )R n  является координатным представ-
лением поворота вокруг оси n на угол φ относительно ортонормирован-
ной системы координат ( , , , ).O x y z  

Из формулы (3.11) следует, что повороты вокруг координатных осей 
x, y и z на углы α, β и γ соответственно описываются следующими мат-
рицами: 

 
1 0 0

( , ) 0 cos sin ,
0 sin cos

  
 

 
   
  

R x  

 
cos 0 sin

( , ) 0 1 0 ,
sin 0 cos

 


 

 
   
  

R y  
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cos sin 0

( , ) sin cos 0 .
0 0 1

 
  

 
   
  

R z  

Покажем, что матрица поворота ( , )R n  является собственно ортого-
нальной. Видно, что матрицы M и N удовлетворяют следующим условиям: 

 ,T M M M  

 0,T T M K K M  

 .T  K K I M  
Из этих равенств следует, что 

 ( , ) ( , )T   R n R n  

 ( cos ( ) sin ) ( cos ( ) sin )T          M I M K M I M K  

 cos ( ) sinT T T     M M M M M M K  

 2cos ( ) cos ( 2 ) sin cos ( )T T T          M M M I M M M K M K  

 2sin sin cos ( ) sinT T T       K M K K M K K  

 2 2cos ( ) sin ( ) .      M I M I M I  
В результате доказали, что матрица ( , )R n  является ортогональной. 
Кроме того, 
 det ( , ) 1, R n  
так как систему координат в евклидовом аффинном пространстве всегда 
можно выбрать так, что прямая, вокруг которой выполняется поворот, 
будет совпадать с осью z этой системы координат. Легко вычислить, что 
в этом случае 
 ( , ) 1. R z  
Но определитель матрицы геометрического преобразования не зависит 
от выбора системы координат, относительно которой описано это гео-
метрическое преобразование. Следовательно, определитель любой мат-
рицы поворота также равен 1. Получили, что матрицы поворота являют-
ся собственно ортогональными, т. е. принадлежат матричной группе 

(3, ).SO R  
Решим обратную задачу, т. е. найдем ось n и угол  поворота, кото-

рый представлен некоторой ортогональной матрицей 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

.
r r r
r r r
r r r

 
   
  

R  

Для решения этой задачи рассмотрим формулу (3.11), которая описы-
вает структуру собственно ортогональной матрицы ( , ).R n  Сравнивая 
элементы матриц R и ( , ),R n  получим следующее выражение для опре-
деления угла : 
 arctan 2(sin ,cos ),    (3.12) 
где 

 
2 2 2

21 12 13 31 32 23( ) ( ) ( )
sin ,

2
r r r r r r


    

  (3.13) 

 11 22 33 1cos .
2

r r r


    (3.14) 

Тогда координаты оси n могут быть определены следующим образом: 

 32 23
1 ,

2sin
r rn


   13 31

2 ,
2sin
r rn


  21 12

3 2sin
r rn


  (3.15) 

при условии, что 
 0,    .   
Иначе координаты оси n определяются следующим образом: 

 11
1

1,
2

rn    22
2

1,
2

rn    33
3

1.
2

rn   (3.16) 

 

П р и м е р. Рассмотрим матрицу 

 

2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 ,
0 0 1

 
 

  
 
  

R  

которая, как было показано в примере 3.1, является собственно ортого-
нальной. Найдем ось и угол поворота, который представляет эта матри-
ца. Сначала, используя формулы (3.12)–(3.14), найдем угол поворота, по-
лучим 

 2sin ,
2

    2cos .
2
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Отсюда следует, что 

 .
4


   

Теперь, используя формулы (3.16), найдем координаты оси поворота, по-
лучим 
 1 0,n    2 0,n    3 1.n   

Этот же результат можно было бы получить, если заметить, что 
структура матрицы R совпадает со структурой матрицы ( , ),R z  которая 
описывает поворот вокруг оси координат z. 

3.5. Собственные векторы и значения поворотов 

Рассмотрим некоторый поворот, представленный собственно ортого-
нальной матрицей ( , )R n  относительно некоторой ортонормированной 
системы координат. Предположим, что угол этого поворота удовлетво-
ряет условию 
 0 2k    (3.17) 
при .k N  Для того чтобы упростить дальнейшие вычисления, опреде-
лим такую новую ортонормированную систему координат ( , , , ),O x y z  ось z 
которой совпадает с осью n поворота ( , ).R n  В разделе 3.4 было показа-
но, что в этом случае матрица рассматриваемого поворота относительно 
новой системы координат ( , , , )O x y z  имеет следующую структуру: 

 
cos sin 0

( , ) sin cos 0 .
0 0 1

 
  

 
   
  

R z  

Так как собственные векторы и собственные значения геометрическо-
го преобразования инвариантны относительно выбора системы коорди-
нат, относительно которой описано это геометрическое преобразование, 
то собственные векторы и собственные значения матрицы ( , )R z  совпа-
дают с собственными векторами и собственными значениями матрицы 

( , ).R n  Однако следует учитывать, что координаты этих векторов опре-
делены относительно разных систем координат. Собственные значения 
матрицы ( , )R z  могут быть найдены из следующего характеристическо-
го уравнения: 
 det( ( , ) ) 0,  R z I  
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которое эквивалентно равенству 

 
cos sin 0

sin cos 0 0.
0 0 1

  
  




  


 

Раскрывая определитель, это равенство может быть переписано следую-
щим образом: 

 2 2(1 )(cos ) (1 )sin          

 2 2(1 )((cos ) sin )         

 2 2 2(1 )(cos 2 cos sin )            

 2(1 )( 2 cos 1) 0.         

В результате получили кубическое уравнение относительно переменной . 
Это кубическое уравнение имеет следующие корни: 

 1 1,    2
2,3 cos cos 1 cos sin .i          

Это значит, что матрица ( , )R z  имеет только одно действительное собст-
венное значение 1,  которое равно единице. Тогда собственный вектор v, 
соответствующий собственному значению 1 , может быть определен из 
следующего уравнения: 
 ( , ) , R z v v  

которое может быть переписано по координатам следующим образом: 

 
1 1

2 2

3 3

cos sin 0
sin cos 0 .
0 0 1

v v
v v
v v

 
 

    
         
         

 

Это равенство эквивалентно следующей системе трех уравнений: 
 1 2(cos 1) sin 0,v v     

 1 2sin (cos 1) 0,v v      

 3 3.v v  (3.18) 

Первые два уравнения из этой системы 
 1 2(cos 1) sin 0,v v     

 1 2sin (cos 1) 0v v      (3.19) 
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имеют ненулевое решение относительно переменных 1v  и 2v  только в 
том случае, если выполняется условие 

 
cos 1 sin

0.
sin cos 1
 
 



 

 

Раскрывая определитель, это условие можно переписать следующим об-
разом: 

 2 2(cos 1) sin     

 2 2cos 2cos 1 sin        
 2(1 cos ) 0.    
Из полученного равенства следует, что равенства (3.19) имеют ненулевое 
решение только при условии, если 
 1 cos 0,   
которое эквивалентно условию 
 0 2k    
при .k N  Но полученное равенство противоречит предположению, ко-
торое задано неравенством (3.17). Следовательно, равенства (3.19) имеют 
только нулевое решение, отсюда следует, что равенства (3.18) имеют 
следующее нормализованное решение: 
 1 0,v   2 0,v   3 1,v   
которое может быть записано, используя векторные обозначения, как 
 .v z  
В результате получили, что ось z является единственным нормализован-
ным собственным вектором поворота, представленного собственно орто-
гональной матрицей ( , ).R z  Следовательно, поворот, представленный 
собственно ортогональной матрицей ( , ),R n  также имеет единственный 
нормализованный собственный вектор, который совпадает с осью n. 

Принимая во внимание геометрический смысл собственных векторов 
и соответствующих им собственных значений, можно сказать следую-
щее. Так как собственное значение 1 , соответствующее собственному 
вектору n, равно единице, то поворот, представленный собственно орто-
гональной матрицей ( , ),R n  оставляет неподвижными все точки, кото-
рые лежат на прямой, проходящей через начало системы координат, и 
направляющим вектором которой является ось поворота n. 
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3.6. Матричная группа SU(2) 

Обозначим через (2)SU  множество комплексных матриц второго по-
рядка, которые удовлетворяют следующим двум условиям: 

 , UU I   det 1.U  (3.20) 

Здесь U  обозначает матрицу, сопряженную матрице U, т. е. 

 ,T U U  

где элементы матрицы U  комплексно сопряжены с элементами матри-
цы U. 

По аналогии с матричной группой (3, )SO R  можно показать, что мат-
рицы из множества (2)SU  образуют группу. Эта группа называется спе-
циальной унитарной группой второго порядка и обозначается (2),SU  а 
элементы этой группы называются специальными унитарными матри-
цами. Из условий (3.20) следует, что обратная матрица для специальной 
унитарной матрицы равна сопряженной ей матрице, т. е. 

 1 . U U  
Найдем структуру матриц, принадлежащих группе (2)SU . Для этой 

цели рассмотрим произвольную матрицу 

 11 12

21 22
,

u u
u u
 

  
 

U  

принадлежащую группе (2).SU  Тогда комплексно сопряженная матри-
ца U  имеет следующие элементы: 

 11 21

12 22
,

u u
u u

  
  
 

U  

где черта над элементом обозначает сопряженное комплексное число. 
Подстановка этих матриц в равенства (3.20) дает следующие матричные 
равенства: 

 11 11 12 12 11 21 12 22

21 11 22 12 21 21 22 22

1 0
,

0 1
u u u u u u u u
u u u u u u u u

    
       

 (3.21) 

 11 22 12 21 1.u u u u   (3.22) 
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Равенство (3.21) эквивалентно следующей системе действительных ра-
венств: 
 11 11 12 12 1,u u u u   (3.23) 

 11 22

12 21
,u u

u u
   (3.24) 

 21 12

22 11
,u u

u u
   (3.25) 

 21 21 22 22 1.u u u u   (3.26) 
Теперь преобразуем равенство (3.22), используя полученные равенства 
(3.23) и (3.25), следующим образом: 

 21 12
11 22 12 21 11 12 22 11 12 22

22 11

u uu u u u u u u u u u
u u

   
           

 

 22 22
11 11 12 12

11 11
( ) 1.u uu u u u

u u
     

Из этого равенства следует, что 
 22 11.u u  (3.27) 

Аналогично, используя равенства (3.24) и (3.26), из равенства (3.22) по-
лучим, что 

 11 22
11 22 12 21 22 21 12 22 21 12

12 21

u uu u u u u u u u u u
u u
   

            
 

 12 12
22 22 21 21

21 21
( ) 1u uu u u u

u u
       

и, следовательно, 
 12 21.u u   (3.28) 
Введем следующие обозначения: 
 11,u u   12.v u  

Тогда, используя эти обозначения, из равенств (3.27) и (3.28) следует, что 
любая матрица группы (2)SU  имеет следующую структуру: 

 ,
u v
v u

 
   

U  

где u и v – комплексные числа, которые удовлетворяют условию 
 1.uu vv   (3.29) 
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Отсюда также следует, что сопряженная матрица U  имеет следую-
щую структуру: 

 .
u v
v u

  
  
 

U  

 

П р и м е р. Рассмотрим комплексную матрицу 

 

2 1 1 1
2 2 2 2 2 2 .

1 1 2 1
2 22 2 2 2

i i
u v
v u

i i

 
              

 

U  

Видно, что условие, заданное равенством (3.29), выполняется, так как 

 1 1 1 1 1
2 4 8 8

uu vv      . 

Следовательно, матрица U является специальной унитарной матрицей 
и принадлежит группе (2)SU . 

3.7. Спин матрицы Паули 

Пусть 3H  обозначает множество комплексных матриц второго по-
рядка, которые имеют следующую структуру: 

 3 1 2

1 2 3
,

p p ip
p ip p

 
    

P  

где 1p , 2p  и 3p  – произвольные действительные числа. Из этого опреде-
ления видно, что любая матрица 3HP  удовлетворяет двум условиям 
 ,P P   tr 0,P  

т. е. множество 3H  содержит эрмитовы или самосопряженные матрицы, 
след которых равен нулю. Сложение двух матриц из 3H  и умножение 
матрицы из 3H  на действительное число дает матрицу из 3H , так как 

 3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

p p ip q q iq
p ip p q iq q

    
            

P Q  

 3 3 1 1 2 2

1 1 2 2 3 3

( ) ( )
( ) ( ) ( )

p q p q i p q
p q i p q p q

    
       

, 
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 3 1 2

1 2 3

 
    

p p i p
p i p p
  


  

P  

для любых матриц 3, HP Q  и действительного числа λ. Следовательно, 
множество 3H  вместе с операциями сложения матриц и умножения мат-
рицы на действительное число образует линейное пространство. 

Покажем, что линейное пространство 3H  является трехмерным. Для 
этого рассмотрим следующие матрицы: 

 1
0 1

,
1 0


 

  
 

  2
0

,
0
i

i


 
  
 

  3
1 0

,
0 1


 

   
 

которые называются спин матрицами Паули. Видно, что спин матрицы 
Паули принадлежат линейному пространству 3H  и, кроме того, любая 
матрица 3HP  может быть представлена линейной комбинацией спин 
матриц Паули: 
 1 1 2 2 3 3.p p p    P  
Таким образом, спин матрицы Паули образуют базис линейного про-
странства 3H . Следовательно, линейное пространство 3H  является 
трехмерным. 

3.8. Представление поворотов 
матрицами группы SU(2) 

Определим изоморфизм между евклидовым аффинным пространст-
вом 3E  и линейным пространством 3.H  Для этой цели определим ото-
бражение 
 3 3: ,f E H  
которое по элементам задается следующим образом: 
 1 2 3( , , ) ,f x y z x y z      (3.30) 

где ( , , )x y z  – координаты произвольной точки 3P E  относительно неко-
торой системы координат. Из этого определения следует, что любая точка 

3P E  с координатами ( , , )x y z  отображается в следующую матрицу 

 
z x iy

x iy z
 

    
P  
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из линейного пространства 3.H  Очевидно, что введенное отображение f 
является изоморфизмом между пространствами 3E  и 3.H  

Возьмем произвольные матрицы (2)SUU  и 3.HP  Покажем, что 
матрица 
 P U PU  (3.31) 
также принадлежит множеству 3.H  Так как обратная матрица 1U  сов-
падает с сопряженной матрицей ,U  то матрица P  имеет те же собст-
венные значения, что и матрица P. Поэтому след матрицы P  удовлетво-
ряет условию 
 tr tr 0. P P  
Теперь покажем, что матрица P , так же как и матрица P, является само-
сопряженной 
 ( ) ( ) .          P U PU U P U U PU P   
Так как 
 det 1,U  
то преобразование, заданное равенством (3.31), сохраняет определитель 
матрицы P, т. е. 
 det det .P P  (3.32) 
Следовательно, матрица P  также принадлежит множеству 3.H  Поэтому 
матрица P  определяет некоторую точку 3,P E  которая получается из 
точки P посредством преобразования, заданного равенством (3.31). 

Равенство (3.32) можно переписать по элементам следующим обра-
зом: 
 2 2 2 2 2 2( ) ( ),x y z x y z          

где вектор ( , , )x y z    обозначает координаты точки P . Из этого равенства 
следует, что преобразование, заданное равенством (3.31), сохраняет рас-
стояние между точками в пространстве 3E . Отсюда следует, что каждая 
специальная унитарная матрица из группы (2)SU  соответствует некото-
рому мультипликативному преобразованию точек из пространства 3,E  
которое сохраняет расстояния между точками. Поэтому каждая специ-
альная унитарная матрица из группы (2)SU  представляет некоторый по-
ворот евклидова аффинного пространства 3.E  
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3.9. Параметры Кэли – Клейна 

Рассмотрим всевозможные произведения спин матриц Паули: 
 1 1 2 2 3 3 ,        I  
 1 2 2 1 3,i        
 2 3 3 2 1,i        
 3 1 1 2 2,i        (3.33) 
где I обозначает единичную матрицу. Теперь возьмем произвольную 
специальную унитарную матрицу второго порядка 

 
u v
v u

 
   

U  

и сопряженную ей матрицу 

 .
u v
v u

  
  
 

U  

Введем для действительной и мнимой частей комплексных чисел u и v 
следующие обозначения: 
 0 3u q iq  , 2 1v q iq  . 
Тогда сопряженные им комплексные числа имеют следующую структуру: 
 0 3,u q iq    2 1.v q iq   
Так как 
 det 1,uu vv  U  
то введенные действительные числа 0q , 1q , 2q  и 3q  удовлетворяют сле-
дующему условию: 
 2 2 2 2

0 1 2 3 1q q q q    . (3.34) 
Используя введенные обозначения, специальные унитарные матрицы U и 

U  могут быть представлены следующими линейными комбинациями 
спин матриц Паули: 
 0 1 1 2 2 3 3,q q i q i q i     U I  (3.35) 

 0 1 1 2 2 3 3.q q i q i q i      U I  (3.36) 
Следовательно, матрицы I, 1i , 2i  и 3i  образуют базис группы 
(2)SU , так как U – произвольная матрица из группы (2)SU . В этом слу-

чае действительные числа 0q , 1q , 2q  и 3q  могут рассматриваться как ко-



 81

ординаты матрицы U в этом базисе. Так как матрица U представляет не-
который поворот в 3E , то комплексные числа u и v также называются 
параметрами поворота или параметрами Кэли – Клейна (Cayley – Klein). 
В общем случае любые комплексные числа u и v, которые удовлетворяют 
равенству (3.34), определяют некоторую специальную матрицу из груп-
пы (2)SU . В свою очередь из равенства (3.35) следует, что специальная 
унитарная матрица U, которая задается параметрами Кэли – Клейна, 
имеет следующую структуру: 

 0 3 2 1

2 1 0 3
.

q iq q iq
q iq q iq
  

     
U  

Отсюда следует, что параметры Кэли – Клейна можно найти из специ-
альной унитарной матрицы 

 11 12

21 22
,

u u
u u
 

  
 

U  

используя следующие соотношения: 

 11 22
0 ,

2
u u

q


   12 21
1 ,

2
u uq

i
   12 21

2 ,
2

u uq    11 22
3 .

2
u uq

i
  (3.37) 

 
П р и м е р. Рассмотрим специальную унитарную матрицу 

 

2 1 1 1
2 2 2 2 2 2 ,

1 1 2 1
2 22 2 2 2

i i
u v
v u

i i

 
              

 

U  

которая была рассмотрена в примере из раздела 3.6. Используя формулу 
(3.37), найдем параметры Кэли – Клейна. Получим 

 0
2 ,

2
q    1

2 ,
2

q     2
2 ,

2
q     3

1 .
2

q    

3.10. Гомоморфизм между группами SU(2) и SO(3, R) 

Так как матрицы из групп (3, )SO R  и (2)SU  представляют повороты в 
трехмерном евклидовом аффинном пространстве, то между ними суще-
ствует некоторое соответствие. Чтобы найти это соответствие, рассмот-
рим произвольную собственно ортогональную матрицу 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

 
   
  

R  

из группы (3, )SO R  и произвольную специальную унитарную матрицу 

 0 3 2 1

2 1 0 3

q iq q iq
q iq q iq
  

     
U  

из группы (2).SU  Обозначим через p радиус-вектор произвольной точки 
3.P E  Тогда радиус-вектор точки, в которую преобразуется точка P при 

повороте, заданном матрицей R, определяется следующим образом: 
 .p Rp  

Перепишем это равенство по координатам. Получим 
 11 12 13 ,x r x r y r z    

 21 22 23 ,y r x r y r z    

 31 32 33 .z r x r y r z    (3.38) 

С другой стороны, произвольная матрица 

 
z x iy

x iy z
 

    
P  

из линейного пространства 3H  может быть преобразована посредством 
специальной унитарной матрицы U следующим образом: 

 .P U PU  
Также перепишем это равенство по координатам, получим 

 1 2 3 1 2 3 .x y z x y z           U U U U U U    (3.39) 

Подстановка равенств (3.38) в равенство (3.39) дает следующее равенство: 
 11 12 13 1 21 22 23 2 31 32 33 3( ) ( ) ( )r x r y r z r x r y r z r x r y r z            

 1 2 3 ,x y z      U U U U U U  

которое в свою очередь эквивалентно равенству 
 11 1 21 2 31 3 12 1 22 2 32 3 13 1 23 2 33 3( ) ( ) ( )r r r x r r r y r r r z                  

 1 2 3 .x y z      U U U U U U  
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Из этого равенства следует, что 
 *

1 1 2 2 3 3k k k kr r r     U U  (3.40) 
для {1, 2, 3}.k   Полученные равенства (3.40) определяют соответствие 
между специальными унитарными матрицами из группы (2)SU  и собст-
венно ортогональными матрицами из группы (3, ).SO R  

Опишем структуру собственно ортогональной матрицы R, используя 
параметры Кэли – Клейна. Выражения для элементов матрицы R могут 
быть найдены из равенств (3.40). Для того чтобы разрешить равенства 
(3.40) относительно элементов матрицы R, найдем преобразования спин 
матриц Паули посредством специальных унитарных матриц, представ-
ленных через параметры Кэли – Клейна. Используя равенства (3.35) и 
(3.36), эти преобразования могут быть записаны следующим образом: 
 *

0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3( ) ( )k kq q i q i q i q q i q i q i             U U I I  
для {1, 2, 3}.k   Вычислим эти выражения, используя равенства (3.33), по-
лучим 
 2 2 2 2

1 0 1 2 3 1 1 2 0 3 2 1 3 0 2 3( ) 2( ) 2( ) ,q q q q q q q q q q q q           U U  

 2 2 2 2
2 1 2 0 3 1 0 1 2 3 2 2 3 0 1 32( ) ( ) 2( ) ,q q q q q q q q q q q q           U U  

 2 2 2 2
3 1 3 0 2 1 2 3 0 1 2 0 1 2 3 32( ) 2( ) ( ) .q q q q q q q q q q q q           U U  

Сравнение полученных равенств с равенствами (3.40) показывает, что 
элементы ортогональной матрицы R определяются через параметры Кэ-
ли – Клейна следующим образом: 

 

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2
1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2
1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

2( ) 2( )

2( ) 2( ) .

2( ) 2( )

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

     
 

      
       

R  (3.41) 

Учитывая равенство (3.34), диагональные элементы матрицы R могут быть 
упрощены следующим образом: 

 

2 2
0 1 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2
1 2 0 3 0 2 2 3 0 1

2 2
1 3 0 2 2 3 0 1 0 3

2( ) 1 2( ) 2( )

2( ) 2( ) 1 2( ) .

2( ) 2( ) 2( ) 1

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

    
 

     
      

R  (3.42) 

Таким образом, структура произвольной собственно ортогональной матри-
цы из группы (3, )SO R  через параметры Кэли – Клейна задается выраже-
ниями (3.41) и (3.42). Используя эти выражения, определим отображение 
 : (2) (3, )g SU SO R . 
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Из этого определения видно, что 
 ( ) ( )g g U U  
для любой матрицы (2).SUU  Следовательно, любой поворот может 
быть представлен одной из двух специальных унитарных матриц U или –U. 

Теорема 1. Отображение g является гомоморфизмом из группы (2)SU  
в группу (3, ),SO R  т. е. для произвольных матриц , (2)SUU V  выполня-
ется тождество 
 ( ) ( ) ( ).g g gUV V U  

Доказательство. Рассмотрим произвольные матрицы U и V из груп-
пы (2).SU  Предположим, что 
 ( ) ,g U R   ( ) .g V Q  
Теперь, используя равенства (3.40), найдем выражения для описания 
действий композиции матриц UV  на спин матрицы Паули. Получим 
 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )k k k kr r r        V U UV V V  

 1 1 2 2 3 3k k kr r r       V V V V V V  
 1 11 1 21 2 31 3 2 12 1 22 2 32 3( ) ( )k kr q q q r q q q             
 3 13 1 23 2 33 3 11 1 12 2 13 3 1( ) ( )k k k kr q q q q r q r q r           
 21 1 22 2 23 3 2 31 1 32 2 33 3 3( ) ( )k k k k k kq r q r q r q r q r q r        
для {1, 2, 3}.k   Из равенства следует, что 
 ( )g UV  

 
11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32 11 13 12 23 13 33

21 11 22 21 23 31 12 21 22 22 32 23 13 21 23 22 33 23

31 11 32 21 33 31 31 12 32 22 33 32 31 13 32 23 33 33

q r q r q r q r q r q r q r q r q r
q r q r q r r q r q r q r q r q r q
q r q r q r q r q r q r q r q r q r

      
         
       

 

 
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

( ) ( ).
q q q r r r
q q q r r r g g
q q q r r r

   
        
      

QR V U  

Таким образом, получили, что 
 ( ) ( ) ( ),g g gUV V U  
т. е. отображение g является гомоморфизмом из группы (2)SU  в группу 

(3, ).SO R  
Теорема доказана. 
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П р и м е р 1. Рассмотрим параметры Кэли – Клейна 

 0
2 ,

2
q    1

2 ,
2

q     2
2 ,

2
q     3

1 ,
2

q    

которые были получены в примере из раздела 3.9. Используя формулу 
(3.42), найдем собственно ортогональную матрицу R, которая определя-
ется этими параметрами Кэли – Клейна. Получим 

 

1/ 4 1/ 4 2 / 2 2 / 4 1/ 2

1/ 4 2 / 2 1/ 4 2 / 4 1/ 2 .

2 / 4 1/ 2 2 / 4 1/ 2 1/ 2

  
 

   
    

R  

Рассмотрим обратную проблему, как получить параметры Кэли – Клей-
на из заданной матрицы (3, ).SO RR  Первый шаг к решению этой про-
блемы состоит в определении максимального числа 

 2 2 2 2
max 0 1 2 3max{4 ,4 ,4 ,4 },q q q q q  

где 

 2
0 11 22 334 1 ,q r r r      2

1 11 22 334 1 ,q r r r     

 2
2 11 22 334 1 ,q r r r      2

3 11 22 334 1 .q r r r     

Такой выбор числа maxq  обеспечивает более точное вычисление квад-
ратного корня из этого числа для нахождения значений параметров Кэли – 
Клейна. После этого параметры Кэли – Клейна могут быть определены 
следующим образом. Если 

 2
max 04 ,q q  

то 

 max
0 ,

2
q

q     23 32
1

0
,

4
r rq

q
   31 13

2
0

,
4

r rq
q
   12 21

3
0

.
4

r rq
q
  

Если 

 2
max 14 ,q q  

то 

 max
1 ,

2
q

q     12 21
2

1
,

4
r rq

q
   13 31

3
1

,
4

r rq
q
   23 32

0
1

.
4

r rq
q
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Если 

 2
max 24 ,q q  

то 

 max
2 ,

2
q

q     23 32
3

2
,

4
r rq

q
   31 13

0
2

,
4

r rq
q
   12 21

1
2

.
4

r rq
q
  

И наконец, если 

 2
max 34 ,q q  

то 

 max
3 ,

2
q

q     12 21
0

3
,

4
r rq

q
   13 31

1
3

,
4

r rq
q
   23 32

2
3

.
4

r rq
q
  

Теперь определим отображение 
 : (3, ) (2),h SO R SU  

используя приведенные выражения для вычисления параметров Кэли – 
Клейна. Из этого определения видно, что 
 ( ) ( ).h h R R  

Это значит, что отображение h отображает любую матрицу из группы 
(3, )SO R  в две матрицы из группы (2),SU  связанные последним соотно-

шением. 
Теорема 2. Отображение h является гомоморфизмом из группы (3, )SO R  

в группу (2).SU  
Доказательство. Эта теорема может быть доказана аналогично тео-

реме 1. 
 
П р и м е р 2. Рассмотрим собственно ортогональную матрицу 

 

1/ 4 1/ 4 2 / 2 2 / 4 1/ 2

1/ 4 2 / 2 1/ 4 2 / 4 1/ 2 .

2 / 4 1/ 2 2 / 4 1/ 2 1/ 2

  
 

   
    

R  

Найдем из этой матрицы параметры Кэли – Клейна. Так как 

 2
max 0 11 22 334 1 2,q q r r r       
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то получим 

 max
0

2 ,
2 2

q
q    

 23 32
1

0

1 ,
4 2 2

r rq
q
     31 13

2
0

1 ,
4 2 2

r rq
q
     12 21

3
0

1 .
4 2

r rq
q
    

3.11. Представление поворотов 
единичными кватернионами 

Рассмотрим такой произвольный кватернион 
 0 ,p P p  
который удовлетворяет условию 
 .  P P  
Из этого условия следует, что должно выполняться равенство 
 0 0 ,p p   p p  
которое в свою очередь эквивалентно равенству 
 0 0.p   
Следовательно, кватернион P имеет следующую структуру: 
 1 2 3 ,   p p pP i j k p  
т. е. кватернион P имеет только векторную часть. Такие кватернионы на-
зываются векторными кватернионами или просто векторами. Теперь 
возьмем произвольный единичный кватернион 
 0q Q q  
и рассмотрим следующее преобразование: 
 P QPQ  (3.43) 
векторного кватерниона P. Это равенство может быть переписано, ис-
пользуя векторные операции следующим образом: 
 0 0( ) ( )q q    P QPQ q p q  
 0 0( )( )q q      q p q p p q  
 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q q q q               p q q p p q p p q p q q q p p q  

 2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )q q q          p p q p q q q p q p q  

 2
0 02 ( ) ( ) ( ) .q q       p q p p q q p q q  
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В результате получили следующее векторное выражение: 
 2

0 02 ( ) ( ) ( )       q qP p q p p q q p q q  (3.44) 
для преобразования, заданного формулой (3.43). Отсюда следует, что 
кватернион P  также является вектором, который будет обозначаться 
следующим образом: 
 .p P  
Кроме того, так как 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),N N N N N N   P QPQ Q P Q P  

учитывая, что Q и Q  являются единичными кватернионами, то преобра-
зование, заданное формулой (3.43), сохраняет норму кватерниона и, сле-
довательно, длину векторов. В результате можно сделать вывод, что 
формула (3.43) описывает некоторый поворот вектора в евклидовом век-
торном пространстве 3R  или поворот точки в евклидовом аффинном 
пространстве 3,E  координаты которой задаются вектором p. 

3.12. Гомоморфизм между группой SO(3, R) 
и группой единичных кватернионов 

Перепишем формулу (3.44), используя матричную нотацию. Для этой 
цели введем следующие матрицы: 

 
3 2

3 1

2 1

0
0 ,

0

q q
q q
q q

 
   
  

K   

2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

.

 
 

  
 
  

q q q q q

q q q q q

q q q q q

M  

Используя эти обозначения и принимая во внимание, что 
 , q p Kp   ( ) ( ) ,T  p q q qq p Mp  
формула (3.44) может быть преобразована следующим образом: 
 2

0 02 ( ) ( ) ( )        q qP p q p p q q p q q  

 2
0 02 ( ) ( ) ( ) ( )         q qp q p p q q p q q q q p  

 2
0 02 ( ) 2( ) ( )      Tq qp q p qq p q q p  

 2
0 02 2 ( )     q qIp Kp Mp q q Ip  

 2
0 0( 2 2 ( ) ) .    q qI K M q q I p  
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Введем следующую матрицу: 
 2

0 02 2 ( ) .    q qR I K M q q I  (3.45) 
Из выражения (3.45) следует, что матрица R имеет следующую структуру: 

      

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2
1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2
1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

2( ) 2( )

2( ) 2( ) .

2( ) 2( )

     
 

      
       

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

R  (3.46) 

Используя это обозначение, равенство (3.44) может быть переписано 
следующим образом: 
 .p Rp  
Заметим, что матрица R является собственной ортогональной матрицей, 
т. е. принадлежит группе (3, ),SO R  так как преобразование, представляе-
мое этой матрицей, сохраняет длину векторов и определитель матрицы 
равен единице. Из выражений для элементов матрицы R следует, что она 
может быть получена из любого из единичных кватернионов Q или .Q  
Следовательно, кватернионы Q и Q  представляют один и тот же пово-
рот. 

Используя формулу (3.46), определим отображение 
 4: (3, ),g HU SO R  

где через 4HU  обозначим группу единичных кватернионов. Из этого 
определения видно, что 
 ( ) ( )g g Q Q  

для любого единичного кватерниона 4.HUQ  Следовательно, любой 
поворот может быть представлен одним из двух единичных кватернио-
нов Q или –Q. 

Теорема. Отображение g является гомоморфизмом из группы еди-
ничных кватернионов 4HU  в группу собственно ортогональных матриц 

(3, )SO R , т. е. для произвольных единичных кватернионов 4, HUP Q  
выполняется тождество 
 ( ) ( ) ( ).g g gPQ P Q  

Доказательство. Доказательство этой теоремы следует из формулы 
(3.45), которая описывает матричное представление поворота, соответст-
вующего как единичному кватерниону, так и собственно ортогональной 
матрице. 
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Рассмотрим обратную задачу. Пусть задана собственно ортогональная 
матрица R. Нужно найти кватернион, соответствующий этой матрице. Ко-
ординаты такого кватерниона можно найти аналогично параметрам Кэли – 
Клейна, как это было описано в разделе 3.7. Можно также показать, что 
формулы для нахождения координат кватерниона из собственно ортого-
нальной матрицы задают гомоморфизм из группы собственно ортого-
нальных матриц (3, )SO R  в группу единичных кватернионов. 

П р и м е р. Рассмотрим единичный кватернион 

 2 2 2 1
2 4 4 2

   Q i j k  

и, используя формулу (3.46), найдем собственно ортогональную матри-
цу R, соответствующую этому единичному кватерниону. Получим 

 

1/ 4 1/ 4 2 / 2 2 / 4 1/ 2

1/ 4 2 / 2 1/ 4 2 / 4 1/ 2 .

2 / 4 1/ 2 2 / 4 1/ 2 1/ 2

  
 

   
    

R  

3.13. Геометрический смысл единичных кватернионов 

Определим геометрический смысл единичного кватерниона. Для этой 
цели рассмотрим произвольный единичный кватернион 

 cos sin ,
2 2
  Q n  

где 
 1 2 3n n n  n i j k  

обозначает единичный вектор. Используя эти обозначения, координаты 
единичного кватерниона Q могут быть определены следующим образом: 

 0 cos ,
2

q    1 1sin ,
2

q n   2 2sin ,
2

q n  3 3sin .
2

q n  

Теперь подставим эти значения в выражения элементов собственно 
ортогональной матрицы R, структура которой задана формулой (3.46). 
Принимая во внимание, что координаты вектора n удовлетворяют ус-
ловию 

 2 2 2
1 2 3 1,  n n n  
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получим следующие выражения для диагональных элементов матрицы R: 

 2 2 2 2 2
11 1 2 3cos sin ( )

2 2
    r n n n   

 2 2 2 2 2 2 2
1 1cos sin (2 1) cos sin 2 sin

2 2 2 2 2
      n n      

 2 2 2
1 1 1cos (1 cos ) (1 )cos     n n n    

и аналогично 
 2 2

22 2 2(1 )cos ,  r n n    2 2
33 3 3(1 )cos .  r n n   

Далее, используя тригонометрические тождества, получим следующие 
выражения для недиагональных элементов матрицы R: 

 2
12 1 2 3 1 2 32sin 2 sin cos (1 cos ) sin

2 2 2
r n n n n n n  

      , 

 2
21 1 2 3 1 2 32sin 2 sin cos (1 cos ) sin

2 2 2
r n n n n n n  

       

и аналогично 
13 1 3 2(1 cos ) sinr n n n    , 31 3 1 2(1 cos ) sinr n n n    , 

23 2 3 1(1 cos ) sinr n n n    , 32 3 2 1(1 cos ) sinr n n n    . 
В результате получили, что собственно ортогональная матрица R имеет 
следующую структуру: 

2 2
1 1 1 2 3 1 3 2

2 2
1 2 3 2 2 2 3 1

2 2
3 1 2 3 2 1 3 3

(1 )cos (1 cos ) sin (1 cos ) sin

(1 cos ) sin (1 )cos (1 cos ) sin .

(1 cos ) sin (1 cos ) sin (1 )cos

      
 

       
        

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

    

    

    

R  

Видно, что структура матрицы R совпадает со структурой матри-
цы ( , ),R n  которая была рассмотрена в разделе 3.3. Следовательно, еди-
ничный кватернион 

 cos sin
2 2
  Q n  

представляет поворот вокруг оси n на угол . 
Теперь определим геометрический смысл произведения двух единич-

ных кватернионов. Для этой цели рассмотрим преобразование произ-
вольного вектора p последовательно двумя единичными кватернионами 

1Q  и 2.Q  Получим 

 2 1 1 2 2 1 2 1( ) ( ) .   p Q Q pQ Q Q Q p Q Q  
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Из этого равенства следует, что произведение единичных кватернионов 
2 1( )Q Q  соответствует композиции поворотов, которые представляются 

единичными кватернионами 1Q  и 2.Q  Так как произведение единичных 
кватернионов также является единичным кватернионом, то представле-
ние композиции поворотов через кватернионы дает простой способ оп-
ределения оси и угла поворота, который является результатом этой ком-
позиции. Для определения этих параметров результирующего поворота 
рассмотрим два единичных кватерниона 

 1 1
1 1cos sin ,

2 2
  Q n   2 2

2 2cos sin
2 2
  Q n  

и, используя формулу (2.2), найдем произведение кватернионов 1Q  и 2.Q  
Получим 

 2 1 2 1
1 2 1(cos cos sin sin )

2 2 2 2
      2Q Q n n  

 2 1 1 2 2 1
1 2 2 1(cos sin cos sin sin sin ).

2 2 2 2 2 2
        n n n n  

Отсюда следует, что если 

 2 1 cos sin ,
2 2
   Q Q Q n  

то 

 2 1 2 1
2 1cos cos cos sin sin ,

2 2 2 2 2
      n n  

 2 1 1 2 2 1
1 2 2 1sin cos sin cos sin sin sin .

2 2 2 2 2 2 2
         n n n n n  

Из этих формул легко можно найти угол φ и ось n результирующего по-
ворота. 

П р и м е р. Рассмотрим единичный кватернион 

 cos sin ,
4 4
  Q n  

где 

 1 1 2 .
2 2 2

  n i j k  

Очевидно, что единичный кватернион Q описывает поворот вокруг оси n 

на угол .
2
  Найдем собственно ортогональную матрицу R, соответст-
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вующую кватерниону Q. Используя структуру собственно ортогональной 
матрицы, получим 

 

1/ 4 1/ 4 2 / 2 2 / 4 1/ 2

1/ 4 2 / 2 1/ 4 2 / 4 1/ 2 .

2 / 4 1/ 2 2 / 4 1/ 2 1/ 2

  
 

   
    

R  

Видно, что эта матрица совпадает с матрицей R, полученной в приме-
ре из раздела 3.12. 

Найдем произведение единичных кватернионов, которые описывают 
поворот вокруг одной и той же оси. Для этого рассмотрим единичные 
кватернионы 

 cos sin ,
2 2
  P n   cos sin .

2 2
  Q n  

Используя формулу (2.2), произведение этих кватернионов может быть 
выражено следующим образом: 

 (cos cos sin sin )
2 2 2 2
      PQ n n  

 (cos sin cos sin sin sin )
2 2 2 2 2 2
         n n n n  

 (cos cos sin sin ) (cos sin cos sin )
2 2 2 2 2 2 2 2
           n  

 (cos cos sin sin ) (cos sin cos sin )
2 2 2 2 2 2 2 2
           n  

 cos sin .
2 2

      n  

Отсюда следует, что два последовательных поворота вокруг одной оси 
эквивалентны одному повороту вокруг этой оси на угол, равный сумме 
углов двух последовательных поворотов. 
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Глава 4 
ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ  ПОВОРОТОВ 

Цель данной главы – рассмотреть различные параметризации поворо-
тов, которые позволяют дать их векторное представление. Некоторые 
параметризации и векторные представления поворотов уже были рас-
смотрены в главе 3, это параметризация Кэли – Клейна и представление 
поворотов единичными кватернионами. В главе 4 будут рассмотрены 
другие подходы к параметризации поворотов. 

4.1. Ориентация 

Прежде чем переходить к определению ориентации твердых объектов в 
евклидовом аффинном пространстве 3,E  сделаем несколько общих замеча-
ний относительно поворота и ориентации. Поворот рассматривается как ак-
тивный объект, который представляет некоторое действие на различные 
геометрические объекты в 3,E  вызывая изменение их положения. В геомет-
рическом моделировании геометрические объекты, как правило, описыва-
ются векторами, поэтому повороты обычно представляются матрицами. С 
другой стороны, положения твердых объектов в евклидовом пространстве 
задаются локальными системами координат, которые жестко связываются с 
твердыми объектами. Эти локальные системы координат рассматриваются 
как пассивные объекты, на которые действуют геометрические преобразова-
ния. Но пассивные геометрические объекты обычно представляются точка-
ми некоторого пространства, которые подвержены некоторым преобразова-
ниям. Поэтому необходимо определить некоторое векторное представление 
для положений твердого тела в пространстве. Так как в данной главе рас-
сматриваются только ориентации твердых объектов, поэтому векторное 
представление будет определено только для ориентации. 

Теперь перейдем к определению ориентации. Рассмотрим твердый 
объект, расположенный в трехмерном евклидовом аффинном простран-
стве 3.E  Предположим, что этот объект имеет одну неподвижную точку. 
Выберем в пространстве 3E  такую ортонормированную систему коорди-
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нат ( , , , ),O x y z  что точка O, которая является началом этой системы ко-
ординат, совпадает с неподвижной точкой рассматриваемого объекта. 
В свою очередь к рассматриваемому объекту жестко привяжем некото-
рую ортонормированную систему координат ( , , , ).O   x y z  Тогда положе-
ние рассматриваемого объекта в евклидовом аффинном пространстве 3E  
может быть определено как положение системы координат ( , , , )O   x y z  
относительно базовой системы координат ( , , , ).O x y z  В этом случае го-
ворят, что тройка векторов ( , , )  x y z  описывает ориентацию объекта от-
носительно базисной тройки ( , , ).x y z  Определим следующие матрицы: 

 ,Q x y z    .   Q x y z  

Учитывая, что матрица Q  определяет ориентацию твердого тела относи-
тельно базисной тройки векторов Q, будем называть эту матрицу просто 
ориентацией. Так матрица Q определяет некоторую ориентацию относи-
тельно естественного базиса векторного пространства 3,R  то она также 
является ориентацией. Ориентация Q будет называться базовой ориен-
тацией. 

Матрицы Q и Q  являются ортогональными, так как они составлены 
из векторов, которые образуют базис ортонормированных систем коор-
динат. Следовательно, 
 det 1.  Q  
Если 
 det 1, Q  

то ориентация Q  называется правой, иначе – левой. В дальнейшем будем 
предполагать, что рассматриваются только правые ориентации. Поэтому 
считаем, что матрицы Q и Q  являются собственно ортогональными. 

Так как ориентация описывается тремя векторами, то существует не-
которое преобразование R, которое преобразует ориентацию Q в ориен-
тацию .Q  Это преобразование определяется из равенства 

  Q RQ  
следующим образом: 
 .TR QQ  (4.1) 

Отсюда следует, что матрица R является собственно ортогональной 
как композиция двух собственно ортогональных матриц. Но собственно 
ортогональные матрицы описывают некоторый поворот евклидова аф-
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финного пространства 3.E  Поэтому делаем заключение, что ориента-
ция Q  может быть получена из базовой ориентации Q посредством не-
которого поворота. Следовательно, ориентация также может быть пред-
ставлена поворотом, который преобразует базовую ориентацию. 

Из предыдущих рассуждений видно, что существуют две точки зре-
ния на элементы специальной ортогональной группы (3, ).SO R  Если эле-
менты группы (3, )SO R  рассматриваются как активные объекты, то они 
называются поворотами и само множество (3, )SO R  рассматривается как 
группа собственно ортогональных матриц. Но если элементы множества 

(3, )SO R  рассматриваются как пассивные объекты, то они называются 
ориентациями и само множество (3, )SO R  рассматривается как гладкое 
многообразие, т. е. гладкое точечное множество. В этом случае для пред-
ставления ориентаций обычно используется векторное представление. 

Из этих рассуждений видно, что множество (3, )SO R  с операцией умно-
жения матриц является одновременно группой и гладким многообразием. 
Такие множества, которые одновременно являются гладкими многообра-
зиями и снабжены групповой структурой, называются группами Ли. 

4.2. Вектор конечного поворота 

Так как ориентации рассматриваются как точки гладкого многооб-
разия SO(3, R), то для этих точек естественно было бы получить век-
торное описание. Для того чтобы это сделать, возьмем произвольный 
вектор 3.Rv  Используя матричную нотацию, поворот вектора v во-
круг оси n на угол  описывается следующим образом: 
 ( , ) , v R n v  (4.2) 
где ( , )R n  − собственно ортогональная матрица, описывающая дан-
ный поворот. С другой стороны, из геометрических соотношений, ко-
торые проиллюстрированы на рис. 4.1, этот же поворот может быть 
описан, используя векторные операции, следующим образом: 

 2 ,
2
  
 v vv v r  (4.3) 

где 
 tan( / 2)r n  
при условии, что 
 .   (4.4) 
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Рис. 4.1. Геометрическое определение вектора поворота 
 

Вектор r называется вектором конечного поворота. Равенство (4.3) 
может быть преобразовано следующим образом: 
 ( ) ( ).     v r v v r v  

В свою очередь последнее равенство может быть переписано, исполь-
зуя матричную нотацию, как 
 ( ) ( ) ,   v K r v v K r v  (4.5) 

где ( )K r  обозначает кососимметричную матрицу, которая имеет сле-
дующую структуру 

 
3 2

3 1

2 1

0
( ) 0 .

0

r r
r r
r r

 
   
  

K r  

Из равенства (4.5) следует, что 

 1( ( )) ( ( )) .  v I K r I K r v  (4.6) 

Сравнение равенств (4.2) и (4.6) показывает, что 

 1( , ) ( ( )) ( ( )).   R n I K r I K r  (4.7) 

Формула (4.7) определяет факторизацию Кэли собственно ортогональ-
ной матрицы ( , ).R n  Видно, что ненулевые элементы матрицы ( )K r  
являются координатами вектора конечного поворота r. Из равен-

L 

v

n

O 
v

( ) / 2 v v
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ства (4.7) кососимметричная матрица ( )K r  может быть определена 
следующим образом: 
 1( ) ( ( , ) )( ( , ) ) .    K r R n I R n I  (4.8) 
Это равенство можно использовать для вычисления матрицы ( )K r  толь-
ко при условии, если выполняется неравенство 
 det( ( , ) ) 0,  R n I  (4.9) 
которое в свою очередь эквивалентно неравенству (4.4). 

В результате получили, что любой собственно ортогональной матри-
це ( , ),R n  удовлетворяющей неравенству (4.9), соответствует некоторая 
кососимметричная матрица ( ),K r  которая определяется посредством 
формулы (4.8). Множество кососимметричных матриц образуют линей-
ное пространство относительно операции сложения матриц. Это линей-
ное пространство можно рассматривать как локальную параметризацию 
множества ориентаций, учитывая, что это линейное пространство не по-
крывает такие собственно ортогональные матрицы ( , ),R n  которые не 
удовлетворяют неравенству (4.9). Но каждой кососимметричной матрице 

( )K r  соответствует вектор конечного поворота 
 tan( / 2) .r n  (4.10) 
Если 
 ,   
то tan( / 2)  равен бесконечности и, следовательно, множество векторов 
поворота образует трехмерное проективное пространство 3.RP  Отсюда 
следует, что так как факторизация Кэли является взаимно однозначным 
отображением между матрицами из группы (3, )SO R  и кососимметричными 
матрицами, а следовательно, и векторами конечного поворота, то группа 

(3, )SO R  гомеоморфна проективному пространству 3.RP  В результате по-
лучили, что каждый элемент группы (3, )SO R  может быть локально пред-
ставлен вектором конечного поворота 3.Rr  Вектор конечного поворота r, 
который соответствует повороту ( , ),R n  будет обозначаться ( , ).r n  

П р и м е р. Определим вектор конечного поворота, который соответ-
ствует собственно ортогональной матрице 

 

2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 .
0 0 1

 
 

  
 
  

R  
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Для этого сначала определим кососимметричную матрицу, которая соот-
ветствует матрице R посредством факторизации Кэли. Используя фор-
мулу (4.7), получим 
 1( )( )   K R I R I  

 

1
2 2 2 0 2 2 2 0

1 2 2 2 0 2 2 2 0
4

0 0 0 0 0 4

      
   

      
   
      

 

 

0 2 0
1 2 0 0 .

4( 2 2) 0 0 0

 
 

  
  

  

 

Отсюда следует, что вектор конечного поворота имеет координаты: 

 1 0,r    2 0,r    3
2 .

4( 2 2)
r 


 

4.3. Параметры Родрига 

Рассмотрим произвольный вектор конечного поворота 
1 2 3( , , ).r r rr  

Из формулы (4.10) следует, что тангенс половины угла  и ось n поворота, 
который описывает вектор r, могут быть определены следующим образом: 

 2 2 2
1 2 3tan( / 2) | | ,r r r    r  (4.11) 

 
2 2 2

1 2 3

1 1 .
| | r r r

 
 

n r r
r

 

Определим соответствие между координатами вектора конечного поворота 
( , )r n  и элементами собственно ортогональной матрицы ( , ).R n  В разде-

ле 3.4 было показано, что матрица ( , )R n  имеет следующую структуру: 
 ( , ) R n  

2 2
1 1 1 2 3 1 3 2

2 2
2 1 3 2 2 2 3 1

2 2
3 1 2 3 2 1 3 3

cos (1 ) (1 cos ) sin (1 cos ) sin

(1 cos ) sin cos (1 ) (1 cos ) sin .

(1 cos ) sin (1 cos ) sin cos (1 )

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n
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Выразим тригонометрические функции sin  и cos  через тангенс поло-
винного угла. Получим 

 2
2 tan( / 2)sin ,

1 tan ( / 2)








  
2

2
1 tan ( / 2)cos .
1 tan ( / 2)








 

Теперь подставим в эти выражения значение tan( / 2) , которое задано 
формулой (4.11). В результате получим следующие значения sin  и 
cos  через координаты вектора конечного поворота 

 
2 2 2

1 2 3
2 2 2

1 2 3

2
sin ,

1
r r r
r r r


 


  

  
2 2 2

1 2 3
2 2 2

1 2 3

1 ( )cos .
1

r r r
r r r


  
  

 

Подстановка этих выражений для тригонометрических функций sin  и 
cos  в выражение для матрицы поворота ( , )R n  дает 
 ( ) R r  

   

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2

2 2 2
2 1 3 1 2 3 2 3 12 2 2

1 2 3 2 2 2
3 1 2 3 2 1 1 2 3

1 2( ) 2( )
1 2( ) 1 2( ) .

1
2( ) 2( ) 1

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r
r r r

r r r r r r r r r

     
 

      
          

 (4.12) 

Формула (4.12) описывает структуру матрицы поворота ( , )R n  через 
координаты вектора конечного поворота ( , ).r n  

Матрица ( )R r  может быть также получена посредством факториза-
ции Кэли, описанной формулой (4.7) из предыдущего раздела. Для этого 
нужно взять кососимметричную матрицу 

 
3 2

3 1

2 1

0
( ) 0 .

0

r r
r r
r r

 
   
  

K r  

Видно, что в этом случае 

 
3 2

3 1

2 1

1
( ) 1 ,

1

r r
r r
r r

 
    
  

I K r   
3 2

3 1

2 1

1
( ) 1 .

1

r r
r r

r r

 
    
  

I K r  

Из этого равенства следует, что 

 2 2 2
1 2 3det( ( )) 1 ,r r r    I K r  
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2
1 1 2 3 1 3 2

1 2
1 2 3 2 2 3 12 2 2

1 2 3 2
1 3 2 2 3 1 3

1
1( ( )) 1 .

1
1

r r r r r r r

r r r r r r r
r r r

r r r r r r r



   
 

     
        

I K r  

Следовательно, 
 1( ( )) ( ( )) ( ).  I K r I K r R r  

Обратно. Рассмотрим собственно ортогональную матрицу 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

 
   
  

R  

и определим координаты вектора конечного поворота r, используя фак-
торизацию Кэли матрицы R. Из формулы (4.8) предыдущего раздела 
следует, что координаты вектора конечного поворота могут быть опре-
делены из кососимметричной матрицы 
 1( ) ( )( ) .  K r R I R I  
Однако эти формулы редко используются на практике из-за громоздких 
вычислений. Как правило, параметры вектора конечного поворота нахо-
дятся более простым способом непосредственно из элементов собствен-
но ортогональной матрицы R, используя структуру этой матрицы, кото-
рая задана формулой (4.12). Из этой формулы видно, что 

 
2 2 2

1 2 3
11 22 33 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

3 4 1.
1 1

r r rr r r
r r r r r r

      
     

 

Из этого следует, что 

 2 2 2
1 2 3

11 22 33

41 .
1

r r r
r r r

   
  

 

Тогда координаты вектора конечного поворота r могут быть найдены 
из недиагональных элементов матрицы R следующим образом: 

 32 23
1

11 22 33
,

1
r rr

r r r


  
 

 13 31
2

11 22 33
,

1
r rr

r r r


  
 

 12 21
3

11 22 33
.

1
r rr

r r r
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Координаты 1r , 2r  и 3r  вектора конечного поворота r называются пара-
метрами Родрига (Rodrigues) соответствующего поворота. 

П р и м е р. Найдем параметры Родрига из собственно ортогональной 
матрицы 

 

2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 ,
0 0 1

 
 

  
 
  

R  

используя полученные в этом разделе формулы. Получим 

 32 23
1

11 22 33
0,

1
r rr

r r r
 

  
 

 13 31
2

11 22 33
0,

1
r rr

r r r
 

  
 

 12 21
3

11 22 33

2 .
1 2 2

r rr
r r r

  
   

 

Как видим, параметры Родрига определяют вектор поворота, координаты 
которого отличаются множителем 1/4 от координат вектора поворота, 
полученного в примере раздела 4.2. Но так как векторы поворота при-
надлежат проективному пространству, то эти два вектора совпадают. 

4.4. Параметры Эйлера 

Векторы конечного поворота не очень удобно использовать при вы-
числениях, так как их длина может быть равна бесконечности. Поэтому 
векторы конечного поворота часто представляют, используя однородные 
координаты. Рассмотрим произвольный вектор конечного поворота 
 ( , ) tan( / 2) r n n  
и представим его, используя однородные координаты. Получим 

 1 2 3( , ) cos sin (cos ,sin ,sin ,sin ).
2 2 2 2 2 2

n n n     
   q n n  

Видно, что вектор конечного поворота ( , )q n  удовлетворяет условию 

 2 2( , ) ( , ) cos sin ( ) 1.       q n q n n n  
Следовательно, любой единичный вектор 
 0 1 2 3( , , , ),q q q qq  
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принадлежащий 4R , может рассматриваться как вектор конечного пово-
рота. В этом случае параметры соответствующего поворота могут быть 
определены следующим образом: 

 0cos ,
2

q    2 2 2
1 2 3sin ,

2
q q q     

 1
1 ,

sin
2

qn    2
2 ,

sin
2

qn    3
3 .

sin
2

qn   

Координаты 0,q  1,q  2q  и 3q  единичного вектора 4Rq  называются па-
раметрами Эйлера (Euler) соответствующего поворота. Очевидно, что 
параметры Родрига и Эйлера одного и того же поворота связаны следу-
ющим образом: 

 1
1

0
,qr

q
   2

2
0

,qr
q

   3
3

0
.qr

q
  

Подстановка этих значений в формулу (4.12) дает следующую структуру 
собственно ортогональной матрицы, элементы которой выражены через 
параметры Эйлера: 

        

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 3 1 3 2

2 2 2 2
2 1 3 0 1 2 3 2 3 1

2 2 2 2
3 1 2 3 2 1 0 1 2 3

2( ) 2( )

( ) 2( ) 2( ) ,

2( ) 2( )

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

     
 

      
       

R q  (4.13) 

учитывая, что 
 2 2 2 2

0 1 2 3 1.q q q q     
Обратно, рассмотрим собственно ортогональную матрицу 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

 
   
  

R  

и определим параметры Эйлера поворота, который описывает эта матри-
ца. Из формулы (4.13) видно, что 
 2 2 2 2 2

11 22 33 0 1 2 3 03 4 1.r r r q q q q q         
Отсюда следует, что 

 0 11 22 33
1 1.
2

q r r r     
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Тогда остальные параметры Эйлера могут быть определены из недиаго-
нальных элементов матрицы R следующим образом: 

32 23
1 4

r rq  , 13 31
2 4

r rq  , 12 21
3 4

r rq  . 

П р и м е р. Найдем параметры Эйлера из собственно ортогональной 
матрицы 

 

2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 ,
0 0 1

 
 

  
 
  

R  

используя полученные в этом разделе формулы. Получим 

 0 11 22 33
1 2 21
2 2

q r r r      , 

 32 23
1 0,

4
r rq     13 31

2 0,
4

r rq     12 21
3

2 .
4 4

r rq     

4.5. Композиция векторов конечных поворотов 

Произвольный поворот ( , )R n  может быть представлен вектором ко-
нечного поворота 

 sin( / 2)tan( / 2) ,
cos( / 2)





  nr n  

который принадлежит проективному пространству 3RP . Следовательно, 
этот же поворот ( , )R n  может быть также представлен вектором одно-
родных координат 
 cos( / 2) sin( / 2) ,  q n  

который принадлежит векторному пространству 4R  и удовлетворяет 
условию 

 2 2cos ( / 2) sin ( / 2)( ) 1.     q q n n  

Из этого условия следует, что вектор конечного поворота q принадлежит 
единичной сфере 3,S  которая описана каноническим уравнением 

 2 2 2 2 1,w x y z     
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где ( , , , )w x y z  однородные координаты точки 4.P R  Кроме того, оче-
видно, что вектор конечного поворота q соответствует единичному ква-
терниону q с теми же координатами. Следовательно, проективное про-
странство 3RP  диффеоморфно единичной сфере 3,S  у которой отож-
дествлены противоположные точки, так как кватернионы q и q  описы-
вают один и тот же поворот. 

Определим композицию векторов конечных поворотов. Для этого ис-
пользуем следующее представление вектора конечного поворота ( , ),q n  
используя однородные координаты 
 cos( / 2)(1 ). q r  (4.14) 
Тогда композиция векторов конечных поворотов 1q  и 2q  может быть 
определена, используя умножение соответствующих кватернионов, сле-
дующим образом: 
 1 2 1 1 2 2cos( / 2)(1 )cos( / 2)(1 )     q q q r r  
 1 2 1 2 1 2 1 2cos( / 2)cos( / 2)(1 ).       r r r r r r  
Сравнение последнего равенства с равенством (4.14) показывает, что 
 1 2 1 2cos( / 2) cos( / 2)cos( / 2)(1 ),    r r  (4.15) 
 1 2 1 2 1 2cos( / 2) cos( / 2)cos( / 2)( ).     r r r r r  
В свою очередь из этого равенства следует, что 

 1 2 1 2 1 2cos( / 2)cos( / 2)( ) .
cos( / 2)

 


   r r r rr  

Наконец, подставив значение cos( / 2)  из равенства (4.15) в последнее 
равенство, получим, что композиция векторов конечных поворотов зада-
ется следующим выражением: 

 1 2 1 2

1 2
.

1
  
 

r r r rr
r r

 (4.16) 

Представим композицию векторов конечных поворотов как действие 
некоторого преобразования на вектор конечного поворота. Для этой цели 
рассмотрим два произвольных вектора конечных поворотов 4, ,Rp r  
представленные в однородных координатах. Представим композицию 
этих векторов, используя кватернионы 
 .q pr  (4.17) 
Как было показано в разделе 2.1, каждый кватернион может быть пред-
ставлен квадратной матрицей четвертого порядка. Используем это пред-
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ставление для вектора конечного поворота r, который отождествлен с 
единичным кватернионом. Получим 

 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

.

r r r r
r r r r
r r r r
r r r r

 
   
  
   

R  

Можно проверить, что матрица R удовлетворяет условиям: 
 ,T R R I  
 det 1.R  
Отсюда следует, что матрица R является ортогональной. Подставив это 
значение в равенство (4.17) вместо вектора конечного поворота r, полу-
чим выражение 
 .q pR  (4.18) 
Из формулы (4.18) следует, что композиция векторов конечных поворотов 
p и r соответствует некоторому повороту вектора p в пространстве 4R  и 
этот поворот описывается собственно ортогональной матрицей R. 

4.6. Касательные векторы 

Обозначим через (3, )so R  множество кососимметричных матриц треть-
его порядка. Очевидно, что множество (3, )so R  вместе с операциями 
сложения матриц и умножения матрицы на действительное число обра-
зует линейное пространство. Покажем, что это линейное пространство 
трехмерно. Для этого определим матрицы 

 1

0 0 0
0 0 1 ,
0 1 0

 
   
  

K   2

0 0 1
0 0 0 ,
1 0 0

 
   
  

K   3

0 1 0
1 0 0 .
0 0 0

 
   
  

K  

Очевидно, что эти матрицы линейно независимы и являются косо-
симметричными. Теперь рассмотрим произвольную кососимметричную 
матрицу 

 
3 2

3 1

2 1

0
0

0

l l
l l
l l

 
   
  

L  
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из (3, )so R . Эта матрица может быть представлена линейной комбинаци-
ей матриц 1,K  2K  и 3K  следующим образом: 
 1 1 2 2 3 3.l l l  L K K K  
Отсюда следует, что матрицы 1,K  2K  и 3K  образуют базис линейного 
пространства (3, )so R  и, следовательно, это линейное пространство трех-
мерно. 

Экспонентой квадратной матрицы X называется формальный степен-
ной ряд 

 
2 3

0
exp .

1! 2! 3! !

k

k k




      X X X XX I  

В матричном анализе показано, что этот ряд сходится для любой квад-
ратной матрицы X. Покажем, что экспонента exp L  от произвольной ко-
сосимметричной матрицы L из линейного пространства (3, )so R  является 
собственно ортогональной матрицей из группы (3, )SO R . Для этой цели 
введем два типа матриц, которые определены ниже. 

Обозначим через 

 

2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

n n n n n

n n n n n

n n n n n

 
 

  
 
  

M  

симметричную матрицу, элементы которой удовлетворяют равенству 

 2 2 2
1 2 3 1.n n n    

Симметричные матрицы подобной структуры будут называться норма-
лизованными симметричными матрицами. В следующих теоремах дока-
заны некоторые свойства нормализованных симметричных матриц, ко-
торые будут использоваться при определении структуры матрицы exp .L  

Теорема 1. Для любой нормализованной симметричной матрицы M 
справедливо равенство 

 k M M  (4.19) 
при любом .k N  

Доказательство. Рассмотрим произвольную нормализованную сим-
метричную матрицу M. Докажем равенство (4.19), используя метод ма-
тематической индукции. Покажем, что равенство (4.19) справедливо при 
условии 2.k   
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Получим 

 

2 2
1 1 2 1 3 1 1 2 1 3

2 2 2
2 1 2 2 3 2 1 2 2 3

2 2
3 1 3 2 3 3 1 3 2 3

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

   
   

    
   
      

M  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
1 1 2 3 1 2 1 2 3 1 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 3 2 1 2 3 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1 2 3 3 2 1 2 3 3 1 2 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

      
 

        
        

 

 

2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

.

n n n n n

n n n n n

n n n n n

 
 

  
 
  

M  

Таким образом, показали, что 
 2 .M M  (4.20) 
Теперь предположим, что равенство (4.19) справедливо для некоторого 
произвольного натурального числа ( 1)k  , т. е. 

 1 .k M M  (4.21) 
Тогда из равенств (4.20) и (4.21) следует, что 
 1 2 .k k   M M M MM M M  

Теорема доказана. 
Обозначим через 

 
3 2

3 1

2 1

0
0

0

n n
n n
n n

 
   
  

K  

произвольную кососимметричную матрицу, элементы которой удовле-
творяют равенству 
 2 2 2

1 2 3 1.n n n    
Такие кососимметричные матрицы будут называться нормализованными 
кососимметричными матрицами. В следующей теореме доказывается од-
но из свойств кососимметричных нормализованных матриц, которое будет 
использовано в дальнейшем при определении структуры матрицы exp .L  
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Теорема 2. Для любой нормализованной кососимметричной матри-
цы K справедливо равенство 
 2 ( 1) ( )k k  K I M  (4.22) 
при любом .k N  

Доказательство. Рассмотрим произвольную нормализованную косо-
симметричную матрицу K. Докажем равенство (4.22), используя метод 
математической индукции. Покажем, что равенство (4.22) выполняется 
при условии 1.k   Получим 

 
3 2 3 2

2
3 1 3 1

2 1 2 1

0 0
0 0

0 0

n n n n
n n n n
n n n n

    
         
       

K  

 

2 2
2 3 1 2 1 3

2 2
2 1 1 3 2 3

2 2
3 1 3 2 1 2

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

  
 

    
    

 

 

2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

1

1 ( ).

1

n n n n n

n n n n n

n n n n n

 
 

     
   

I M  

Таким образом, показали, что 
 2 ( ).  K I M  (4.23) 
Теперь предположим, что равенство (4.22) справедливо для некоторого 
произвольного натурального числа ( 1)k  , т. е. 

 2 2 1( 1) ( ).k k   K I M  (4.24) 
Тогда, используя теорему 1, из равенств (4.23) и (4.24) следует, что 
 2 2 2 2 1( 1) ( )( 1)( )k k k       K K K I M I M  

 ( 1) ( 2 ) ( 1) ( ).k k      I M M I M  
Теорема доказана. 
Теорема 3. Для любой нормализованной кососимметричной матри-

цы K справедливо равенство 
 2 1 ( 1)k k  K K  (4.25) 
при любом .k N  
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Доказательство. Рассмотрим произвольную нормализованную косо-
симметричную матрицу K. Докажем равенство (4.25), используя метод 
математической индукции. Покажем, что равенство (4.25) выполняется 
при условии 1.k   

Принимая во внимание равенство (4.23) и учитывая, что 
 0,KM  (4.26) 
получим 
 3 2 ( ) .      K KK K M I KM K K  
Теперь предположим, что равенство (4.25) справедливо для некоторого 
произвольного натурального числа ( 1),k   т. е. 

 2 1 1( 1) .k k  K K  (4.26) 
Тогда из равенства (4.26), используя равенства (4.23) и (4.25), следует, 
что 
 2 1 2 1 2 1( 1) ( )k k k      K K K K M I  

 1( 1) ( 1) ( 1) .k k k     KM K K  
Теорема доказана. 
Используя доказанные теоремы, определим структуру матрицы exp .L  

Получим 

 
0 0

( ) ( )exp
! !

n n

n nn n
 

 
   L KL  

 
2 3 4 5( ) ( ) ( ) ( )

1! 2! 3! 4! 5!
            K K K K KI  

 
2 3 4 5( ) ( )

1! 2! 3! 4! 5!
             K I M K I M KI  

 
2 4 3 5 2 4 6

(1 ) ( ) ( )
2! 4! 1! 3! 5! 2! 4! 6!
                     I K M  

 cos sin (1 cos ) ( , ).       I K M R n  
В результате получили 
 exp( ) ( , ). K R n  

Отсюда следует, что матрица exp L  описывает поворот вокруг оси n 
на угол . Из последнего равенства также следует, что любая однопара-
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метрическая подгруппа группы (3, )SO R  может быть представлена сле-
дующим образом: 
 exp( ) ( , ),t t K R n  
где t R  – параметр. Найдем касательную к однопараметрической под-
группе в точке нуль. Получим 
 0( , ) .t tt  R n K  (4.27) 

Так как 
 0( , ) ,tt  R n I  

то из равенства (4.27) следует, что произвольный поворот ( , )R n  может 
быть однозначно параметризован в окрестности единичной матрицы I 
вектором 
 l n  

из 3R  при условии, что угол поворота находится в пределах 
 .      
Этот вектор может рассматриваться как касательная к повороту в точке I. 
Из последнего ограничения следует, что данная параметризация локальна. 

 
П р и м е р. Рассмотрим собственно ортогональную матрицу 

 

2 / 2 2 / 2 0

2 / 2 2 / 2 0 .
0 0 1

 
 

  
 
  

R  

В примере из раздела 2.4 было показано, что эта матрица представля-
ет поворот ( , / 4).R z  Из равенства (4.27) следует, что этот поворот мо-
жет быть локально параметризован вектором 

 (0, 0, / 4).
4


 l z  
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Глава 5 
СФЕРА S2 

Данную главу можно рассматривать как предварительный материал, 
который содержит аналитические выражения, используемые в дальней-
шем для моделирования сплайн-кривых на поверхности двумерной сфе-
ры. Цель этой главы – дать геометрические определения окружностей, 
лежащих на поверхности двумерной сферы, а также привести аналитиче-
ские выражения для построения таких окружностей.  

5.1. Определение сферы S2 

Рассмотрим произвольную точку 0P  из евклидова аффинного про-
странства 3.E  Пусть вектор 0 0 0( , , )x y z  описывает координаты точки 0P  
относительно некоторой системы координат. Возьмем произвольное 
действительное число r и определим множество точек, координаты кото-
рых ( , , )x y z  удовлетворяют уравнению 

 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) .x x y y z z r       

Это множество точек называется двумерной сферой радиуса r с центром 
в точке 0P  и обозначается через 2.S  В дальнейшем будем предполагать, 
что начало системы координат находится в центре сферы 2S . В этом 
случае двумерная сфера 2S  описывается уравнением 

 2 2 2 2,x y z r    

которое называется каноническим уравнением двумерной сферы в евкли-
довом аффинном пространстве 3E . Используя матричную нотацию, ка-
ноническое уравнение сферы может быть записано следующим образом: 

 2,T rp Sp  

где матрица 
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1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
   
  

S  

является матрицей квадратичной формы 
 2 2 2( , , ) ,x y z x y z  S  
и вектор 

 
x
y
z

 
   
  

p  

задает координаты произвольной точки 3.P E  

5.2. Касательная плоскость 

Рассмотрим сферу 2,S  которая описана каноническим уравнением 

 2 2 2 2x y z r    (5.1) 
относительно некоторой ортогональной системы координат. Это канони-
ческое уравнение может быть переписано следующим образом: 
 ( , , ) 0,F x y z   
где 
 2 2 2 2( , , ) .F x y z x y z r     
Определим градиент функции ( , , ).F x y z  Получим 

 
2

grad ( , , ) 2 .
2

x

y

z

F x
F x y z F y

zF

   
       
      

 

Из математического анализа функций действительных переменных из-
вестно, что вектор grad ( , , )F x y z  перпендикулярен поверхности сфе-
ры 2S  в любой ее точке P с координатами ( , , )x y z , удовлетворяющими 
равенству (5.1). Обозначим через p радиус-вектор точки P, лежащей на 
сфере. Видно, что в этом случае 
 grad ( , , ) 2 .F x y z  p  
Отсюда следует, что радиус-вектор p параллелен вектору градиента 
grad ( , , ).F x y z  Следовательно, радиус-вектор p также перпендикулярен 
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поверхности сферы 2S  в точке P. Учитывая эти замечания, касательная 
плоскость к сфере 2S  в точке 0P  с координатами 0 0 0( , , )x y z  может быть 
описана следующим уравнением: 
 0 0 0 0 0 02 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 0.x x x y y y z z z       
Преобразуем это уравнение следующим образом: 
 2 2 2

0 0 0 0 0 0 .x x y y z z x y z      
Принимая во внимание равенство (5.1), последнее уравнение эквивалентно 
уравнению 
 2

0 0 0 .x x y y z z r    (5.2) 

П р и м е р. Рассмотрим сферу 2,S  заданную каноническим уравнением 

 2 2 2 1.x y z    
Найдем уравнение касательной плоскости к этой сфере в точке с коорди-
натами ( 2 / 2, 2 / 2,0). Используя равенство (5.2), получим 

 2 2 1
2 2

x y   

или 
 2.x y   

5.3. Плоские сечения 

Рассмотрим сферу 2,S  которая описана каноническим уравнением 

 2T rp Sp  (5.3) 
относительно некоторой ортогональной системы координат ( , , , ).O x y z  
Возьмем в евклидовом аффинном пространстве 3E  произвольную плос-
кость, которая описана относительно той же системы координат канони-
ческим уравнением 
 ,d n p  (5.4) 
где 
 | | 1n  
и действительное число d удовлетворяет условию 
 0 .d r   (5.5) 
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В этом случае n задает ось, которая перпендикулярна к плоскости, а дей-
ствительное число d равно расстоянию от начала системы координат O 
до плоскости. Из неравенства (5.5) следует, что взятая плоскость пересе-
кает рассматриваемую сферу 2.S  

Определим кривую, которая является сечением сферы 2S  этой плос-
костью. Для этого определим следующие оси: 

 , z n   ,
| |

 


z nx
z n

  .  y z x  (5.6.) 

Из этих равенств следует, что оси ,x  y  и z  взаимно перпендикулярны. 
Введем новую систему координат ( , , , ).O   x y z  Матрица перехода от си-
стемы координат ( , , , )O x y z  к системе координат ( , , , )O   x y z  определяется 
следующим образом: 
  .  R x y z  
Эта матрица является собственно ортогональной, так как оси ,x  y  и z  
взаимно перпендикулярны и образуют правую систему координат. 

Найдем уравнения рассматриваемой сферы и взятой плоскости отно-
сительно новой системы координат. Матрица S и ось n преобразуются 
при переходе к новой системе координат ( , , , )O   x y z  следующим образом: 

 ,T T    S R SR R R I S  

 .T R n z  
Следовательно, сфера 2S  и секущая плоскость описываются относитель-
но новой системы координат ( , , , ),O   x y z  используя равенства (5.3) и (5.4), 
следующим образом: 
 2,T T r    p Sp p Sp  

 ( ) .T d    R n p z p  
Здесь p  обозначает радиус-вектор координат произвольной точки P от-
носительно новой системы координат ( , , , ).O   x y z  

Запишем полученные уравнения сферы 2S  и секущей плоскости по 
координатам 
 2 2 2 2,x y z r      (5.7) 
 ,z d   (5.8) 
где , ,x y z    – вектор координат точки P относительно системы координат 
( , , , ).O   x y z  Подставим значение z  из равенства (5.8) в равенство (5.7). 
Получим равенство 
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 2 2 2 2,x y d r     

которое в свою очередь эквивалентно равенству 

 2 2 2 2.x y r d     (5.9) 

Полученное уравнение описывает сечение сферы 2S  плоскостью. Из 
этого уравнения следует, что пересечением рассматриваемой сферы 2S  и 
взятой плоскости является окружность 1S . Эта окружность лежит в 
плоскости осей x , y , и ее радиус равен 2 2r d . В зависимости от значе-
ния числа d рассматриваются три случая пересечения сферы и плоскости. 

С л у ч а й  1. Если 
 0,d   

то секущая плоскость проходит через центр сферы 2,S  который нахо-
дится в точке O, и в этом случае равенство (5.7) принимает вид 

 2 2 2.x y r    

В этом случае окружность пересечения 1S  называется большой окруж-
ностью сферы 2S . Центр этой окружности также находится в точке O. 

С л у ч а й  2. Если 
 0 ,d r   

то окружность пересечения 1S  называется малой окружностью сферы 2.S  
В этом случае центр окружности находится на оси .z  

С л у ч а й  3. Если 
 ,d r  
то равенство (5.7) принимает вид 

 2 2 0.x y    

Отсюда следует, что в этом случае секущая плоскость касается сферы 2S  
в точке с координатами (0, 0, ).d  

П р и м е р. Рассмотрим сферу 2S , заданную каноническим уравнением 

 2 2 2 10.x y z    

Найдем уравнение окружности, которая является сечением этой сферы 
плоскостью 
 1.z   
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Подставим значение z из уравнения плоскости в уравнение сферы, полу-
чим следующее уравнение: 
 2 2 9.x y   
Их этого уравнения следует, что сечением сферы плоскостью является 
окружность, радиус которой равен 3 с центром в точке с координатами 
(0, 0, 1).  

5.4. Геодезические линии на сфере 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
 2 2 2 2x y z r    (5.10) 
относительно некоторой ортогональной системы координат. Здесь ( , , )x y z  
обозначают координаты произвольной точки 3P E  относительно этой 
же системы координат. Возьмем произвольные точки 1P  и 2,P  лежащие 
на поверхности сферы 2.S  Пусть векторы 1 1 1( , , )x y z  и 2 2 2( , , )x y z  опреде-
ляют координаты точек 1P  и 2P  относительно рассматриваемой системы 
координат. Задача заключается в нахождении на поверхности сферы 2S  
геодезической 

( ) ( ( ), ( ), ( ))t x t y t z tx  
между точками 1P  и 2P , где 1 2[ , ]t t t , 1t  и 2t  – некоторые предопреде-
ленные действительные числа. Это значит, что параметризованная кри-
вая ( )tx  удовлетворяет следующим условиям: 
 1 1 1 1 1( ) ( , , ) ,t x y z x x   2 2 2 2 2( ) ( , , ) .t x y z x x  

Напомним, что геодезической линией или просто геодезической на по-
верхности называется кривая линия, лежащая на этой поверхности, век-
тор ускорения которой в каждой ее точке перпендикулярен касательной 
плоскости к поверхности в этой точке. Из дифференциальной геометрии 
поверхностей известно, что если между двумя точками на поверхности 
существует кривая наименьшей длины, то эта кривая является геодезиче-
ской линией этой поверхности. Из вариационного исчисления известно, 
что геодезическая ( )tx  может быть определена как экстремум функцио-
нала энергии 

 
2

1

2 2 21( ( )) ( ( ) ( ) ( ))
2

t

t

E t x t y t z t dt     x  

при условии, что координаты ( , , )x y z  удовлетворяют уравнению (5.10). 
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В вариационном исчислении показано, что для нахождения экстре-
мума функционала энергии нужно найти экстремумы функционала 

 
2

1

1( ( ), ) ( , , )( ) ,
2

t

t

E t L t dt  x x x  

где ( , , )L x x  – функция Лагранжа, которая определяется следующим об-
разом: 
 2 2 2( , , ) ( , , ).L x y z x y z       x x  
Здесь 
 ( , , ) 0x y z   (5.11) 
есть ограничения, которым должны удовлетворять экстремумы функци-
онала энергии. Используя уравнение (5.10), эти ограничения могут быть 
записаны как 
 2 2 2 2( , , )x y z x y z r     . 
Отсюда следует, что функция Лагранжа ( , , )L x x  может быть определе-
на как 
 2 2 2 2 2 2 2( , , ) ( ).L x y z x y z r          x x  
Следовательно, функционал ( ( ), )E t x  определяется следующим обра-
зом: 

 
2

1

1( ( ), ) ( , , )( )
2

t

t

E t L t dt  x x x  

 
2

1

2 2 2 2 2 2 21 ( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) )) .
2

t

t

x t y t z t x t y t z t r dt          

Экстремали функционала ( ( ), )E t x  являются решениями следующей 
системы дифференциальных уравнений: 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0

x

y

z

d x y z
dt x
d x y z
dt y

d x y z
dt z
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при условии, заданном равенством (5.11). Выполнив дифференцирование, 
эту систему можно переписать следующим образом: 
 0,x x     0,y y     0.z z    (5.12) 

Полученная система дифференциальных уравнений эквивалентна системе 

 2 2 20, 0, 0.x xx y yy z zz           

Из этих равенств следует равенство 

 2 2 2( ),xx yy zz x y z        

которое, учитывая равенство (5.10), эквивалентно следующему равенству: 

 2.xx yy zz r      (5.13) 

Теперь два раза продифференцируем равенство (5.10) по переменной t. 
Получим равенство 

 2 2 2 0,x xx y yy z zz            

которое может быть переписано следующим образом: 

 2 2 2( ).xx yy zz x y z           (5.14) 

Предположим, что кривая ( )tx  является натурально параметризован-
ной, т. е. 

 2 2 2( ) ( ) ( ) 1.x t y t z t      

Используя это предположение, равенство (5.14) можно переписать сле-
дующим образом: 
 1.xx yy zz       

Подстановка этого равенства в равенство (5.13) дает 

 2 1.r    
Из полученного равенства следует, что 

 2
1 .
r

    

Подставив это значение λ в равенства (5.12), получим систему линейных 
дифференциальных уравнений 

 2 2 20, 0, 0,x y zx y z
r r r

         

которая имеет следующее общее решение: 
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      1 1 2 2 3 3cos sin , cos sin , cos sin ,t t t t t tx a b y a b z a b
r r r r r r

       (5.15) 

где .t R  Используя векторные обозначения, это общее решение можно 
записать следующим образом: 

 ( ) cos sin ,t tt
r r

 x a b  (5.16) 

где .t R  
Видно, что геодезическая линия ( ),tx  заданная равенством (5.16), ле-

жит на пересечении сферы и плоскости, которая проходит через центр 
сферы и имеет направляющие векторы a и b. Как было показано в разде-
ле 5.3, такая кривая является большой окружностью сферы. Следова-
тельно, геодезическая линия ( )tx  также является большой окружностью 
сферы 2.S  

Кроме того, подстановка равенств (5.15) в равенство (5.10) дает ра-
венство 

 2 2 2( )cos 2( )cos sin ( )sint t t t r
r r r r

     a a a b b b  

для любых t R , которое выполняется только при условии, если 
 2,r a a   0, a b   2.r b b  
Из этих равенств следует, что векторы a и b взаимно перпендикулярны и 
их длины равны радиусу сферы 2.S  

Найдем условия, при которых геодезическая линия ( )tx  начинается в 
точке 1P  и заканчивается в точке 2.P  Для этого разрешим систему линей-
ных уравнений 

 1 1 2 2
1 2cos sin , cos sint t t t

r r r r
   a b x a b x  (5.17) 

относительно неизвестных векторов a и b, получим 

 ,


 aa   ,


 bb  

где 

 
1

1
2 1

1 2
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sin sin ,
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t r r
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при условии, что 1 2.t t  

5.5. Орбиты поворотов 

Найдем траекторию или орбиту произвольной точки 3P E  под дей-
ствием ортогонального поворота ( , ).R n  Для этой цели определим та-
кую ортонормированную систему координат ( , , , ),O x y z  ось z которой 
совпадает с осью n поворота ( , ).R n  Относительно новой системы коор-
динат ( , , , )O x y z  матрица поворота ( , )R n  имеет следующую структуру: 

 
cos sin 0

( , ) sin cos 0 ,
0 0 1

 
  

 
   
  

R z  

как было показано в разделе 3.4. Обозначим через P  точку, в которую 
преобразуется точка P посредством поворота ( , ).R z  Координаты точек 
P и P  связаны следующим соотношением: 
 ( , ) , p R z p  

где p и p  обозначают соответственно радиус-векторы точек P и .P  По-
следнее равенство может быть переписано по координатам следующим 
образом: 
 cos sin , sin cos , .x x y y x y z z           
Из этих равенств следует, что 
 2 2 2 2,x y x y      .z z   
Отсюда следует, что орбитой произвольной точки P под действием пово-
рота ( , )R z  является некоторая окружность 

 2 2 ,x y c   
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где ,c R  с центром в начале системы координат, которая лежит на плос-
кости, перпендикулярной оси поворота z. Так как ортогональные поворо-
ты сохраняют расстояние между точками, то орбитами ортогонального 
поворота ( , )R n  также являются окружности с центрами на оси n, кото-
рые лежат на плоскостях, перпендикулярных оси n. 

5.6. Действие поворотов на сферу S2 

Рассмотрим сферу 2,S  которая описана каноническим уравнением 

 2 2 2 2x y z r    (5.18) 
относительно некоторой ортогональной системы координат. Используя 
матричную нотацию, это уравнение можно записать следующим обра-
зом: 
 2,T rp Sp  
где S – матрица квадратичной формы 
 2 2 2( , , )x y z x y z  S  

и p – радиус-вектор произвольной точки 3.P E  Предположим, что точ-
ка P лежит на поверхности сферы 2S , т. е. ее координаты удовлетворяют 
уравнению (5.18). Как показано в разделе 3.2, произвольный поворот 

( , )R n  является автоморфизмом сферы, т. е. преобразует сферу 2S  саму 
в себя. Поэтому точка P посредством поворота ( , )R n  преобразуется в 
некоторую точку ,P  которая также лежит на поверхности сферы. 

Теперь рассмотрим произвольную плоскость, которая описана норма-
лизованным каноническим уравнением 
 d n p  (5.19) 

относительно той же ортогональной системы координат, что и сфера 2.S  
Здесь p обозначает радиус-вектор произвольной точки 3.P E  Предпо-
ложим, что точка P лежит на этой плоскости, т. е. ее координаты удовле-
творяют уравнению (5.19), а действительное число d удовлетворяет 
условию 
 0 .d r   
Очевидно, что 
 ( , ) ( , ) ,   R n n R n n n  (5.20) 
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так как ось n является собственным вектором поворота ( , ),R n  как по-
казано в разделе 3.5. Пусть 
 ( , ) p R n p  

обозначает радиус-вектор точки P , полученной путем преобразования 
точки P посредством поворота ( , ).R n  Найдем проекцию точки P  на 
ось n, учитывая равенства (5.20). Получим 
 ( ( , ) ) ( ( , ) ) (( ( , )) )T T T       n p n R n p n R n p R n n p  

 ( ( , ) ) .T d T     R n n p n p n p  

Отсюда следует, что точка P  также принадлежит плоскости, описанной 
уравнением (5.19). Следовательно, поворот ( , )R n  также является авто-
морфизмом плоскостей, перпендикулярных оси n, т. е. преобразует эти 
плоскости сами в себя. 

В результате получили, что поворот ( , )R n  является одновременно 
автоморфизмом сферы 2S  и плоскостей, перпендикулярных оси n. Сле-
довательно, орбитами поворота ( , ),R n  действующего на сферу 2,S  явля-
ются сечения этой сферы плоскостями, перпендикулярными оси n. В раз-
деле 5.3 показано, что плоские сечения сферы 2S  являются окружностя-
ми, лежащими на этой сфере. Следовательно, орбитами поворо-
та ( , ),R n  действующего на сферу 2,S  являются окружности, которые 
лежат одновременно как на сфере 2,S  так и на плоскостях, перпендику-
лярных оси n. 

5.7. Параметризованные дуги окружностей 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
 2 2 2 2x y z r    
относительно некоторой ортогональной системы координат. Выберем про-
извольную точку 1P , которая лежит на поверхности этой сферы. Обозна-
чим через 1p  радиус-вектор этой точки. Возьмем произвольный ортого-
нальный поворот ( , )R n  и определим параметризованную кривую 
 1( ) ( , ) ,u up R n p  
где [0,1].u   Так как эта кривая является орбитой ортогонального пово-
рота, то она описывает дугу окружности, которая лежит на сфере, учи-



124 

тывая, что ортогональные повороты являются автоморфизмами сферы. 
Поэтому параметризованная кривая ( )up  будет называться дугой окруж-
ности сферы 2.S  

Определим условия, которые обеспечивают гладкую стыковку сег-
ментов одной дуги окружности. Для этого рассмотрим две дуги окруж-
ности 
 1( ) ( , ) ,u up R n p  
 2( ) ( , ) ,u uq R n p  
где [0,1],u   а радиус-вектор 2p  определяется как конечная точка дуги 
окружности ( ),up  т. е. 
 2 1(1) ( , ) . p p R n p  

Очевидно, что дуги окружностей ( )up  и ( )uq  принадлежат одной 
окружности, так как являются орбитами одного и того же поворота. По-
кажем, что эти дуги окружностей стыкуются в точке 2p  гладким обра-
зом. Для этого достаточно показать, что дуга окружности 
 1( ) ( , ) ( , )u u u r R n R n p  
является гладкой относительно параметрических производных. Но это 
очевидно, так как эта дуга окружности может быть представлена следу-
ющим образом: 
 1( ) ( , (2 )) ,u u r R n p  
учитывая аддитивность поворотов вокруг одной оси. Отсюда следует, 
что параметрические производные кривых ( )up  и ( )uq  удовлетворяют в 
точке стыковки следующим условиям: 
 ( ) ( )(0) (1)n np q  (5.21) 
для .n N  

Теперь рассмотрим две произвольные дуги окружности 
 1 1( ) ( , ) ,u up R n p  (5.22) 
 2 2( ) ( , ) ,u uq R n p  (5.23) 
где [0, 1],u   которые являются орбитами одного и того же поворота и 
имеют общую граничную точку 
 2 (1) (0). p p q  
В этом случае дуги окружностей ( )up  и ( )uq  имеют разрыв параметри-
ческой производной в точке стыковки 2,P  определяемой радиус-векто-
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ром 2.p  Для того чтобы обеспечить параметрическую гладкость в точке 
стыковки, введем следующую перепараметризацию: 

 1

2 1
( ) t tu t

t t



 (5.24) 

для 1 2[ , ]t t t  и 

 2

3 2
( ) t tu t

t t



 (5.25) 

для 2 3[ , ]t t t , где узлы 1t , 2t  и 3t  должны удовлетворять следующему 
условию: 

 1 2

2 1 3 2
.

t t t t
 
 

 (5.26) 

Подставив перепараметризации (5.24) и (5.25) соответственно в опреде-
ления параметризованных кривых (5.22) и (5.23), получим новые пара-
метризованные кривые 
 ( ) ( ( )),t u tp p  
где 1 2[ , ],t t t  и 
 ( ) ( ( )),t u tq q  
где 2 3[ , ]t t t , которые эквивалентны параметризованным кривым ( )up  и 

( )uq  соответственно. Покажем, что эти параметризованные кривые глад-
ко стыкуются в точке 2.P  Для этого вычислим значения параметрических 
производных этих кривых в точке стыковки. Учитывая равенство (5.21), 
получим 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 2

2 1 3 2
( ) (1) (0) ( )

nn
n n n nt t

t t t t
   

         
p p q q  

для любых n N . 
Перепараметризации, заданные формулами (5.24) и (5.25), будут в 

дальнейшем использованы при построении сплайн-кривых на поверхно-
сти сферы 2.S  
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Глава 6 
СФЕРА S3 

Данную главу можно рассматривать как предварительный материал, 
который содержит аналитические выражения, используемые в дальней-
шем для моделирования сплайн-кривых на поверхности трехмерной сфе-
ры. Цель этой главы – дать геометрические определения окружностей, 
лежащих на поверхности трехмерной сферы, а также привести аналити-
ческие выражения для построения таких окружностей.  

6.1. Определение сферы S3 
Рассмотрим произвольную точку 0P  из евклидова аффинного про-

странства 4.E  Пусть вектор 0 0 0 0( , , , )w x y z  описывает координаты точ-
ки 0P  относительно некоторой ортогональной системы координат. Тогда 
множество точек, координаты ( , , , )w x y z  которых удовлетворяют следу-
ющему уравнению второй степени: 
 2 2 2 2

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 1,w w x x y y z z         
называется трехмерной единичной сферой с центром в точке 0.P  Трех-
мерная сфера будет обозначаться через 3S . В дальнейшем будем предпо-
лагать, что начало ортогональной системы координат находится в центре 
сферы 3S . В этом случае сфера 3S  описывается уравнением 
 2 2 2 2 1w x y z    , 
которое называется каноническим уравнением сферы 3S  в евклидовом 
аффинном пространстве 4.E  Используя матричные обозначения, кано-
ническое уравнение сферы может быть переписано следующим образом: 
 2,T rp Sp  
где 

 

1 0 0 0
0 1 0 0

,
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

S  
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w
x
y
z

 
 
 
 
 
 

p  

обозначают соответственно матрицу квадратичной формы 
2 2 2 2( , , , )    w x y z w x y zS  

и радиус-вектор произвольной точки 4.P E  

6.2. Касательная плоскость 

Рассмотрим сферу 3,S  которая задана каноническим уравнением 

 2 2 2 2 1w x y z     (6.1) 
относительно некоторой ортогональной системы координат. Это канони-
ческое уравнение может быть переписано следующим образом: 
 ( , , , ) 0,F w x y z   
где 
 2 2 2 2( , , , ) 1.F w x y z w x y z      
Определим градиент функции ( , , , )F w x y z , получим 

 

2
2

grad ( , , , ) .
2
2

w

x

y

z

F w
F x

F w x y z F y
zF

   
          
      

 

Из математического анализа функций действительных переменных из-
вестно, что вектор grad ( , , , )F w x y z  перпендикулярен к поверхности сфе-
ры 3S  в любой ее точке P с координатами ( , , , ),w x y z  удовлетворяющими 
равенству (6.1). Обозначим через p радиус-вектор точки P, лежащей на 
сфере. Видно, что в этом случае 
 grad ( , , , ) 2 .F w x y z  p  

Отсюда следует, что радиус-вектор p параллелен вектору градиента 
grad ( , , , ).F w x y z  Следовательно, радиус-вектор p также перпендикулярен 
поверхности сферы 3S  в точке P. Учитывая эти замечания, касательная 
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плоскость к сфере 3S  в точке 0P  с координатами 0 0 0 0( , , , )w x y z  может 
быть описана следующим уравнением: 
 0 0 0 0 0 0 0 02 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 0.w w w x x x y y y z z z         

Преобразуем это уравнение следующим образом: 

 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 .w w x x y y z z w x y z        

Принимая во внимание равенство (6.1), последнее уравнение эквивалент-
но уравнению 
 0 0 0 0 1.w w x x y y z z     (6.2) 

П р и м е р. Рассмотрим сферу 3,S  заданную каноническим уравнением 
2 2 2 2 1w x y z    . 

Найдем уравнение касательной плоскости к этой сфере в точке с ко-

ординатами 1 1 1 1, , , .
2 2 2 2

 
  

 Используя равенство (6.2), получим 

 1 1 1 1 1
2 2 2 2

w x y z     

или 
 2.w x y z     

6.3. Плоские сечения 

Рассмотрим единичную сферу 3,S  которая задана каноническим урав-
нением 

 1T p Sp  (6.3) 

относительно ортогональной системы координат ( , , , , ).O w x y z  Рассмот-
рим произвольную плоскость, которая пересекает эту сферу. Эта плос-
кость может быть задана пересечением двух ортогональных гиперплос-
костей 
 1,d m p   2,d n p  (6.4) 

где 1d  и 2d  – положительные действительные числа, которые удовлетво-
ряют условиям 

 2 2
1 20 1,d d    



129 

 

1

2

3

4

,

m
m
m
m

 
 
 
 
 
 

m   

1

2

3

4

n
n
n
n

 
 
 
 
 
 

n  

являются единичными векторами, которые перпендикулярны друг другу 
и рассматриваемой плоскости, т. е. 
 | | 1,m   | | 1,n  

 0. m n  

Определим кривую, которая является пересечением сферы 3S  и заданной 
плоскости. Для этой цели введем новую ортогональную систему коорди-
нат ( , , , , ),O    w x y z  где базисные векторы построены следующим образом: 
 , w m   , z n   ,   x m n w   .    y z w x  

Тогда матрица перехода от базиса ( , , , )w x y z  к базису ( , , , )   w x y z  может 
быть определена следующим образом: 
  .   R w x y z  

Очевидно, что матрица R является ортогональной, так как она составлена 
из осей ортогональной системы координат ( , , , , ),O    w x y z  т. е. 

 ,T R R I  
где I – единичная матрица. Координатные представления квадратичной 
формы S и осей m и n преобразуются при переходе к новой системе ко-
ординат ( , , , , )O    w x y z  следующим образом: 

 ,T R SR S  

 ,T R m w   .T R n z  
Введем обозначение для радиус-вектора 

 ,T p R p  

который описывает координаты точки 4P E  относительно новой си-
стемы координат ( , , , , ).O    w x y z  Используя все эти обозначения, канони-
ческие уравнения сферы 3S  и секущей плоскости описываются относи-
тельно новой системы координат ( , , , , )O    w x y z  следующим образом: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1,T T T T T T T   R p R SR R p R p S R p p Sp  
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 1( ) ( ) ( ) ,T T T d       R m R p w R p w p  

 2( ) ( ) ( ) .T T T d      R n R p z R p z p  
По координатам эти уравнения могут быть записаны следующим образом: 
 2 2 2 2 1,w x y z        (6.5) 
 1,w d    2,z d   (6.6) 
где ( , , , )w x y z     – вектор координат точки P относительно новой системы 
координат ( , , , , ).O    w x y z  Подстановка значений w  и z  из уравнений (6.6) 
в уравнение (6.5) дает 
 2 2 2 2

1 21 .x y d d      (6.7) 
Уравнение (6.7) описывает окружность, которая лежит на поверхности 
сферы 3.S  Следовательно, пересечением единичной сферы 3S  и плоско-
сти является окружность. 

Если секущая плоскость, описанная уравнениями (6.6), проходит че-
рез центр сферы 3,S  то действительные числа 1d  и 2d  удовлетворяют 
условию 
 2 2

1 2 0d d  , 
которое эквивалентно следующим равенствам 
 1 2 0.d d   
В этом случае уравнение (6.7) примет вид 
 2 2 1.x y    

Отсюда следует, что в этом случае пересечением единичной сферы 3S  и 
плоскости, проходящей через центр сферы, является единичная окруж-
ность 1.S  Эта окружность называется большой окружностью на поверх-
ности сферы 3.S  

6.4. Геодезические линии на сфере 

Рассмотрим единичную сферу 3,S  заданную каноническим уравнением 

 2 2 2 2 1w x y z     (6.8) 
относительно некоторой ортогональной системы координат, где ( , , , )w x y z  – 
координаты произвольной точки 4.P E  Возьмем на поверхности сфе-
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ры 3S  две произвольные различные точки 1P  и 2.P  Пусть 1 1 1 1( , , , )w x y z  и 
2 2 2 2( , , , )w x y z  будут координатами соответственно точек 1P  и 2.P  Про-

блема заключается в нахождении на поверхности сферы 3S  геодезиче-
ской линии 
 ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )),t w t x t y t z tx  
где 1 2[ , ],t t t  которая соединяет точку 1P  с точкой 2P . Здесь 1t  и 2t  явля-
ются некоторыми заданными действительными числами. Это значит, что 
параметризованная кривая ( )tx  должна удовлетворять следующим гра-
ничным условиям: 
 1 1 1 1 1( ) ( , , , ),t w x y zx   2 2 2 2 2( ) ( , , , ).t w x y zx  
Из вариационного исчисления известно, что геодезическая ( )tx  может 
быть определена как экстремум функционала энергии 

 
2

1

2 2 2 21( ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
2

t

t

E t w t x t y t z t dt      x  

при условии, что координаты ( , , , )w x y z  удовлетворяют уравнению (6.8). 
В вариационном исчислении показано, что для нахождения экстре-

мума функционала энергии нужно найти экстремумы функционала 

 
2

1

1( ( ), ) ( , , )( ) ,
2

t

t

E t L t dt  x x x  

где ( , , )L x x  – функция Лагранжа, которая определяется следующим 
образом: 
 2 2 2 2( , , ) ( , , , ).L w x y z w x y z         x x  
Здесь 
 ( , , , ) 0,w x y z   (6.9) 
ограничения, которым должны удовлетворять экстремумы функционала 
энергии. Используя уравнение (6.8), эти ограничения могут быть записа-
ны как 
 2 2 2 2( , , , ) 1.w x y z w x y z       
Отсюда следует, что функция Лагранжа ( , , )L x x  может быть определе-
на как 
 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ) ( 1).L w x y z w x y z             x x  
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Следовательно, функционал ( ( ), )E t x  определяется следующим об-
разом: 

 
2

1

1( ( ), ) ( , , )( )
2

t

t

E t L t dt  x x x  

 
2

1

2 2 2 2 2 2 2 21 ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) 1)) .
2

        
t

t

w t x t y t z t w t x t y t z t dt      

Экстремали функционала ( ( ), )E t x  являются решениями следующей 
системы дифференциальных уравнений: 

 
2 2 2 2( ) 0,w

d w x y z
dt w





   


      
2 2 2 2( ) 0,x

d w x y z
dt x





   


     

 
2 2 2 2( ) 0,y

d w x y z
dt y





   


      
2 2 2 2( ) 0z

d w x y z
dt z





   


     

при условии, заданном равенством (6.9). Выполнив дифференцирование, 
эту систему можно переписать следующим образом: 
 0, 0,w w x x       

 0, 0.y y z z       (6.10) 

Полученная система дифференциальных уравнений эквивалентна системе 

 2 20, 0,w ww x xx       

 2 20, 0.y yy z zz       

Из этих равенств следует равенство 

 2 2 2 2( ),ww xx yy zz w x y z           

которое, учитывая равенство (6.8), эквивалентно следующему равенству: 
 .ww xx yy zz         (6.11) 

Теперь два раза продифференцируем равенство (6.8) по переменной t, 
получим равенство 

 2 2 2 2 0,w ww x xx y yy z zz                

которое может быть переписано следующим образом: 

 2 2 2 2( ).ww xx yy zz w x y z               (6.12) 
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Предположим, что кривая ( )tx  является натурально параметризованной, 
т. е. 
 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 1w t x t y t z t       . 
Используя это предположение, равенство (6.12) можно переписать сле-
дующим образом: 
 1ww xx yy zz        . 
Подстановка этого равенства в равенство (6.11) дает 1.    Подставив 
это значение λ в равенства (6.10), получим систему линейных дифферен-
циальных уравнений 
 0, 0,w w x x      
 0, 0,y y z z      
которая имеет следующее общее решение: 
 0 0 1 1cos sin , cos sin ,w a t b t x a t b t     
 2 2 3 3cos sin , cos sin ,y a t b t z a t b t     (6.13) 
где .t R  Используя векторные обозначения, это общее решение можно 
записать следующим образом: 
 ( ) cos sint t t x a b  (6.14) 
для .t R  Тогда векторы 

0

1

2

3

,

a
a
a
a

 
 
 
 
 
 

a   

0

1

2

3

b
b
b
b

 
 
 
 
 
 

b  

могут быть определены, учитывая граничные условия, из системы урав-
нений 
 1 1 1( ) cos sin ,t t t x a b  
 2 2 2( ) cos sin .t t t x a b  (6.15) 
Из равенства (6.14) видно, что геодезическая линия ( )tx  лежит на плос-
кости, определенной началом системы координат и векторами a, b. Сле-
довательно, геодезическая линия ( )tx  является большой окружностью 
сферы 3.S  

Кроме того, подстановка равенств (6.14) в равенство (6.8) показывает, 
что 
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 2 2( )cos 2( )cos sin ( )sin 1t t t t     a a a b b b  
для любых .t R  Это равенство выполняется только при условии, если 
 1, a a   0, a b   1. b b  
Отсюда следует, что векторы a и b – взаимно перпендикулярны и длина 
каждого из них равна единице. 

6.5. Орбиты поворотов 

Рассмотрим единичную сферу 3,S  заданную каноническим уравнением 

 2 2 2 2 1w x y z     (6.16) 
относительно некоторой ортогональной системы координат. Используя 
матричные обозначения, это уравнение может быть записано следующим 
образом: 
 1,T pSp  

где S обозначает квадратичную форму сферы 3,S  а p – радиус-вектор 
произвольной точки ,P  которая лежит на поверхности сферы. Заметим, 
что здесь 
  w x y zp  

представляется вектор-строкой. Из равенства (6.16) следует, что любая 
точка, лежащая на поверхности сферы 3,S  может рассматриваться как 
вектор конечного поворота или единичный кватернион. Очевидно, что 
единичная сфера 3S  инвариантна относительно ортогональных поворо-
тов пространства 4,R  так как 

 ( ) ( )T T T pR S pR pRSR p  

 1T T T T   pRR p pp pSp  
для любой ортогональной матрицы R. Следовательно, ортогональные по-
вороты являются автоморфизмами единичной сферы 3.S  

Возьмем произвольный вектор конечного поворота 
 ( , ) cos sin ,   r n n  

который описывает поворот вокруг оси n на угол . Композицию векто-
ров конечных поворотов r и p можно представить, используя матричные 
обозначения, следующим образом: 
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 ,pr pR  
где матрица 

 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

r r r r
r r r r
r r r r
r r r r

 
   
  
   

R  

является ортогональной. Найдем собственные векторы этой матрицы R. 
Для этой цели рассмотрим характеристическое уравнение 
 det( ) 0. R I  
Раскрывая определитель, получим следующее равенство: 
 2 2 2 2 2

0 0 1 2 3det( ) ( ) (( ) )r r r r r         R I  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 1 2 3 2 0 1 2 3( ( ) ) (( ) )r r r r r r r r r r              

 2 2 2 2 2 2 2
3 0 1 2 3 0 0( ( ) ) ( ) ( 2 1)r r r r r r r               

 2 2 2 2 2 2
1 0 2 0 3 0( 2 1) ( 2 1) ( 2 1)r r r r r r                

 2 2 2 2 2 2 2
0 0 1 2 3 0( 2 1)(( ) ) ( 2 1) 0,r r r r r r                

принимая во внимание, что 
 2 2 2 2

0 1 2 3 1.r r r r     
Следовательно, собственные значения ортогональной матрицы R явля-
ются корнями следующего квадратного уравнения: 
 2

02 1 0.r     

Разрешая это уравнение относительно неизвестной , получим 

 2
1,2 0 0 1,r r     

что эквивалентно 
 1,2 cos sin ,i     

принимая во внимание структуру вектора конечного поворота r. В ре-
зультате получили, что собственные значения ортогональной матрицы R 
являются комплексными числами. Чтобы найти соответствующие соб-
ственные векторы, подставим любое из этих собственных значений в 
следующее уравнение: 
 .vR v  
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Получим равенство относительно неизвестного вектора v 
 1,vR v  (6.17) 
которое может быть преобразовано к виду 
 1( ) 0. v R I  
Это уравнение может быть переписано по координатам следующим об-
разом: 

 

0 0 1 1 1 2 2 3 3

0 1 1 0 1 2 3 3 2

0 2 1 3 2 0 1 3 1

0 3 1 2 2 1 3 0 1

( ) 0,
( ) 0,

( ) 0,
( ) 0.

v r v r v r v r
v r v r v r v r
v r v r v r v r
v r v r v r v r







    
    
    
    

 

Принимая во внимание структуру вектора конечного поворота r, полу-
ченная система уравнений может быть записана так: 

 

0 1 1 2 2 3 3

0 1 1 2 3 3 2

0 2 1 3 2 3 1

0 3 1 2 2 1 3

sin sin sin sin 0,
sin sin sin sin 0,
sin sin sin sin 0,
sin sin sin sin 0,

iv v n v n v n
v n iv v n v n
v n v n iv v n
v n v n v n iv

   
   
   
   

    
   
   
   

 

что эквивалентно системе 
 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 3 3 20, 0,iv v n v n v n v n iv v n v n         
 0 2 1 3 2 3 1 0 3 1 2 2 1 30, 0.v n v n iv v n v n v n v n iv         
Видно, что вектор 
  1 2 3i n n nv  

является решением этой системы линейных уравнений, так как 
 2 2 2

1 2 3 1.n n n    
Определим два действительных вектора 
  1 2 30 ,n n nu  

  1 0 0 0 .w  

Тогда вектор v может быть представлен в виде суммы 
 .i v u w  
Подстановка собственного вектора v и собственного значения 1  в урав-
нение (6.17) дает уравнение 
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 ( ) ( )(cos sin ),i i i    u w R u w  
которое может быть преобразовано к виду 
 (cos sin ) (sin cos ).i i       uR wR u w u w  
Это уравнение эквивалентно следующим двум действительным вектор-
ным уравнениям: 

 
cos sin ,
sin cos ,

 
 

 
 

uR u w
wR u w

 

которые в свою очередь могут быть преобразованы к виду 

 
cos sin ,

sin cos ,

T T

T T

 

 

 

 

u uR wR

w uR wR
 

принимая во внимание, что матрица R является ортогональной. Разре-
шим эти уравнения относительно векторов TuR  и .TwR  Получим 
 cos sin ,T   uR u w  

 sin cos .T    wR u w  (6.18) 
Теперь определим плоскость 
 0, p u   0. p w  (6.19) 
Тогда из уравнений (6.18) и (6.19) следует, что 
 ( ) ( ) (cos sin )T T T T      pR u pRu p uR p u w  

 cos sin cos ( ) sin ( ) 0T T         pu pw p u p w  
и аналогично 
 ( ) ( ) ( sin cos )T T T T       pR w pRu p wR p u w  

 sin cos sin ( ) cos ( ) 0.T T           pu pw p u p w  
Отсюда следует, что плоскость, определенная равенствами (6.19), инва-
риантна относительно ортогонального поворота, представленного мат-
рицей R. 

В результате получили, что как единичная сфера 3S , так и плоскость, 
заданная равенствами (6.19), инвариантны относительно ортогонального 
поворота ( , ).r n  Отсюда следует, что орбитой ортогонального поворота 

( , ),r n  который действует на единичную сферу 3,S  является пересече-
ние сферы 3S  и плоскости, заданной равенствами (6.19). Но, как показа-
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но в разделе 6.3, это пересечение – окружность сферы 3.S  Следователь-
но, орбитой ортогонального поворота ( , ),r n  действующего на единич-
ную сферу 3,S  также является окружность сферы 3.S  

Так как каждой точке сферы 3S  соответствует некоторая ориентация, то 
можно сказать, что орбита ортогонального поворота ( , ),r n  действующего 
на единичную сферу 3S , является окружностью ориентаций. 

6.6. Действие поворотов на сферу S3 

Рассмотрим произвольный ортогональный поворот, который пред-
ставляется ортогональной матрицей третьего порядка ( , ).R n  Опреде-
лим следующую матрицу четвертого порядка: 

 
1 0

( , ) .
0 ( , )




 
  
 

H n
R n

 

Очевидно, что матрица ( , )H n  также является ортогональной. Следова-
тельно, эта матрица описывает некоторый ортогональный поворот в ев-
клидовом аффинном пространстве 4.E  Отсюда следует, что единичная 
сфера 3S  инвариантна относительно действия матрицы ( , ).H n  

Определим орбиты ортогонального поворота ( , )H n  при его дей-
ствии на единичную сферу 3.S  Для этой цели введем векторы 
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0
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3

0
0

,
n
n
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используя которые, определим секущую плоскость 
 1,d w p  2,d h p  (6.20) 
где действительные константы 1d  и 2d  удовлетворяют условию 

 2 2
1 20 1.d d    

Очевидно, что эта секущая плоскость инвариантна относительно дей-
ствий ортогонального поворота ( , ),H n  так как 

 1( ( , ) ) ( , ) ,T T d  p     w H n p w H n p w p w  

 2( ( , ) ) ( , ) ( ( , ) ) .T T T d        h H n p h H n p H n h p h p h p  
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Таким образом, получили, что единичная сфера 3S  и плоскость, за-
данная равенствами (6.20), одновременно инвариантны относительно 
действий ортогонального поворота ( , ).H n  Следовательно, орбита орто-
гонального поворота ( , ),H n  действующего на единичную сферу 3,S  
является пересечением этой единичной сферы 3S  и секущей плоскости, 
заданной равенствами (6.20). В общем случае, как показано в разделе 6.3, 
это пересечение является дугой окружности, лежащей на единичной 
сфере 3.S  Следовательно, орбитой ортогонального поворота ( , ),H n  
действующего на единичную сферу 3,S  является дуга окружности, ле-
жащая на единичной сфере 3.S  

Так как ортогональный поворот ( , )H n  был выбран произвольно, то 
это замечание касается всех ортогональных поворотов. Ориентационные 
кривые, которые соответствуют окружностям, лежащим на поверхности 
единичной сферы 3,S  будут называться ориентационными окружностями. 

6.7. Параметризованные дуги 
больших окружностей 

Возьмем произвольную ориентацию P и некоторую матрицу поворота 
( , ).R n  Определим параметризованную кривую 

 ( ) ( , )u uP R n P  
для [0, 1].u   Из результатов, полученных в предыдущем разделе, следует, 
что параметризованная кривая ( )uP  определяет некоторую дугу окруж-
ности сферы 3.S  Таким образом, параметризованная кривая ( )uP  описы-
вает параметризованную дугу окружности на сфере 3S  или параметризо-
ванную дугу ориентаций. 

Определим условия, которые обеспечивают гладкую стыковку сег-
ментов одной дуги окружности ориентаций. Для этого рассмотрим две 
дуги окружности 
 1( ) ( , ) ,u uP R n P   2( ) ( , ) ,u uQ R n P  
где [0, 1],u   а ориентация 2P  определяется как конечная точка дуги 
окружности ( ),uP  т. е. 
 2 1(1) ( , ) . P P R n P  
Очевидно, что дуги окружностей ( )uP  и ( )uQ  принадлежат одной 
окружности, так как являются орбитами одного и того же поворота. По-
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кажем, что эти дуги окружностей стыкуются в точке 2P  гладким обра-
зом. Для этого достаточно показать, что дуга окружности 
 1( ) ( , ) ( , )u u u R R n R n P  
является гладкой относительно параметрических производных. Но это 
очевидно, так как эта дуга окружности может быть представлена следу-
ющим образом: 
 1( ) ( , (2 )) ,u u R R n P  
учитывая аддитивность поворотов вокруг одной оси. Отсюда следует, 
что параметрические производные кривых ( )uP  и ( )uQ  удовлетворяют в 
точке стыковки следующим условиям: 
 ( ) ( )(0) (1).n nP Q  (6.21) 

Теперь рассмотрим две произвольные дуги окружности ориентаций 
 1 1( ) ( , ) ,u uP R n P  (6.22) 
 2 2( ) ( , ) ,u uQ R n P  (6.23) 
где [0, 1],u   которые являются орбитами одного и того же поворота и 
имеют общую граничную ориентацию 
 2 (1) (0). P P Q  

В этом случае дуги окружностей ( )uP  и ( )uQ  имеют разрыв пара-
метрической производной в точке стыковки 2P , определяемой ориента-
цией 2.P  Для того чтобы обеспечить параметрическую гладкость в точке 
стыковки, введем следующую перепараметризацию: 

 1

2 1
( ) t tu t

t t



 (6.24) 

для 1 2[ , ]t t t  и 

 2

3 2
( ) t tu t

t t



 (6.25) 

для 2 3[ , ],t t t  где узлы 1t , 2t  и 3t  должны удовлетворять следующему 
условию: 

 1 2

2 1 3 2
.

t t t t
 
 

 (6.26) 

Подставив перепараметризации (6.24) и (6.25) соответственно в опре-
деления параметризованных кривых (6.22) и (6.23), получим новые па-
раметризованные кривые 
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 ( ) ( ( )),t u tP P  
где 1 2[ , ],t t t  и 
 ( ) ( ( )),t u tQ Q  
где 2 3[ , ],t t t  которые эквивалентны параметризованным кривым ( )uP  и 

( )uQ  соответственно. Покажем, что эти параметризованные кривые гладко 
стыкуются в точке 2P . Для этого вычислим значения параметрических 
производных этих кривых в точке стыковки. Учитывая равенство (6.21), 
получим 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 2

2 1 3 2
( ) (1) (0) ( )

nn
n n n nt t

t t t t
   

         
P P Q Q  

для любых .n N  
Перепараметризации, заданные формулами (6.24) и (6.25), будут в даль-

нейшем использованы при построении сплайн-кривых на поверхности 
сферы 3S . 

6.8. Параметризованные дуги малых окружностей 

Рассмотрим произвольную ортогональную матрицу четвертого поряд-
ка, которая имеет следующую структуру: 

 
1 0

( , ) ,
0 ( , )




 
  
 

H n
R n

 

где ( , )R n  – ортогональная матрица третьего порядка. Выберем на по-
верхности сферы 3S  произвольную точку P. Обозначим через p радиус-
вектор точки P. Определим параметризованную кривую 
 ( ) ( , )u up H n p  (6.27) 
для [0, 1].u   Из результатов, полученных в разделе 6.6, следует, что в 
общем случае параметризованная кривая ( )up  является дугой малой ори-
ентационной окружности на поверхности единичной сферы 3.S  Поэтому 
параметризованную кривую ( )up  также будем называть дугой малой 
ориентационной окружности. 

Опишем дугу малой ориентационной окружности ( ),up  используя 
ортогональные матрицы третьего порядка. Для этого представим еди-
ничный вектор p следующим образом: 

 
cos

( , ).
sin





 

  
 

p r m
m
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Используя это представление, равенство (6.27) может быть преобразова-
но следующим образом: 
 ( ) ( , ) ( , )u u  p H n r m  

 
1 0 cos cos

( ( , ) , ).
0 ( , ) sin sin ( , )

u
u u

 
 

   
     

       
     

r R n m
R n m R n m

 

Введем обозначение 
 ( ) ( , )u um R n m  

для [0, 1].u   Видно, что параметризованная кривая ( )um  описывает дугу 
окружности на единичной сфере 2.S  Тогда параметризованная ориента-
ционная кривая ( )up  может быть описана при помощи ортогональных 
матриц третьего порядка следующим образом: 
 ( ) ( ( ), )u u P R m  (6.28) 

для [0, 1].u   Следовательно, дуга малой ориентационной окружности 
может быть представлена формулой (6.28), где ( )um  описывает дугу 
окружности на единичной сфере 2.S  

Рассмотрим две дуги ориентационных окружностей 
 1 1( ) ( ( , ) , ),u u P R R n m  

 2 2( ) ( ( , ) , )u u Q R R n m  

для [0, 1],u   которые стыкуются в общей точке 
 (1) (0).P Q  

Из этого равенства следует, что 
 1 1 2 2( , ) ( ,0) .  R n m R n m m  

Отсюда следует, что параметризованные кривые 
 1 1( ) ( , ) ,u up R n m  

 2 2( ) ( , )u uq R n m  

для [0, 1]u   описывают дуги одной и той же окружности на поверхности 
единичной сферы 2,S  которые стыкуются в точке 2.m  Поэтому ориента-
ционные параметризованные кривые ( )uP  и ( )uQ  описывают дуги од-
ной и той же ориентационной окружности, которые стыкуются в общей 
ориентации. Но эти параметризованные кривые имеют разрыв по пара-
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метрическим производным в точке стыковки. Для того чтобы обеспечить 
параметрическую непрерывность в точке стыковки дуг ориентационных 
окружностей ( )uP  и ( ),uQ  введем следующую перепараметризацию: 

 1

2 1
( ) t tu t

t t



 

для 1 2[ , ]t t t  и 

 2

3 2
( ) t tu t

t t



 

для 2 3[ , ],t t t  где узлы 1,t  2t  и 3t  удовлетворяют следующим условиям: 

 1 2

2 1 3 2
.

t t t t
 
 

 (6.29) 

Теперь определим параметризованные кривые 
 ( ) ( ( ))t u tP P  (6.30) 
для 1 2[ , ]t t t  и 
 ( ) ( ( ))t u tQ Q  (6.31) 
для 2 3[ , ],t t t  которые эквивалентны параметризованным ориентацион-
ным кривым ( )uP  и ( ).uQ  В следующей теореме доказано, что парамет-
ризованные ориентационные кривые ( )tP  и ( )tQ  гладко стыкуются в 
общей ориентации. 

Теорема. Параметризованные ориентационные кривые ( )tP  и ( ),tQ  
определенные равенствами (6.30) и (6.31), удовлетворяют следующим 
условиям: 
 ( ) ( )

2 2( ) ( )n nt tP Q  
для всех n N  при условии, что узлы 1t , 2t  и 3t  удовлетворяют равен-
ству (6.29). 

Доказательство. Рассмотрим параметризованные ориентационные 
кривые ( )tP  и ( ),tQ  которые определены равенствами (6.30) и (6.31), где 
узлы 1,t  2t  и 3t  удовлетворяют равенству (6.29). Равенства (6.30) и (6.31) 
можно переписать следующим образом: 
 1 1( ) ( ( , ( ) ) , ),t u t  P R R n m  
 2 2( ) ( ( , ( ) ) , )t u t  Q R R n m  
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для [0, 1].u   Рассмотрим параметризованные кривые 
 1 1( ) ( ( )) ( , ( ) ) ,t u t u t  p p R n m  
 2 2( ) ( ( )) ( , ( ) ) ,t u t u t  q q R n m  
которые описывают дуги окружностей на поверхности единичной сфе-
ры 2.S  Как показано в разделе 5.7, параметризованные кривые ( )tp  и 

( )tq  удовлетворяют следующим условиям: 

 ( ) ( )
2 2( ) ( )n nt tp q  (6.32) 

для любых .n N  Для того чтобы упростить и прояснить дальнейшие 
рассуждения, введем следующие векторные функции конечных поворо-
тов: 

 
cos

( ( ), ) ,
sin ( )

t
t





 

  
 

r p
p

  
cos

( ( ), ) ,
sin ( )

t
t





 

  
 

r q
q

 

которые соответствуют параметризованным ориентационным кривым 
( )tP  и ( ).tQ  Очевидно, что эти векторные функции удовлетворяют сле-

дующим условиям в точке стыковки, учитывая равенство (6.32): 
 ( ) ( )

2 2( ( ( ), )) ( ) ( ( ( ),0))( )n nt t t t  r p r p  

 ( ) ( )
2 2( ( ( ),0))( ) ( ( ( ), )) ( )n nt t t t r q r q  

для любых .n N  В свою очередь из этих уравнений следует, что 
 ( ) ( )

2 2( ) ( )n nt tP Q  
для любых .n N  

Теорема доказана. 
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Глава 7 
СМЕШЕНИЕ  ПАРАМЕТРИЗОВАННЫХ  КРИВЫХ  
НА  ГРУППЕ  ЛИ 

В данной главе определены два класса полиномов, которые в даль-
нейшем используются для смешения параметризованных кривых на 
группе Ли. Рассматривается применение предложенного подхода к моде-
лированию сплайн-кривых на гладком многообразии, на котором опре-
делено действие группы Ли. В последующих главах предложенный под-
ход используется для моделирования сплайн-кривых на поверхностях 
двумерной и трехмерной сфер. 

Глава имеет следующую структуру. Сначала рассмотрены полиномы 
Бернштейна и доказаны некоторые их свойства. Потом на базе полиномов 
Бернштейна определены два класса полиномов, которые в дальнейшем 
используются для смешения однопараметрических групп Ли. В заключе-
ние главы показано, как с помощью предложенных полиномов смешивать 
однопараметрические подгруппы группы Ли и моделировать сплайновые 
кривые на многообразии, на котором определено действие группы Ли. 

Более подробная информация о полиномах Бернштейна представлена 
в работах [38–41]. Полиномы, предназначенные для смешения парамет-
ризованных кривых на группе Ли, были определены автором и рассмот-
рены в статьях [42–46]. Для подробного ознакомления с теорией сплайн-
функций можно использовать книги [47–51]. 

Переработанная версия данной главы базируется на статье автора 
[80], в которой введены новые классы полином для сглаживания пара-
метризованных кривых на группе Ли. 

7.1. Полиномы Бернштейна 

Рассмотрим формулу бинома Ньютона 





n

m

mmnm
n

n baCba
0

)( , 

где Nn , a и b – произвольные действительные числа. Здесь 
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)!(!
!

mnm
nC m

n 
  

обозначают биномиальные коэффициенты. Положим 
ua 1 , ub  , 

где [0,1],u   и подставим эти значения в формулу бинома Ньютона. 
Получим 





n

m

mmnm
n

n uuCuu
0

)1())1((  

для любых [0,1]u  или эквивалентную формулу 

1)1(
0





n

m

mmnm
n uuC . 

Введем следующие обозначения для полиномов под знаком суммы: 
mmnm

nnm uuCub  )1()(, , 

где {0, 1, , }m n  . Тогда полученное равенство может быть переписа-
но следующим образом: 

1)(
0

, 


n

m
nm ub  

для любых [0,1]u . При этом следует отметить, что 

1)(0,0 ub . 

Полиномы )(, ub nm  называются полиномами Бернштейна степени n. 
На рис. 7.1 показаны графики некоторых полиномов Бернштейна 

младших степеней. В геометрических приложениях наиболее часто 
используются следующие полиномы Бернштейна младших степеней: 

uub  1)(1,0 , 1,1( ) ,b u u  
2

2,0 )1()( uub  , uuub )1(2)(2,1  , 2
2,2( ) ,b u u  

3
3,0 )1()( uub  , uuub 2

3,1 )1(3)(  , 2
3,2 )1(3)( uuub  , 3

3,3 )( uub  . 

Профили этих полиномов Бернштейна и показаны на рис. 7.1. 
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Рис. 7.1. Профили полиномов Бернштейна 

 
Из определения полиномов Бернштейна следует, что они удовле-

творяют следующим граничным условиям: 

 ,
0, 0 ,

(0)
1, 0,

 
  

m n
m n

b
m

 (7.1) 

и 

 ,
0, 0 ,

(1)
1, .

 
  

m n
m n

b
m n

 (7.2) 

Заменим в полиномах Бернштейна аргумент u на значение )1( u , 
учитывая, что биномиальные коэффициенты удовлетворяют равенству 

,m n m
n nC C  

получим 
)()1()1()1( ,, ubuuCuuCub nmn

mnmmn
n

mmnm
nnm 

  . 

В результате получили, что полиномы Бернштейна удовлетворяют 
следующему свойству: 

)()1( ,, ubub nmnnm  , 

где {0,1, , }m n . 
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7.2. Дифференцирование  полиномов  Бернштейна 

Найдем общую формулу, которая может быть использована для 
дифференцирования полиномов Бернштейна. Для этой цели рассмот-
рим произвольный полином Бернштейна )(, ub nm , где индекс m удовле-
творяет следующим условиям: 

nm 0 . 
Производная от полинома )(, ub mn  может быть определена следующим 
образом: 

  ))1(())(( ,
mmnm

nnm uuCub  

  mmnm
n

mmnm
n uuCmnuumC 11 )1()()1(  








  mmnmmn uu
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nmnuu
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nnmnuu
mnmm

nmn )1(1)1()1( )1(
)!1)((!

)!1()()1(
)!()!1(
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mmnm
n

mmnm
n uunCuunC )1(

1
1)1()1(1

1 )1()1(  
))()(( 1,1,1 ububn nmnm   . 

В свою очередь производные от полиномов Бернштейна )(,0 ub n  и 
)(, ub nn  могут быть определены следующим образом: 

)()1())1(())(( 1,0
1

,0 unbunuub n
nn

n 
   

и 
)()())(( 1,1

1
, unbnuuub nn

nn
nn 

  . 
Объединяя полученные результаты, получим следующие формулы для 
вычисления производной от полиномов Бернштейна: 

 
0, 1

, 1, 1 , 1

1, 1

( ), 0,
( ( )) ( ( ) ( )), 0 ,

( ), .



  

 

 


    
 

n

m n m n m n

n n

nb u m
b u n b u b u m n

nb u m n
 (7.3) 

П р и м е р  1 .  Найдем производную от полинома Бернштейна 
)(5,2 ub . Используя формулы (7.3), получим 

 ))()((5)( 4,24,15,2 ububub  
223223 )1(30)1(20))1(6)1(4(5 uuuuuuuu  . 
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В принципе формулы (7.3) могут рекуррентно использоваться для 
вычисления производной любого порядка от полинома Бернштейна. 
Но эти вычисления утомительны. В следующей теореме выведена 
формула для вычисления производной произвольного порядка от по-
линома Бернштейна. 

Теорема 1. Производная k-го порядка от полинома Бернштейна мо-
жет быть вычислена по следующей формуле: 

 ( )
, ,

0
( ) ( 1) ( ( 1)) ( 1) ( )  


    

k
k i i

m n k m k i n k
i

b u n n n k C b u  (7.4) 

для любого {1, 2, , min{ , }}.k m n m   
Доказательство. Докажем формулу (7.4), используя принцип ма-

тематической индукции. Формула (7.4) выполняется при вычислении 
производной первого порядка от полинома Бернштейна )(, ub nm . В этом 
случае она эквивалентна формуле (7.3). Предположим, что формула 
(7.4) справедлива для некоторого натурального числа )1( k , т. е. 

1
( 1)

, 1 ( 1)+ , ( 1)
0

( ) ( 1) ( ( 2)) ( 1) ( )



    


    

k
k i i

m n k m k i n k
i

b u n n n k C b u . 

Используя это предположение и принимая во внимание, что биноми-
альные коэффициенты удовлетворяют следующим соотношениям: 

00
1 kk CC  , k

k
k
k CC 


1
1  

и 
11

11


  i
k

i
k

i
k CCC  

для любого {0,2, , 1}  i k , производная порядка k от полинома 
Бернштейна )(, ub nm  может быть вычислена следующим образом: 

  ))(()( )1(
,

)(
, ubub k

nm
k

nm  
1

1 ( 1) , ( 1)
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i
n n n k C b u . 

Теорема доказана. 
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П р и м е р  2. Найдем производную третьего порядка от полинома 
Бернштейна )(6,3 ub . Используя формулы (7.3), получим 

 ))()()()((456)( 3,3
3
33,2

2
33,1

1
33,0

0
36,3 ubCubCubCubCub  

 ))1(9)1(9)1((120 3223 uuuuuu  
3223 120)1(1080)1(1080)1(120 uuuuuu  . 

Из формулы (7.4) следует, что производные от полиномов Берн-
штейна )(,0 ub n  и )(, ub nn  удовлетворяют следующим граничным усло-
виям: 

 ( )
0, (0) ( 1) ( 1) ( ( 1))    k k

nb n n n k , (7.5) 

 0)1()(
,0 k
nb  (7.6) 

и 
 0)0()(

, k
nnb , (7.7) 

 ( )
, (1) ( 1) ( ( 1))   k

n nb n n n k  (7.8) 
для любых {1,2, , 1} k n . 

Кроме того, из формулы (7.4) и равенств (7.1) и (7.2) из предыду-
щего раздела следует, что производные от полиномов Бернштейна 

)(, ub mn  удовлетворяют следующим граничным условиям: 

 0)0()(
, k
nmb  (7.9) 

и 
 0)1()(

, k
nmb  (7.10) 

для любых {1, 2, , min{ ( 1), 1}}.k n m m     

7.3. Интегрирование полиномов Бернштейна 

Найдем общую формулу, которая может быть использована для ин-
тегрирования полиномов Бернштейна. Для этого сначала вычислим 
неопределенный интеграл от полинома Бернштейна )(,0 ub n  

  )1()1()1()(,0 ududuuduub nn
n  

c
n
b

n
u n

n








 


11
)1( 1,0

1
, 

где Rc . В результате получили следующую формулу: 
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 c
n
b

duub n
n 


  1

)( 1,0
,0 . (7.11) 

Теперь вычислим неопределенный интеграл от полинома Бернштейна 
)(, ub nn . Получим 
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n

b
c

n
uduuduub nn

n
n

nn 





 


 11
)( 1,1

1

, . (7.12) 

Полученные результаты используем для вычисления неопределенного 
интеграла от произвольного полинома Бернштейна )(, tb nm , где 
индекс m удовлетворяет следующим условиям: 

nm 0 . 
Неопределенный интеграл от функции )(, tb nm  можно вычислить, ис-
пользуя формулу интегрирования по частям 

  vduuvudv . 

Для использования этой формулы введем следующие определения: 
mtu  , 

dttCdv mnm
n

 )1( . 
Тогда 

1, mdu mt  

   )1()1()1( tdtCdttCdvv mnm
n

mnm
n  

)1(1
)1(1

)1(1
))!1(()!1(

)1(!
)1()!(!

)1(! 











 mnm
n

mnmn
tC

mmnmm
tn

mnmnm
tn . 

Используя полученные результаты, неопределенный интеграл от функции 
)(, tb nm  можно проинтегрировать по частям следующим образом: 

  dtttCdttb mmnm
nnm )1()(,  

   dtttCttC
m

mmnm
n

mmnm
n

1)1(1)1(1 )1()1(1  




   dtttCtt
mnmm

n mmnm
n

mmn 1)1(1)1( )1()1(
)!)1(()!1(

!  





   dtttCtt

mnmn
n mmnm

n
mmn 1)1(1)1( )1()1(

)!)1((!)1(
)!1(  
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 dtttCttC

n
mmnm

n
mmnm

n
1)1(1)1(

1 )1()1(
1

1  

  


 dttbtb
n nmnm )()(

1
1

,11, . 

Принимая во внимание равенства (7.11), полученное рекуррентное 
уравнение может быть переписано следующим образом: 

 





m

i
ninm ub

n
cduub

0
1,, )(

1
1)( , (7.13) 

где Rc . 
 
П р и м е р .  Используя формулу (7.13), вычислим неопределенный 

интеграл от полинома Бернштейна )(2,5 ub . Получим 

 ))()()((
6
1)( 6,26,16,05,2 ubububcduub  

))1(15)1(6)1((
6
1 2456 uuuuuc  . 

7.4. Полиномиальный базис 

Покажем, что полиномы Бернштейна )(, ub km , где {0,1, , }k n , об-
разуют базис всех полиномов степени не больше чем n. Очевидно, что 
полиномы Бернштейна различных степеней линейно независимы. До-
кажем, что различные полиномы Бернштейна одной степени также ли-
нейно независимы. 

Теорема 2. Полиномы Бернштейна )(, ub nm , где {0,1, , }m n , явля-
ются линейно независимыми. 

Доказательство. Предположим, что существуют такие действи-
тельные числа ic , где {0,1, , }i n , что 

 0 0, 1 1, 2 2, ,( ) ( ) ( ) ( ) 0    n n n n n nc b u c b u c b u c b u  (7.14) 
для любого [0,1]u . Разделим это равенство на полином Бернштейна 

)(,0 ub n , получим равенство 

1, 2, ,
0 1 2

0, 0, 0,

( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
    n n n n

n
n n n

b u b u b u
c c c c

b u b u b u
 , 

которое может быть переписано следующим образом: 
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1 2
1,1 2,2 ,

0 1 20 0 0
0,1 0,2 0,

( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
    

n
n n n n n

n
n n n n

C b u C b u C b u
c c c c

C b u C b u C b u
 . 

Так как это равенство справедливо для любого значения u, то оно так-
же справедливо и при значении 

0u . 
Подставив это значение u в последнее равенство, получим 

1 2
1,1 2,2 ,

0 1 10 0 0
0,1 0,2 0,

(0) (0) (0)
0

(0) (0) (0)
    

n
n n n n n

n
n n n n

C b C b C b
c c c c

C b C b C b
 . 

Откуда следует, учитывая равенства (7.1) и (7.2) из раздела 7.1, что 
00 c . 

Следовательно, равенство (7.14) может быть переписано следующим 
образом: 

1 1, 2 2, 3 3, ,( ) ( ) ( ) ( ) 0    n n n n n nc b u c b u c b u c b u . 

Разделив это равенство на )(1, ubn , получим 

2, 3, ,
1 2 3

1, 1, 1,

( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
    n n n n

n
n n n

b u b u b u
c c c c

b u b u b u
 . 

Это равенство можно переписать следующим образом: 
2 3

1,1 2,2 1, 1
1 2 31 1 1

0,1 0,2 0, 1

( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
 


    

n
n n n n n

n
n n n n

C b u C b u C b u
c c c c

C b u C b u C b u
 . 

Подставив в это равенство значение 
0u , 

получим 

0
)0(
)0(

)0(
)0(

)0(
)0(

1,0
1

1,1

2,0
1

2,2
3

3
1,0

1
1,1

2
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nn
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bC

bC
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bC

bC
c

bC

bC
cc  . 

Отсюда следует, что 
01 c . 

Повторяя аналогичные рассуждения дальше, получим, что все коэффици-
енты ic  при {0,1, , }i n  равны нулю. Следовательно, полиномы Берн-
штейна )(, ub nm , где {0,1, , }m n , являются линейно независимыми. 

Теорема доказана. 
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Теорема 3. Любой полином степени n может быть представлен 
единственной линейной комбинацией полиномов Бернштейна )(, ub nm , 
где {0,1, , }m n . 

Доказательство. Рассмотрим произвольный полином 
2

0 1 2( )      n
np u a a u a u a u  

степени n, где [0,1]u . Покажем, что полином )(up  может быть пред-
ставлен единственной линейной комбинацией 

0 0, 1 1, ,( ) ( ) ( ) ( )   n n n n nc b u c b u c b u p u , 

где Rci   для {0,1, , }i n . Последнее равенство эквивалентно следу-
ющей системе уравнений: 

0 0, 1 1, ,

0 0, 1 1, ,

0 1, 1 1, ,

( ) ( ) ( ) ( )
0 0, 1 1, ,

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

   
      
      

   

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n
n n n n n

c b u c b u c b u p u
c b u c b u c b u p u
c b u c b u c b u p u

c b u c b u c b u p u





       



 

которая совместна для любого значения [0,1]u . Подстановка в эти 
уравнения значения 

0u  
дает следующую систему уравнений: 

0 0, 1 1, ,

0 0, 1 1, ,

0 0, 1 1, ,

( ) ( ) ( ) ( )
0 0, 1 1, ,

(0) (0) (0) (0),
(0) (0) (0) (0),
(0) (0) (0) (0),

(0) (0) (0) (0).

   
      
      

   

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n
n n n n n

c b c b c b p
c b c b c b p
c b c b c b p

c b c b c b p





       



 

Принимая во внимание, что полиномы Бернштейна и их производные 
удовлетворяют граничным условиям, описанным соответственно ра-
венствами (1) и (2) из раздела 7.1 и равенствами (3), (5) и (7) из разде-
ла 7.2, полученная система уравнений эквивалентна следующей систе-
ме уравнений: 
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0 0,

0 0, 1 1,

0 0, 1 1, 2 2,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0, 1 1, 1 1, ,

(0) (0),
(0) (0) (0),

(0) (0) (0) (0),

(0) (0) (0) (0) (0). 


   

     

    

n

n n

n n n

n n n n n
n n n n n n n n

c b p
c b c b p

c b c b c b p

c b c b c b c b p

       



 

Разрешая эту систему относительно неизвестных коэффициентов ic , 
где {0,1, , }i n , получим 

 

0
1,

0 0,
1

1,

0 0, 1 1,
2

2,

( ) ( ) ( )( )
0 0, 1 1, 1 1,

( )
,

(0) ,
(0)

(0) (0)
,

(0)
(0) (0) (0)

,
(0)

(0) (0) (0) (0)
.

(0)
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n

n n

n

n n nn
n n n n n

n n
n n

pc
b

p c b
c

b
p c b c b

c
b

p c b c b c b
c

b

       

  (7.15)

 

Следовательно, полином )(up  может быть представлен единственной 
линейной комбинацией полиномов Бернштейна )(, ub nm , где 

{0,1, , }m n . 
Теорема доказана. 
Из теорем 2 и 3 следует, что полиномы Бернштейна )(, ub km , где 
{0,1, , }k n , образуют базис для всех полиномов степени не больше 

чем n. 
П р и м е р .  Представим полином 

2321)( uuup  , 
где [0,1]u , линейной комбинацией полиномов Бернштейна. В этом 
случае нужно найти такие действительные числа 0c , 1c  и 2c , что 

2
2,222,112,00 321)()()( uuubcubcubc  . 

Найдем коэффициенты 0c , 1c  и 2c , используя формулу (7.14). Для этой 
цели найдем первые две производные полиномов Бернштейна 
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2
2,0 )1()( uub  , uuub )1(2)(2,1  , 2

2,2 )( uub  . 

Получим 
)1(2)(2,0 uub  , uub 42)(2,1  , uub 2)(2,2   

и 
2)(2,0  ub , 4)(2,1 ub , 2)(2,2 ub . 

Кроме того, найдем первые две производные от полинома )(up . Получим 
uup 62)(  , 6)(  up . 

Тогда, используя формулы (7.15), искомые коэффициенты опреде-
ляются следующим образом: 

1
1
1

)0(
)0(

2,0
0 

b
pc , 

2
2

)2(12
)0(

)0()0(

2,1

2,00
1 









b
bcp

c , 

6
2

)4(2216
)0(

)0()0()0(

2,2

2,112,00
2 









b
bcbcp

c . 

В результате получили 
222 6))1(2(2)1(321 uuuuuu  . 

7.5. Сглаживающие полиномы 

Определим два класса полиномов, которые будут в дальнейшем ис-
пользоваться для смешения параметризованных кривых на группе Ли. 
Для этого сначала рассмотрим на действительной прямой R следующие 
последовательности точек: 

1

1 2 2 10, 0, , 0, , , ,
2 1 2 1 2 1



   
     n

n n n
n n n

  , Nn . 

Далее определим кривые Безье на данных последовательностях точек, 
используя полиномы Бернштейна 

mmnm
nnm uuCub  )1()(, , [0,1]u , 

где m
nC  обозначают биномиальные коэффициенты. Очевидно, что эти 

кривые Безье представляются следующими полиномами: 
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1

1
12,,1 12

)()(
n

i
ninn n

inubuw , [0,1]u , 

где Nn . Из этого определения следует, что полиномы )(,1 uw n  имеют 
следующие граничные точки: 
 0)0(,1 nw , 1)1(,1 nw . (7.16) 

На рис. 7.2 показаны графики полиномов )(,1 uw n , из которых можно 
определить кинематические свойства этих полиномов. Как видно из 
этого рисунка, полиномы )(,1 uw n  могут рассматриваться как довольно 
хорошая аппроксимация функции разгона, значение которой на интер-
вале [0,1]  гладко изменяется от нуля до единицы с требуемой степенью 
непрерывности. На правом же конце этого интервала скорость измене-
ния значения полиномов становится единичной. 

 

Рис. 7.2. Графики полиномов )(,1 uw n  
 
Перейдем к определению следующего класса полиномов, которые 

также будут в дальнейшем использоваться для смешения параметризо-
ванных кривых на группе Ли. Для этого рассмотрим следующие после-
довательности точек на действительной прямой R: 

1

1 20, , , , ,0, 0, , 0
2 1 2 1 2 1



 
     n

n
n n n

  , Nn . 
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Определим на этих последовательностях точек кривые Безье анало-
гично тому, как это было сделано для полиномов )(,1 uw n . Получим 
следующие полиномы: 




 


n

i
nin n

iubuw
1

12,,2 12
)()( , [0,1]u , 

где Nn . Из этого определения следует, что полиномы )(,2 uw n  имеют 
следующие граничные точки: 

 0)0(,2 nw , 0)1(,2 nw . (7.17) 

На рис. 7.3 показаны графики полиномов )(,2 uw n , из которых можно 
определить кинематические свойства этих полиномов. Как видно из 
этого рисунка, полиномы )(,2 uw n  могут рассматриваться как довольно 
хорошая аппроксимация функции торможения, значение которой на 
интервале [0,1]  гладко изменяются с требуемой степенью непрерывно-
сти. При этом на левой границе интервала значение производной от 
функции торможения равно 1. 

 

 
 

Рис. 7.3. Графики полиномов )(,2
unw  
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7.6. Дифференцирование сглаживающих полиномов 

Для того чтобы упростить дальнейшее изложение, определим два тож-
дества с биномиальными коэффициентами, которые в дальнейшем ис-
пользуются для вычисления значений производных высших порядков от 
полиномов )(,1 uw n  и )(,2 uw n . Нам нужно доказать следующие тождества: 

0)1(
0




m

i

i
m

i C , 0)1(
0




m

i

i
m

i iC . 

Чтобы доказать первое равенство, используя бином Ньютона, развернем 
следующую сумму: 

0)1()11(
0

 


m

i

i
m

im C . 

Второе из рассматриваемых тождеств доказывается при помощи следу-
ющих двух биномиальных тождеств: 

im
m

i
m CC  , 1

1

 i

m
i
m C

i
mC . 

Используя эти тождества и первое из доказанных тождеств, получим 
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i iC
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для четных m. Аналогично для нечетных m получим, что 
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0 0 0 12 4 2
2 2 2 2 2

             m m
m m m m m

m m m m mC C C C C  

0 0 0 1
2 2 2 2 2

           m m
m m m m m
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0 0 0 2 11 2 3 2 1            m m
m m m m mC C C C C  
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i
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i CmCm . 

Таким образом, два из требуемых тождеств доказаны. 
Теорема 4. Производные полиномов )(,1 uw n  имеют следующие зна-

чения на границах интервала [0,1] : 

 0)0()(
,1 m
nw , {2,3, , } m n , (7.18) 

 1)1(,1  nw , 0)1()(
,1 m
nw , {2,3, , } m n . (7.19) 

Доказательство. Используя формулы для вычисления значений 
производных на границах кривой Безье, получим 

0)0()(
,1 m
nw , 
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inC
mn

nw
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)(
,1 12

12)1(
)!12(

)!12()1(  

для всех {1,2, , }m n . Вычислим значения производных, которые 
определены вторым из этих уравнений. Производная первого порядка 
имеет следующее значение: 

1
)!2(
)!2()

12
2

12
12(

)!2(
)!12()1(,1 








n
n

n
n

n
n

n
nw n . 

Для того чтобы вычислить производные более высоких порядков, ис-
пользуем полученные вспомогательные тождества с биномиальными ко-
эффициентами: 
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для любого {2,3, , }m n . В результате получили, что производные по-
линомов )(,1 uw n  имеют следующие значения на правой границе интер-
вала [0,1] : 

1)1(,1  nw , 0)1()(
,1 m
nw , {2,3, , } m n , 

что и требовалось доказать. 
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Теорема 5. Производные полиномов )(,2 uw n  имеют следующие зна-
чения на границах интервала [0,1] : 

 1)0(,2  nw , 0)0()(
,2 m
nw , {2,3, , } m n , (7.20) 

 0)1()(
,2 m
nw , {1,2, , } m n . (7.21) 

Доказательство. Определим производные полиномов )(,2 uw n  на 
границах интервала [0,1] . Используя формулы для вычисления произ-
водных на границах кривой Безье, получим 
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для всех {1,2, , }m n . 
Вычислим значения производных, которые определены первым из 

полученных выражений. Производная первого порядка имеет следующее 
значение: 
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Для того чтобы вычислить производные более высоких порядков, ис-
пользуем вспомогательные тождества с биномиальными коэффициен-
тами: 
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В результате получили, что производные полиномов )(,2 uw n  имеют сле-
дующие значения на левой границе интервала [0,1] : 

1)0(,2  nw , 0)0()(
,2 m
nw , {2,3, , } m n , 

что и требовалось доказать. 
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7.7. Оптимальные свойства сглаживающих полиномов 

Теорема 6. Полином )(,1 uw n  является минимумом функционала 

 
1

0

2)1( |)(|)( duuffJ n
n  

для любого значения Nn , где функция )(uf , [0,1]u , удовлетворяет 
следующим граничным условиям: 

0)0( f , 1)1( f , 

0)0()( mf , {1,2, , } m n , 

1)1( f , 0)1()( mf , {2,3, , } m n . 
Доказательство. Пусть функция )(ug  является минимумом функци-

онала )( fJ n . Рассмотрим функцию 

1, 1,( )( ) ( ) ( ).  n ng w u g u w u  

Тогда 
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Из полученного уравнения следует, что 
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Последний интеграл может быть вычислен по частям следующим образом: 
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учитывая, что 
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по условию теоремы. Применяя эту рекуррентную формулу для последо-
вательного интегрирования по частям и учитывая, что функция 

)()12(
,1 uw n
n
  является константой, получим 

  
1

0

)12(
,1,1

1

0

)1(
,1

)1(
,1

)1( )())()(()1()())()(( duuwuwugduuwuwug n
nn

nn
n

n
n
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0))())()((()1(
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0
)12(

,1,1   uwuwug n
nn

n , 

так как 
0)0()0( ,1  nwg , 1)1()1( ,1  nwg . 

Таким образом, доказано, что 
)()()( ,1,1 nnnnn wJgJwgJ  . 

Последнее равенство может быть записано следующим образом: 
)()()( ,1,1 nnnnn wgJwJgJ  . 

Из определения функционала )( fJ n  следует, что 
0)( ,1  nn wgJ . 

Следовательно, выполняется неравенство 
)()( ,1 gJwJ nnn  . 

Но функция )(ug  является минимум функционала )( fJ n  по предполо-
жению, следовательно, 

)()( ,1 uwug n . 

Таким образом, доказано, что полином )(,1 uw n  является минимумом 
функционала )( fJ n . 

Теперь докажем, что этот минимум является единственным. Предпо-
ложим противное, что существует такая функция )(ug , которая удовле-
творяет условию 

)()( ,1 nnn wJgJ  . 

Из этого уравнения следует равенство 
0)( ,1  nn wgJ , 

которое эквивалентно равенству 

)()( )1(
,1

)1( uwug n
n

n    
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для всех [0,1]u . Следовательно, 





n

i

i
in uauwug

0
,1 )()( . 

Но коэффициенты ia  равны нулю для всех {0,1, , }i n , учитывая гра-
ничные условия, которым должна удовлетворять функция )(ug . Следо-
вательно, 

1,( ) ( ), ng u w u  

что и требовалось доказать. 
Функционал )( fJ n  можно рассматривать как энергию производной 

порядка (n + 1) от функции, которая удовлетворяет граничным услови-
ям, заданным в теореме 6. Из доказанной теоремы следует, что поли-
номы )(,1 uw n  являются минимумами этого функционала. Следующие 
полиномы низких степеней: 

32
1,1 )1(2)( uuuuw  , 

5432
2,1 )1(4)1(6)( uuuuuuw   

обычно используются в геометрических приложениях. Как будет пока-
зано далее, эти полиномы обеспечивают соответственно первую и вто-
рую степени непрерывности при смешении параметризованных кри-
вых на группе Ли. 

Теорема 7. Полином )(,2 uw n  является минимумом функционала 

 
1

0

2)1( |)(|)( duuffJ n
n  

для любого значения Nn , где функция )(uf , [0,1]u , удовлетворяет 
следующим граничным условиям: 

0)0( f , 0)1( f , 

1)0( f , 0)0()( mf , {2,3, , } m n , 

0)1()( mf , {1,2, , } m n . 
Доказательство. Пусть функция )(ug  является минимумом функци-

онала )( fJ n . Рассмотрим функцию 

2, 2,( )( ) ( ) ( ).  n ng w u g u w u  



165 

Тогда 
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Из полученного уравнения следует, что 
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Последний интеграл может быть вычислен по частям следующим обра-
зом: 
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учитывая, что 

0)0()0( )(
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)(  n
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n wg , 0)1()1( )(
,2

)(  n
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n wg  

по условию теоремы. Применяя эту рекуррентную формулу для последо-
вательного интегрирования по частям и учитывая, что функция 

)()12(
,2 uw n
n
  является константой, получим 
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так как 
0)0()0( ,2  nwg , 0)1()1( ,2  nwg . 

Таким образом, доказано, что 
)()()( ,2,2 nnnnn wJgJwgJ  . 

Последнее равенство может быть записано следующим образом: 
)()()( ,2,2 nnnnn wgJwJgJ  . 
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Из определения функционала )( fJ n  следует, что 

0)( ,2  nn wgJ . 

Следовательно, выполняется неравенство 
)()( ,2 gJwJ nnn  . 

Но функция )(ug  является минимумом функционала )( fJ n  по предпо-
ложению, следовательно, 

)()( ,2 uwug n . 

Таким образом, доказано, что полином )(,2 uw n  является минимумом 
функционала )( fJ n . 

Теперь докажем, что этот минимум – единственный. Предположим 
противное, что существует такая функция )(ug , которая удовлетворяет 
условию 

)()( ,2 nnn wJgJ  . 

Из этого уравнения следует равенство 
0)( ,2  nn wgJ , 

которое эквивалентно равенству 

)()( )1(
,2

)1( uwug n
n

n   , [0,1] u . 

Следовательно, 





n

i

i
in uauwug

0
,2 )()( . 

Но коэффициенты ia  равны нулю для всех {0,1, , }i n , учитывая гра-
ничные условия, которым должна удовлетворять функция )(ug . Следо-
вательно, 

2,( ) ( ), ng u w u  

что и требовалось доказать. 
Функционал )( fJ n  можно рассматривать как энергию производной 

порядка (n + 1) от функции, которая удовлетворяет граничным услови-
ям, заданным в теореме 7. Из доказанной теоремы следует, что поли-
номы )(,2 uw n  являются минимумами этого функционала. Следующие 
полиномы низких степеней: 
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uuuw 2
1,2 )1()(  , 

432
2,2 )1(4)1()( uuuuuw   

обычно используются в геометрических приложениях. Как будет пока-
зано далее, эти полиномы обеспечивают соответственно первую и вто-
рую степени непрерывности при смешении параметризованных кри-
вых на группе Ли. 

7.8. Смешение параметризованных кривых 
на группе Ли 

Формально проблема смешения параметризованных кривых на груп-
пе Ли может быть сформулирована следующим образом. Рассмотрим две 
произвольные параметризованных кривых )(1 ug  и )(2 ug , [0,1]u , ко-
торые принадлежат группе Ли G и удовлетворяют следующим началь-
ным условиям: 

 egg  )0()0( 21 , (7.22) 
где e обозначает единицу группы Ли G. Следует отметить, так как лю-
бая точка Gg   может быть выбрана в качестве единицы этой группы 
посредством перехода к другой системе координат, то использование e 
в данных начальных условиях несущественно. Проблема состоит в по-
строении параметризованной кривой Gg  , [0,1]u , которая удовле-
творяет следующим граничным условиям: 

 egg  )0()0( 2 , 1(1) (1)g g , (7.23) 

 )0()0( )(
2

)( mm gg  , )1()1( )(
1

)( mm gg  , {1,2,..., } m n , (7.24) 
где Nn . Параметризованную кривую )(ug , которая удовлетворяет 
заданным граничным условиям, будем называть параметризованной 
кривой, смешивающей параметризованные кривые )(1 ug  и )(2 ug . Па-
раметризованная кривая )(ug  также может рассматриваться как кри-
вая, обеспечивающая гладкий переход от кривой 2( )g u  к кривой 1( )g u  
или деформацию кривой 2( )g u  в кривую 1( )g u . Следует также отме-
тить, что в геометрических приложениях параметризованные кривые 

)(1 ug  и )(2 ug  обычно представляют собой однопараметрические под-
группы группы Ли, что поясняет постановку задачи. 
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Принимая во внимание, что параметризованные кривые принадлежат 
группе Ли G, предполагаем, что параметризованная кривая )(ug , кото-
рая является решением поставленной задачи, имеет вид 

))(())(()( ,22,11 ufgufgug nn , [0,1]u , 

где )(,1 uf n  и )(,2 uf n  – некоторые действительные функции, обеспечи-
вающие выполнение условий (7.23) и (7.24), а также обладающие не-
которыми экстремальными свойствами. Следовательно, рассматривае-
мая задача свелась к задаче нахождения подходящих действительных 
функций )(,1 uf n  и )(,2 uf n . 

Для решения поставленной задачи используем в качестве требуе-
мых действительных функций )(,1 uf n  и )(,2 uf n  определенные в преды-
дущих подразделах классы полиномов )(,1 uw n  и )(,2 uw n . 

Теперь решим сформулированную проблему смешения параметризо-
ванных кривых на группе Ли. Для этой цели рассмотрим две параметри-
зованные кривые )(1 ug  и )(2 ug , [0,1]u , которые принадлежат мат-
ричной группе G и удовлетворяют начальным условиям, заданным ра-
венствами (7.22). Проблема состоит в построении параметризованной 
кривой )(ug , [0,1]u , которая удовлетворяет граничным условиям 
(7.23) и (7.24). 

Теорема 8. Если параметризованные кривые )(1 ug  и )(2 ug , 
[0,1]u , принадлежащие матричной группе G, удовлетворяют началь-

ным условиям (7.22), то параметризованная кривая 
 ))(())(()( ,22,11 uwguwgug nn , [0,1]u , (7.25) 

удовлетворяет граничным условиям, заданным равенствами (7.23) и 
(7.24). 

Доказательство. Принимая во внимание, что полиномы )(,1 uw n  и 
)(,2 uw n  удовлетворяют равенствам (7.16) и (7.17) соответственно, из 

начальных условий (7.22) следует, что 
eeeggwgwgg nn  )0()0())0(())0(()0( 21,22,11 , 

)1()1()0()1())1(())1(()1( 1121,12,11 gegggwgwgg nn   . 

Следовательно, граничные условия, заданные равенствами (7.23), вы-
полняются. 

Для того чтобы доказать равенства (7.24), необходимо использовать 
следующие равенства, касающиеся производных высшего порядка от 
сложных функций и произведения матриц. Из математического анали-
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за известно, что производная высшего порядка от сложной функции 
))(( ugf  определяется следующим образом: 

1 2 ( )
( ) ( )

1 2

! ( ) ( ) ( )( ( ( ))) ( ( )) ,
! ! ! 1! 2! !

                
nkk k n

n k

n

n g u g u g uf g u f g u
k k k n




 

где сумма берется по всем неотрицательным целочисленным решениям 
диофантова уравнения 

nnkkk n  21 2 , 
где nkkkk  21 . Для наших целей достаточно отметить, что по-
следовательность значений 

1 2( , , , ) ( ,0,0, ,0)nk k k n   
всегда является решением этого диофантова уравнения. Кроме того, 
производная высшего порядка от произведения матриц )()( uguf  опре-
деляется как 





n

k

knkk
n

n ugufCuguf
0

)()()( )()())()(( , Nn . 

Используя правило вычисления сложной производной, а также прини-
мая во внимание, что производные от полиномов )(,1 uw n  удовлетворя-
ют условиям (7.18) и (7.19), производные высших порядков от пара-
метризованной кривой ))(( ,11 uwg n  на границах интервала [0,1]  могут 
быть вычислены следующим образом: 
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для любых {1,2, , }m n . 
Аналогично, используя равенства (7.20) и (7.21), можно показать, 

что граничные производные высших порядков от параметризованной 
кривой ))(( ,22 uwg n  определяются как 

)0))((()0()))((( )(
2

)(
,22 uguwg mm
n  , 0)1()))((( )(

,22 m
n uwg , 

{1,2, , } m n . 
Используя полученные значения для производных от параметризо-

ванных кривых ))(( ,11 uwg n  и ))(( ,22 uwg n  на границах интервала [0,1] , 
определим значения производных высших порядков от параметризо-
ванной кривой )(ug , заданной равенством (7.19), на границах этого 
интервала. Принимая во внимание равенство для вычисления произ-
водной высшего порядка для произведения матриц, получим 
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,22 uguwg mm
n  , 

для всех {1,2,..., }m n . Аналогично можно показать, что 

)1))((()1( )(
1

)( ugg mm  , {1,2, , } m n . 

Таким образом, равенства (7.24) также выполняются. 
Для простоты в данном подразделе рассматривались только матричные 

группы Ли. Но, принимая во внимание, что посредством экспоненциально-
го отображения любая матричная группа Ли является локально гомео-
морфной матричной группе Ли, полученные результаты справедливы и для 
абстрактных групп Ли. Следовательно, предлагаемый подход может быть 
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использован и для смешения параметризованных кривых на абстрактных 
группах Ли. Однако в области геометрических приложений это несуще-
ственно, так как здесь применяются только матричные преобразования. 

Далее будет показано, как предлагаемая техника смешения пара-
метризованных кривых на группе Ли может применяться к построе-
нию сплайновых кривых на гладких многообразиях. Построение поли-
номов )(,1 uw n  и )(,2 uw n  вызвано желанием уменьшить степень полино-
мов, рассмотренных автором в работах [42–46] и используемых для ре-
шения задач геометрического моделирования сплайновых кривых. 

7.9. Смешение параметризованных кривых  
на гладких многообразиях 

В данном подразделе рассмотрен общий подход к смешению пара-
метризованных кривых на гладких многообразиях посредством действия 
группы Ли на рассматриваемое гладкое многообразие. Для этой цели 
рассмотрим гладкое многообразие M и группу Ли G, действующую на 
это многообразие. Возьмем две произвольные точки Mpp 21,  и пред-
положим, что эти точки соединяются двумя различными параметризо-
ванными кривыми )(1 uq  и )(2 uq , [0,1]u , которые определены следу-
ющим образом: 

1)()( puguq jj  , ]1,0[u , }2,1{j , 

где Gugug )(),( 21 , и удовлетворяют начальным условиям (7.22). Из 
этого определения следует, что 

 11)0()0( ppgq jj  , 21)1()1( ppgq jj  , }2,1{j . (7.26) 
Задача состоит в том, чтобы построить параметризованную кривую 

Muq )( , которая удовлетворяет следующим граничным условиям: 
 1)0( pq  , 2)1( pq  , (7.27) 

 )0()0( )(
2

)( mm qq  , )1()1( )(
1

)( mm qq  , {1,2, , } m n , (7.28) 
где Nn .  

Теорема 9. Если параметризованные кривые )(1 uq  и )(2 uq , [0,1]u , 
удовлетворяют граничным условиям (7.26), то параметризованная кривая 

 11,22,11 )())(())(()( pugpuwguwguq nn  , ]1,0[u , (7.29) 
удовлетворяет граничным условиям, заданным равенствами (7.27) и 
(7.28). 
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Доказательство. Очевидно, что параметризованная кривая )(uq  
принадлежит многообразию M, так как параметризованная кривая )(ug  
принадлежит группе Ли G, которая действует на это многообразие. 
Покажем, что параметризованная кривая )(uq  удовлетворяет услови-
ям, заданным равенствами (7.27) и (7.28). 

Сначала докажем равенство (7.27). Принимая во внимание условия 
(7.26), которым удовлетворяет параметризованная кривая )(ug , полу-
чим 

1121 )0()0()0( ppgpgq  , 

2111 )1()1()1( ppgpgq  . 
Таким образом, условия (7.27) выполняются, т. е. параметризованная 
кривая )(uq  соединяет точки 1p  и 2p . 

Теперь докажем равенства (7.28). Принимая во внимание условия 
(7.24), которым удовлетворяет параметризованная кривая )(ug , полу-
чим 

)0()0())(0()0( )(
21

)(
21

)()( mmmm qpgpgq  , 

)1()1()1()1( )(
11

)(
11

)()( mmmm qpgpgq   

для всех {1,2, , }m n , где Nn . Таким образом, равенства (7.28) 
также выполняются. 

Теорема доказана. 
Так как различие в рассматриваемых параметризованных кривых 
)(1 uq  и )(2 uq  заключается в различии параметризованных кривых 
)(1 ug  и )(2 ug , которые смешиваются, то можно считать, что парамет-

ризованная кривая )(uq  получена посредством смешения параметризо-
ванных кривых )(1 uq  и )(2 uq . 

7.10. Построение сплайновых кривых  
на гладких многообразиях 

Покажем, как можно применить предложенный подход к смешению 
параметризованных кривых на группах Ли для построения сплайновых 
кривых на гладких многообразиях. Сегмент сплайновой кривой на глад-
ком многообразии строится посредством смешения двух однопараметри-
ческих подгрупп группы Ли, которая действует на это многообразие. Та-
кой подход имеет смысл, так как однопараметрические подгруппы груп-
пы Ли являются геодезическими линиями на этой группе, а также пред-



173 

ставляют собой простейшие параметризованные кривые, которые можно 
определить на группе Ли. 

Рассмотрим произвольную последовательность точек ),...,,( 10 kppp , 
Nk  , которые принадлежат гладкому многообразию M, и группу Ли G, 

действующую на это многообразие. Задача состоит в построении 
сплайновой кривой степени непрерывности Сn, которая интерполирует 
эти точки. Для решения этой задачи рассмотрим произвольные четыре 
последовательные узловые точки 1ip , ip , 1ip , 2ip , принадлежащие 
заданной последовательности точек. Выберем две гладкие кривые, 
первая из которых проходит через точки 1ip , ip  и 1ip , а вторая – че-
рез точки ip , 1ip , 2ip . В общем случае выбор кривых обусловлен 
свойствами гладкого многообразия. Обозначим через 

ijiji puguq )()( ,,  , {1,2}j , 

сегменты этих кривых, которые соединяют соответственно точки ip  и 
1ip . Тогда сегмент сплайновой кривой между узловыми точками ip  и 
1ip  может быть задан как 

iiinnnii pugpuwguwguq )())(())(()( ,2,2,11,  , [0,1]u , 

для всех {1,2,..., 2} i k . Дополнительно определим начальный и ко-
нечный сегменты конструируемой сплайновой кривой следующим об-
разом: 

11,11,11 )()()( puguquq  , 122,11 )()()(   kkk puguquq , [0,1]u . 

Например, если сегмент )(uqi  сплайновой кривой конструируется 
на поверхности сферы, то в качестве параметризованных кривых 

)(1, uqi  и )(2, uqi  можно выбрать дуги малых окружностей, лежащих на 
поверхности сферы, которые определяются посредством действия па-
раметризованных ортогональных поворотов на сферу. 

Для того чтобы обеспечить Сn непрерывность сплайновой кривой в 
узловых точках ip , {1,2,..., 1} i k , параметризованные кривые )(1, uqi  
и )(2,1 uqi  должны быть соединены в узловой точке 1ip  также со сте-
пенью непрерывности Сn, т. е. 

)0()1( )(
2,1

)(
1,

m
i

m
i qq  , {1,2,..., }. m n  

Обычно в этом случае, как правило, используют некоторую натураль-
ную параметризацию t для рассматриваемых однопараметрических 
подгрупп. Например, для ортогональных поворотов – это углы поворо-
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та. В общем случае можно предположить, что каждой узловой точке 
ip  ставится в соответствие некоторое значение параметра it . Тогда для 

параметризованных кривых )(1, uqi  и )(2,1 uqi  можно определить но-
вую параметризацию: 

ii

i

tt
tt

tu




1

)( , ],[ 1 ii ttt . 

При этом значения it  должны быть выбраны таким образом, чтобы 
обеспечить Сn непрерывность сплайновой кривой в узловых точках, 
т. е. должно выполняться следующие равенства: 

)()( )(
2,1

)(
1, i

m
ii

m
i tqtq  , {1,2,..., } m n . 

Предположим, что параметризованные кривые )(1, uqi  и )(2, uqi  
определены следующим образом: 

iiii puguq )()( 1,1,1,  , {0,1,..., 2} i k , 

iiii puguq )()( 2,2,2,  , {1,2,..., 1} i k , 

где )( 1,1, ii ug   и )( 2,2,1 ii ug   – параметризованные кривые, которые 
принадлежат одной и той же однопараметрической подгруппе. Тогда, 
чтобы обеспечить Сn непрерывность сплайновой кривой в узловых точ-
ках, значения параметра it  можно определить следующим образом: 

00 t , 1,01 t , 

)( 1
1,

2,1
1 


 




 ii
i

i
ii tttt , {1,2,..., 1}  i k . 

В этом случае выполняется равенство 

1,
1

1

1

1,

1

2,1
2,1

1
i

ii

i

ii

i

ii

i
i

ii

i

tt
tt

tttttt
tt
















































, 

которое обеспечивает Сn непрерывность параметризованных кривых 
)( 1,1, ii ug   и )( 2,2,1 ii ug   в узловых точках ip , а следовательно, и Сn не-

прерывность всей сплайновой кривой. 
В следующих главах предложенный подход применяется к построе-

нию сплайновых кривых на сферах S2 и S3. 
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Глава 8 
МОДЕЛИРОВАНИЕ  СПЛАЙНОВЫХ  КРИВЫХ 
НА  СФЕРЕ  S2 

Рассмотрен подход к моделированию сплайновых кривых на поверх-
ности двумерной сферы при помощи смешения параметризованных по-
воротов. В следующей главе этот же подход будет использован для мо-
делирования ориентационных кривых. Отметим, что изучение данной 
главы существенно упростит понимание материала, изложенного в сле-
дующей главе. 

Материал в главе организован следующим образом. Сначала рас-
смотрено построение интерполяционных сплайновых кривых, а затем 
сглаживание углов ломаных линий на поверхности двумерной сферы. 
Сегменты сплайновых кривых определяются как смешение дуг окружно-
стей, являющихся орбитами поворотов. 

Отметим, что изложенный в данной главе подход можно рассматри-
вать как кинематический способ построения сплайновых кривых, поэто-
му он особенно подходит для решения различных кинематических задач, 
например таких, как планирование траекторий роботов. 

Другие подходы к моделированию кривых на поверхности двумер-
ной сферы рассмотрены в работах [52–64]. 

8.1. Постановка задачи построения сплайн-кривой  
на сфере 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
2222 rzyx   

относительно некоторой ортогональной системы координат с началом в 
центре этой сферы. Пусть задана некоторая последовательность различ-
ных точек ),,,( 21 kPPP  , лежащих на поверхности сферы 2S . Причем 
предполагается, что последовательность содержит более трех точек, т. е. 

3k . 
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Обозначим через ip  радиус-вектор точки iP , который для краткости 
также будем называть точкой. Тогда проблема формулируется 
следующим образом: 

1. Требуется построить параметризованную сплайновую кривую )(tr , 
которая лежит на поверхности сферы 2S  и интерполирует точки ip . 

2. Параметризованная сплайн-кривая )(tr  должна принадлежать 
классу Сn, т. е. иметь непрерывные производные до порядка n включи-
тельно. 

3. Форма параметризованной сплайновой кривой )(tr  должна ло-
кально зависеть от узловых точек последовательности, что позволяет ге-
нерировать и модифицировать моделируемую сплайновую кривую в ре-
жиме онлайн. 

4. Дополнительным требованием к параметризованной сплайновой 
кривой )(tr  является ее инвариантность относительно выбора ортого-
нальной системы координат с началом в центре сферы. 

Параметризованная кривая )(tr , удовлетворяющая перечисленным 
выше требованиям, будет называться интерполяционным сплайном на 
поверхности сферы 2S . 

Предлагаемое решение этой проблемы, которое будет рассматри-
ваться в дальнейших разделах, базируется на смешении дуг малых 
окружностей сферы 2S , каждая из которых проходит через три сосед-
ние точки последовательности ),,,( 21 kPPP  . 

8.2. Построение дуг малых окружностей по точкам 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
2222 rzyx   

относительно ортогональной системы координат с началом в центре 
сферы. Возьмем три различные точки 1P , 2P  и 3P  на поверхности сфе-
ры 2S . В этом случае эти точки определяют секущую плоскость, которая 
описывается уравнением 

0

1
1
1
1

333

222

111 

zyx
zyx
zyx
zyx

, 
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где ),,( 111 zyx , ),,( 222 zyx  и ),,( 333 zyx  – координаты точек 1P , 2P  и 3P  
соответственно. Раскрывая определитель, это уравнение может быть пе-
реписано следующим образом: 

0321  azayaxa , 
где 

1
1
1

33

22

11

1

zy
zy
zy

a  , 
1
1
1

33

22

11

2

zx
zx
zx

a  , 
1
1
1

33

22

11

3

yx
yx
yx

a  , 

333

222

111

zyx
zyx
zyx

a  . 

Приведем это уравнение секущей плоскости к нормальному виду, по-
лучим 

0321  dznynxn , 
где 

2
3

2
2

2
1 aaa

an i
i


 , {1,2,3}i  , 

и 

2
3

2
2

2
1 aaa

ad


 . 

Такая секущая плоскость, как было показано в разделе 5.3, пересекает 
сферу 2S  по малой окружности сферы. 

Определим центр этой малой окружности. Для этой цели зададим 
нормальный вектор 


















3

2

1

n
n
n

n , 

который перпендикулярен секущей плоскости, и обозначим через c ра-
диус-вектор точки C, являющейся центром малой окружности. Тогда, 
принимая во внимание, что начало системы координат совпадает с 
центром сферы 2S , радиус-вектор c определяется как: 

nc d , 
так как значение d равно расстоянию от секущей плоскости до начала 
системы координат. 
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Определим нормальный вектор n и центр окружности c, используя 
векторные операции. Для этой цели введем вектор 


















3

2

1

a
a
a

a . 

Тогда 

|| a
an   

и 

|| a
ad  . 

Теперь предположим, что точки 1P , 2P  и 3P  описываются соответ-
ственно радиус-векторами 1p , 2p  и 3p  относительно выбранной си-
стемы координат. Тогда из равенств для вычисления значений скаля-
ров 1a , 2a , 3a  и a получим, что 

)()( 2123 ppppa   
и 

][ 321 pppa , 
где 

)()(][ 321321321 ppppppppp   
обозначает смешанное векторное произведение. Следовательно, ис-
пользуя векторные операции, нормальный вектор n и центр c могут 
быть определены следующим образом: 

 
|)()(|

)()(

2123

2123
pppp
ppppn




  (8.1) 

и 

 n
pppp

pppc
|)()(|

][

2123

321


 . (8.2) 

Определим дугу малой окружности от точки 1P  до точки 3P , которая 
проходит через промежуточную точку 2P . Для этой цели нужно опреде-
лить центральные углы 

21CPP , 32CPP . 
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Для краткости аналитических выражений введем следующие обозначе-
ния для радиус-векторов: 

cpr  11 , cpr  22 , cpr  33 , 

211 rrn  , 322 rrn   
и скаляров: 

|| 11 nn , || 22 nn , 

211 rr s , 322 rr s . 
Используя эти обозначения, центральные углы  и  могут быть опреде-
лены следующим образом: 

 1 1 1

1 1 1

arctan 2( , ), 0,
2 arctan 2( , ), 0,

n s
n s

 
      

   n n
   n n

 (8.3) 

и 

 2 2 2

2 2 2

arctan 2( , ), 0,
2 arctan 2( , ), 0.

n s
n s

 
      

   n n
  n n

. (8.4) 

Тогда требуемая дуга малой окружности может быть описана следующей 
параметризованной кривой: 

1))(,()( pnRp  uu , [0,1]u  . 

 
Рис. 8.1. Дуга малой окружности сферы, построенная по трем точкам 

 
На рис. 8.1 показана дуга малой окружности сферы, построенная по 

трем точкам на поверхности сферы, используя приведенные формулы. 
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8.3. Смешение дуг окружностей 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
2222 rzyx   

относительно ортогональной системы координат с началом в центре 
сферы. Возьмем две произвольные различные точки 1P  и 2P , лежащие на 
поверхности сферы 2S . Предположим, что точки 1P  и 2P  описываются 
соответственно радиус-векторами 1p  и 2p  относительно выбранной си-
стемы координат. Рассмотрим две произвольные окружности 

 1),()( pmRp  uu , [0,1]u  , (8.5) 
и 

 1),()( pnRq  uu , [0,1]u  , (8.6) 

которые лежат на поверхности сферы 2S  и имеют следующие граничные 
точки: 

 1)0()0( pqp  , 2)1()1( pqp  . (8.7) 
Из этих уравнений видно, что дуги окружностей )(up  и )(uq  соединяют 
точки 1P  и 2P . 

Проблема заключается в следующем. Нужно построить такую па-
раметризованную кривую )(ur , которая лежит на поверхности сферы 

2S  и удовлетворяет следующим граничным условиям: 
 1)0( pr  , 2)1( pr   (8.8) 

и 
 )0()0( )()( kk pr  , )1()1( )()( kk qr   (8.9) 

для всех {1,2, , }k n  , где Nn . Параметризованную кривую )(ur  бу-
дем называть смешением параметризованных кривых )(up  и )(uq  или 
деформацией параметризованной кривой )(up  в параметризованную 
кривую )(uq . 

Используя сглаживающие полиномы )(,1 uw n  и )(,2 uw n , рассмотрен-
ные в разделе 7.5, определим параметризованную кривую )(ur  следу-
ющим образом: 

 1,2,1 ))(,())(,()( pmRnRr  uwuwu nn , [0,1]u  . (8.10) 

Во-первых, отметим, что данная кривая лежит на поверхности сферы 2S , 
так как является орбитой ортогонального поворота. В следующих теоре-
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мах покажем, что эта параметризованная кривая удовлетворяет требуемым 
граничным условиям и инвариантна относительно перехода между ортого-
нальными системами координат. 

Теорема 1. Параметризованная кривая )(ur , заданная формулой 
(8.10), удовлетворяет граничным условиям, заданным равенствами 
(8.8) и (8.9). 

Доказательство. Принимая во внимание равенства (8.5), (8.6) и 
(8.7), из определения параметризованной кривой )(ur  следует, что 

11)0,()0,()0( ppmRnRr   
и 

211 ),()0,(),()1( ppnRpmRnRr  . 
Следовательно, граничные условия, заданные равенствами (8.8), вы-
полняются. Кроме того, из теоремы 8, доказанной в разделе 7.8, следу-
ет, что 

)0))(,()0()))(,())(,(( )()(
,2,1  uuwuw kk
nn mRmRnR  

и 
)1))(,()1()))(,())(,(( )()(

,2,1  uuwuw kk
nn nRmRnR  

для всех {1,2, , }k n  , где Nn . Следовательно, 

 1
)(

,2,1
)( )0()))(,())(,(()0( pmRnRr k

nn
k uwuw  

)0()0()),(( )(
1

)( kku ppmR   
и аналогично 

 1
)(

,2,1
)( )1()))(,())(,(()1( pmRnRr k

nn
k uwuw  

)1()1()),(( )(
1

)( kku qpnR   
для всех {1,2, , }k n  , где Nn . Таким образом, граничные условия, 
заданные равенствами (8.9), также выполняются. 

Теорема доказана. 
Теорема 2. Параметризованная кривая )(ur , заданная формулой 

(8.10), инвариантна относительно перехода между ортогональными си-
стемами координат с началом в центре сферы 2S . 

Доказательство. Возьмем произвольную ортогональную систему 
координат с началом в центре сферы 2S . Обозначим через R ортого-
нальную матрицу перехода к новой ортогональной системе координат с 
началом в центре сферы. Для краткости введем следующие обозначения: 
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))(,()( ,11  uwu nnRR , ))(,()( ,22  uwu nmRR . 

Тогда координаты радиус-вектора 1p  и параметризованных ортого-
нальных поворотов )(1 uR , )(2 uR  преобразуются при переходе к новой 
системе координат следующим образом: 

1
1

1
~ pRp   

и 
RRRR )()(~

1
1

1 uu  , RRRR )()(~
2

1
2 uu  . 

Используя эти равенства, координатное представление сферической 
кривой )(ur , описанной формулой (8.10), преобразуется при переходе 
к новой системе координат как 

 
121

11 )()()( pRRRrR uuu  

 
1

1
2

1
1

1 )()( pRRRRRRR uu  

)(~~)(~)(~
121 uuu rpRR  . 

Отсюда следует, что координатное представление сферической кривой 
)(~ ur  относительно новой системы координат может быть получено из 

исходного представления этой кривой )(ur  посредством поворота, за-
данного матрицей 1R . 

Теорема доказана. 
Пример деформации дуг окружностей сферы показан на рис. 8.2. 

 
Рис. 8.2. Деформация дуг окружностей на сфере 
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8.4. Построение сплайновой кривой на сфере 

Теперь объединим полученные результаты и приведем детальное 
описание алгоритма построения интерполирующей сплайновой кривой 

nCt )(r  на поверхности сферы 2S , которая проходит через последова-
тельность точек ),,,( 10 kppp  , 1k , лежащих на поверхности сферы. 

Для решения поставленной задачи разработан алгоритм, который 
базируется на следующих процедурах. 

Процедура 8.1. Вычисление оси поворота n по трем точкам 1p , 2p  и 

3p , лежащим на поверхности двумерной сферы 2S . 
Требуемая ось поворота вычисляется по формуле 

|)()(|
)()(

2123

2123
pppp
ppppn




 . 

Процедура 8.2. Вычисление центра c малой окружности, которая 
определяется тремя точками 1p , 2p  и 3p , лежащими на поверхности 
двумерной сферы 2S . 

Требуемый центр малой окружности вычисляется по формуле 

n
pppp

pppc
|)()(|

][

2123

321


 , 

где ось поворота n вычисляется при помощи процедуры 8.1. 
Процедура 8.3. Вычисление центральных углов 1  и 2 , которые 

определяются тремя точкам 1p , 2p  и 3p  лежащими на поверхности 
двумерной сферы S2 и центром этой сферы. 

Требуемые центральные углы вычисляются по формулам 

1 1 1
1

1 1 1

arctan 2( , ), 0,
2 arctan 2( , ), 0,

i

i

n s
n s

 
      

 n n
      n n

 

2 2 2
2

2 2 2

arctan 2( , ), 0,
2 arctan 2( , ), 0.

i

i

n s
n s

 
      

  n n
       n n

 

где 

211 rrn  , 322 rrn  , 

|| 11 nn , || 22 nn , 
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211 rr s , 322 rr s , 

cpr  11 , cpr  22 , cpr  33 , 
а ось поворота in  и центр малой окружности ic  на поверхности дву-
мерной сферы 2S  вычисляются соответственно при помощи проце-
дур 8.1 и 8.2. 

Алгоритм 8.1. Генерация сплайновой кривой )(tr  на поверхности 
двумерной сферы 2S . 

Ш а г  1.  Определяем ось 0n , используя процедуру 8.1. 
Ш а г  2. Определяем центральные углы 1,0  и 2,0 , используя про-

цедуру 8.3. 
Ш а г  3. Генерируем начальный сегмент )(0 tr  интерполирующей 

сплайновой кривой )(tr , используя формулу 

01,000 ))(,()( pnRr  tut , 
01

0)(
tt
tt

tu



 , ],[ 10 ttt , 00 t , 1,01 t , 

где ),( 1,00 nR  описывает ортогональный поворот вокруг оси 0n  на угол 

1,0 . 
Ш а г  4. Полагаем 1i . 
Ш а г  5. Определяем ось in , используя процедуру 8.1. 
Ш а г  6. Определяем центральные углы 1,i  и 2,i , используя проце-

дуру 8.3. 
Ш а г  7. Генерируем промежуточный сегмент )(tir  интерполирующей 

сплайновой кривой )(tr , используя формулу 

iiniinii tuwtuwt pnRnRr )))((,()))((,()( 2,1,211,,1   ,  

ii

i

tt
tt

tu




1

)( , ],[ 1 ii ttt , )( 1
1,1

2,1
1 




 




 ii
i

i
ii tttt , 

где ),( 2,11  iinR  и ),( 1,ii nR  описывают ортогональные повороты во-
круг осей 1in  и in  на углы 2,1i  и 1,i  соответственно. 

Ш а г  8. Полагаем 1 ii . 
Ш а г  9. Если 1 ki , то переходим к шагу 5. 
Ш а г  10. Генерируем последний сегмент )(1 tkr  интерполирующей 

сплайновой кривой )(tr , используя формулу 
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12,221 ))(,()(   kkkk tut pnRr , 
1

1)(








kk

k

tt
tt

tu , ],[ 1 kk ttt  , 

)( 21
1,2

2,2
1 




 




 kk
k

k
kk tttt , 

где ),( 2,22  kknR  описывает ортогональный поворот вокруг оси 2kn  на 
угол 2,2k . 

Из теоремы 9, доказанной в разделе 7.9, следует, что первые три 
требования поставленной задачи выполняются. Кроме того, в преды-
дущем подразделе была показана инвариантность сегментов сплайно-
вых кривых, построенных при помощи алгоритма 8.1, относительно 
выбора ортогональной системы координат с началом в центре рас-
сматриваемой двумерной сферы. Следовательно, параметризованная 
кривая )(tr  удовлетворяет всем сформулированным требованиям. 

На рис. 8.3 приведен пример сплайновой кривой на поверхности 
двумерной сферы S2, построенной при помощи алгоритма 8.1. 

 
Рис. 8.3. Пример сплайновой кривой на поверхности двумерной сферы S2,  

построенной при помощи алгоритма 8.1 
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8.5. Постановка задачи сглаживания ломаной линии  
на сфере 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
2222 rzyx   

относительно ортогональной системы координат, центр которой нахо-
дится в центре сферы. Пусть на поверхности сферы 2S  заданы три раз-
личные точки 1P , 2P  и 3P . Предположим, что точки 1P  и 2P , а также точ-
ки 2P  и 3P  соединены дугами больших окружностей. В общем случае, 
эти дуги больших окружностей образуют угол в точке 2P . Выберем не-
которые точки 1Q  и 2Q , которые лежат на этих дугах больших окруж-
ностей и отмечают соответственно начало и окончание сглаживания 
угла в точке 2P . 

Задача формулируется следующим образом: 
1. Требуется построить параметризованную кривую )(tr , которая со-

стоит из трех сегментов. Первый сегмент этой кривой описывает дугу 
большой окружности от точки 1P  до точки 1Q . Второй сегмент этой кри-
вой сглаживает угол в точке 2P . Третий сегмент этой кривой описывает 
дугу большой окружности от точки 2Q  до точки 3P . 

2. Параметризованная кривая )(tr  должна принадлежать классу nC , 
т. е. иметь непрерывные производные до порядка n включительно. 

3. Дополнительным требованием к параметризованной кривой )(tr  
является ее инвариантность относительно выбора ортогональной систе-
мы координат с началом в центре сферы. 

Параметризованную кривую )(tr  будем называть сплайн-кривой на 
поверхности сферы 2S , которая сглаживает угол в точке 2P . 

Предлагаемое решение этой проблемы, которое рассматривается в даль-
нейших разделах, базируется на сглаживании дуг больших окружностей 
сферы, которые соединяют точку 1Q  с точкой 2P  и точку 2P  с точкой 2Q . 

Здесь следует заметить, что выбор точек 1Q  и 2Q  зависит от различ-
ных кинематических или геометрических требований к сглаживающей 
сплайн-кривой )(tr . Например, при трассировке кривой роботом-
манипулятором точки 1Q  и 2Q  могут быть выбраны настолько близко к 
точке 2P , насколько позволяют кинематические и динамические харак-
теристики робота-манипулятора. 
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8.6. Построение дуг больших окружностей по точкам 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
2222 rzyx   

относительно ортогональной системы координат ),,,( zyxO . Возьмем на 
поверхности этой сферы две различные точки 1P  и 2P . Эти точки вместе 
с центром сферы определяют секущую плоскость, которая описывается 
уравнением 

0

222

111 
zyx
zyx
zyx

, 

где ),,( 111 zyx  и ),,( 222 zyx  – координаты точек 1P  и 2P  соответственно. 
Раскрывая определитель, это уравнение может быть записано следую-
щим образом 

0321  zayaxa , 
где 

22

11
1 zy

zy
a  , 

22

11
2 zx

zx
a  , 

22

11
3 yx

yx
a  . 

Как показано в разделе 5.3, пересечением плоскости, проходящей через 
центр сферы, с этой сферой является большая окружность сферы, центр 
которой совпадает с центром сферы. 

Найдем параметрическое представление дуги большой окружности от 
точки 1P  к точке 2P , используя ортогональный поворот. Для этой цели 
определим вектор 


















3

2

1

a
a
a

a , 

который перпендикулярен секущей плоскости. Тогда ось ортогонального 
поворота можно определить следующим образом: 

|| a
an   

или, используя векторные операции, как 
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|| 21

21
pp
ppn




 , (8.11) 

где 1p  и 2p  обозначают радиус-векторы точек 1P  и 2P  соответственно. 
Центральный угол 21OPP  дуги большой окружности определяется 
как 

 ))(/||arctan( 2121 pppp  . (8.12) 
Используя найденные ось и угол поворота, дугу большой окружности от 
точки 1P  к точке 2P  можно определить следующим образом: 

 1),()( pnRp  uu , [0,1]u  . (8.13) 

 
Рис. 8.4. Дуги больших окружностей на сфере 

 
На рис. 8.4 показаны дуги больших окружностей на сфере, которые 

стыкуются в общей точке. 

8.7. Сглаживание дуг окружностей 

Рассмотрим сферу 2S , которая описана каноническим уравнением 
2222 rzyx   

относительно ортогональной системы координат. Возьмем три различ-
ные точки 1P , 2P  и 3P  на поверхности этой сферы, радиус-векторы кото-
рых обозначим как 1p , 2p  и 3p  соответственно. Используя формулу 
(8.13) из предыдущего раздела, определим две дуги больших окружностей 
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 1),()( pmRp  uu , [0,1]u  , (8.14) 
и 

 2),()( pnRq  uu , [0,1]u  , (8.15) 

которые лежат на поверхности сферы 2S  и удовлетворяют следующим 
граничным условиям: 

 1)0( pp  , 2)0()1( pqp  , 3)1( pq  , (8.16) 
т. е. дуга окружности )(up  соединяет точку 1P  с точкой 2P , а дуга 
окружности )(uq  соединяет точку 2P  с точкой 3P . 

В общем случае дуги окружностей )(up  и )(uq  образуют угол в 
точке стыковки 2P . Задача заключается в том, чтобы сгладить этот 
угол. Эта задача часто встречается при планировании траекторий дви-
жения и трассировке кривых. Формально она может быть сформулиро-
вана следующим образом. Необходимо построить параметризованную 
кривую )(ur , которая лежит на поверхности сферы 2S  и удовлетворяет 
следующим граничным условиям: 

 1)0( pr  , 3)1( pr   (8.17) 
и 

 )0()0( )()( kk pr  , )1()1( )()( kk qr   (8.18) 
для {1,2, , }k n  , где Nn . В этом случае параметризованная кривая 

)(ur  будет называться параметризованной кривой, сглаживающей па-
раметризованные кривые )(up  и )(uq  в точке стыковки или просто 
сглаживающей параметризованной кривой. 

Для того чтобы построить сглаживающую параметризованную кри-
вую r(u), переопределим дугу окружности )(up  следующим образом: 

2)))(1(,()( pmRp  uu , [0,1]u  . 
Теперь, используя сглаживающие полиномы )(,1 uw n , которые опре-

делены в разделе 7.5, определим параметризованную кривую 
 2,1,1 )))(1(,())(,()( pmRnRr  uwuwu nn , [0,1]u  . (8.19) 

Покажем, что эта параметризованная кривая удовлетворяет гранич-
ным условиям, заданным равенствами (8.17) и (8.18). 

Теорема 3. Параметризованная кривая )(ur , заданная равенством 
(8.19), удовлетворяет граничным условиям, заданным равенствами (8.17) 
и (8.18). 
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Доказательство. Из определения параметризованной кривой )(ur  
следует, что 

122 ),(),()0,()0( ppmRpmRnRr   
и 

322 ),()0,(),()1( ppnRpmRnRr  , 
т. е. граничные условия (8.19) выполняются. 

Теперь покажем, что также выполняются граничные условия (8.18). 
Для этого найдем значения параметрических производных кривой )(ur  в 
граничных точках. Используя теорему 8 из раздела 7.8, получим 

 )0))()(1(,()0())))(1(,())(,(( )()(
,1,1 uuwuw kk
nn mRmRnR  

( ) ( )( ( ,( 1) )) (0) ( ( , ) ( , )) (0)k ku u      R m R m R m  

),()0)(,()(  mRmR uk  
и 

)1)(,()1())))(1(,())(,(( )()(
,1,1  uuwuw kk
nn nRmRnR  

для {1,2, , }k n  , где Nn . Отсюда следует, что 

 2
)(

,1,1
)( )0())))(1(,())(,(()0( pmRnRr k

nn
k uwuw   

)0()0)(,(),()0)(,( )(
1

)(
2

)( kkk uu ppmRpmRmR   
и аналогично 

 2
)(

,1,1
)( )1())))(1(,())(,(()1( pmRnRr k

nn
k uwuw  

 2
)(

,1 )1()))(,(( pnR k
n uw )1()1()),(( )(

2
)( kku qpnR   

для {1,2, , }k n  , где Nn . Таким образом, граничные условия (8.18) 
также выполняются. 

Теорема доказана. 
В разделе 3.2 показано, что ортогональные повороты являются ав-

томорфизмами сферы 2S . Поэтому важно, чтобы кривые, моделируемые 
на поверхности сферы, были инвариантны относительно выбора ортого-
нальных систем координат. В следующей теореме доказано, что пара-
метризованная кривая )(ur  удовлетворяет этому требованию. 

Теорема 4. Сферическая кривая )(ur , определенная уравнением 
(8.19), инвариантна относительно перехода между ортогональными си-
стемами координат с началом в центре сферы 2S . 
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Доказательство. Рассмотрим произвольную систему координат с 
началом в центре сферы 2S . Пусть R обозначает ортогональную мат-
рицу перехода к новой системе координат. Для краткости изложения 
введем следующие обозначения: 

))(,()( ,11  uwu nnRR , )))(1(,()( ,12  uwu nmRR . 
Тогда радиус-вектор 2p  и матрицы ортогональных поворотов )(1 uR , 

)(2 uR  преобразуются при переходе к новой системе координат следу-
ющим образом: 

2
1

2
~ pRp   

и 
RRRR )()(~

1
1

1 uu  , RRRR )()(~
2

1
2 uu  . 

Используя эти равенства, координатное представление сферической 
кривой )(ur , определенной равенством (8.19), преобразуется при пере-
ходе к новой системе координат следующим образом: 

 
221

11 )()()( pRRRrR uuu  

 
2

1
2

1
1

1 )()( pRRRRRRR uu  
)(~~)(~)(~

221 uuu rpRR  . 
Отсюда следует, что сферическая кривая )(~ ur , которая определена от-
носительно новой системы координат, может быть получена из исход-
ной сферической кривой )(ur  посредством того же поворота R. 

Теорема доказана. 

 
Рис. 8.5. Сглаживание угла на сфере 
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На рис. 8.5 показан пример сглаживания угла, образованного двумя 
дугами больших окружностей на сфере. 

8.8. Сглаживание углов ломаной линии на сфере 

Теперь приведем детальное описание алгоритма построения пара-
метризованной кривой nCt )(r  на поверхности сферы 2S , которая 
сглаживает угол в точке 2P , образованный дугами больших окружно-
стей. Для этой цели введем следующие обозначения: 

1. Пусть )(tir , где {1,2,3}i  , описывает i-й сегмент сглаживающей 
сплайновой кривой )(tr . 

2. Через m и n обозначим единичные векторы, которые перпендику-
лярны к секущим плоскостям, определяемым соответственно точками 1P , 

2P  и 2P , 3P  вместе с центром сферы, который находится в точке O. 
3. Радиус-векторы точек 1P , 2P  и 3P  будут обозначаться соответ-

ственно как 1p , 2p , 3p . 
4. Радиус-векторы точек 1Q  и 2Q  будут обозначаться соответ-

ственно 1q  и 2q . 
Тогда проблема сглаживания угла в точке стыковки дуг больших 

окружностей может быть решена по следующему алгоритму. 
Алгоритм 8.2. Сглаживание угла ломаной кривой на поверхности 

двумерной сферы 2S . 
Ш а г  1. Выполняем следующие вычисления: 
1. Определяем нормальный вектор m и центральный угол 

111 OQP , используя соответственно формулы (8.11) и (8.12) из разде-
ла 8.6. 

2. Генерируем параметризованную кривую 

 111 ))(,()( pmRr  tut , 
12

1)(
tt
tttu



 , ],[ 21 ttt . (8.20) 

Здесь узлы 1t  и 2t  могут быть выбраны, принимая во внимание до-
полнительные кинематические или геометрические требования. 

Очевидно, что в этом случае параметризованная кривая )(1 tr  имеет 
следующие граничные точки: 

1111111 )0,())(,()( ppmRpmRr  tut  
и 

11111221 ),())(,()( qpmRpmRr  tut . 
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Ш а г  2. Выполняем следующие вычисления: 
1. Определяем ось n и центральные углы 

212 OPQ , 221 OQP , 
используя соответственно формулы (8.11) и (8.12) из раздела 8.6. 

2. Используя формулу (8.19) из раздела 8.7, генерируем параметризо-
ванную кривую 

 2 1, 1 1, 2 1( ) ( , ( ( )) ) ( , (1 ( ))( )) ,n nt w u t w u t   r R n R m q  (8.21) 

23

2)(
tt
tttu



 , ],[ 32 ttt . 

Здесь )(,1 uw n  обозначают сглаживающие полиномы, которые были 
определены в разделе 7.5. Значение индекса n должно соответствовать 
требуемой степени непрерывности составной кривой. Для того чтобы 
обеспечить параметрическую непрерывность составной кривой )(tr  в 
точке 1Q , значение узла 3t  определяется из условия 

2
1

12
23

)(






tttt . 

Очевидно, что в этом случае параметризованная кривая )(2 tr  имеет 
следующие граничные точки: 

1121222 ),(),()0,()( qqmRqmRnRr t  
и 

2111132 ),()0,(),()( qqnRqmRnRr t . 
Ш а г  3. Выполняем следующие вычисления: 
1. Определим центральный угол 322 OPQ , используя формулу 

(8.12) из раздела 8.6. 
2. Генерируем параметризованную кривую 

 223 ))(,()( q tut nRr , 
34

3)(
tt
tt

tu



 , ],[ 43 ttt . (8.22) 

Для того чтобы обеспечить параметрическую непрерывность со-
ставной кривой )(tr  в точке 2Q , значение узла 4t  определяется из 
условия 

2
1

23
34

)(






tttt . 
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Очевидно, что в этом случае параметризованная кривая )(3 tr  имеет 
следующие граничные точки: 

2222333 )0,())(,()( qqnRqnRr  tut  
и 

32222443 ),())(,()( pqnRqnRr  tut . 
Тогда параметризованная кривая )(tr  при ],[ 41 ttt  может быть 

определена следующим образом: 
)()( tt irr  , ],[ 1 ii ttt , {1,2,3}i  . 

Очевидно, что определенная таким образом параметризованная кривая 
)(tr  имеет следующие свойства: 
1. Из равенств (8.20), (8.21) и (8.22) следует, что параметризован-

ные кривые )(tir  проходят через точки 1P , 1Q , 2Q  и 3P . 
2. Из теоремы 3, доказанной в разделе 8.7, следует, что параметри-

зованная кривая )(tr  имеет n-ю степень непрерывности, т. е. nCt )(r . 
3. Кроме того, из теоремы 4, доказанной в разделе 8.7, следует, что па-

раметризованная кривая )(tr  инвариантна относительно перехода между 
ортонормированными системами координат с центром в сфере 2S . 

Следовательно, параметризованная кривая )(tr  удовлетворяет всем 
сформулированным в разделе 8.5 требованиям. 
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Глава 9 
МОДЕЛИРОВАНИЕ  СПЛАЙНОВЫХ  КРИВЫХ  
НА  СФЕРЕ  S3 

В этой главе рассмотрен подход к моделированию сплайновых кри-
вых на поверхности трехмерной сферы единичных кватернионов. 
Сплайновые кривые конструируются посредством смешения дуг окруж-
ностей, лежащих на сфере единичных кватернионов. Сами дуги окруж-
ностей представляются как орбиты действия подгруппы группы единич-
ных кватернионов на эту сферу. Предлагаемый подход концептуально 
аналогичен подходу, используемому для моделирования сплайновых 
кривых на поверхности двумерной сферы, который изложен в главе 8. Но 
в этом случае нужно учитывать, что рассматриваются действия группы 
единичных кватернионов на саму себя. 

Материал, изложенный в данной главе, базируется на работах ав-
тора [42; 44–46; 79]. Другие подходы к моделированию ориентаций 
твердого тела изложены в [43; 65–78]. Можно отметить работу [73], 
в которой ориентационные сплайновые кривые также моделируются 
посредством деформации ориентационных дуг. Но эта работа отли-
чается от предлагаемого подхода как концептуально, так и техниче-
ски. 

Материал в главе организован следующим образом. Сначала рас-
смотрено построение интерполяционных сплайновых кривых, а затем 
сглаживание углов ломаных линий на поверхности сферы единичных 
кватернионов. Сегменты сплайновых кривых определяются как смеше-
ние дуг окружностей, являющихся орбитами поворотов трехмерной  
сферы. 

Отметим, что изложенный в данной главе подход можно рассмат-
ривать как кинематический способ построения сплайновых кривых, 
поэтому он особенно подходит для решения различных кинематиче-
ских задач, например таких, как планирование траекторий роботов. 
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9.1. Постановка задачи построения  
ориентационной сплайн-кривой 

Рассмотрим сферу S3, которая описана каноническим уравнением 
12222  zyxw  

относительно некоторой ортогональной системы координат с началом в 
центре этой сферы. Пусть задана некоторая последовательность различ-
ных точек ),,,( 21 kPPP  , 1k , лежащих на поверхности сферы S3. 
Проблема формулируется следующим образом: 

1. Требуется построить параметризованную сплайновую кривую )(tR , 
которая лежит на поверхности сферы S3 и интерполирует точки iP . 

2. Параметризованная сплайн-кривая )(tR  должна принадлежать 
классу Сn, т. е. иметь непрерывные производные до порядка n включи-
тельно. 

3. Форма параметризованной сплайновой кривой )(tR  должна ло-
кально зависеть от узловых точек последовательности, что позволяет ге-
нерировать и модифицировать моделируемую сплайновую кривую в ре-
жиме онлайн. 

4. Дополнительным требованием к параметризованной сплайновой 
кривой )(tR  является ее инвариантность относительно выбора ортого-
нальной системы координат с началом в центре сферы. 

Параметризованная кривая )(tR , удовлетворяющая перечисленным 
выше требованиям, будет называться интерполяционным сплайном на 
поверхности сферы S3. 

Предлагаемое решение этой проблемы, которое рассматривается в 
дальнейших разделах, базируется на смешении дуг малых окружно-
стей сферы S3, каждая из которых проходит через три соседние точки 
последовательности ),,,( 21 kPPP  . 

9.2. Построение дуг малых окружностей  
по ориентациям 

Рассмотрим три различные ориентации, которые представлены 
единичными кватернионами 1P , 2P  и 3P . Определим дугу ориентаци-
онной окружности, которая проходит через эти ориентации, начиная 
от ориентации 1P , проходя через ориентацию 2P  и заканчиваясь в ори-
ентации 3P . Для этой цели, используя векторное произведение кватер-
нионов, определим единичный кватернион 
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 , 

который, как показано в разделе 2.9, перпендикулярен единичным ква-
тернионам 1P , 2P  и 3P . После этого определим единичные кватернио-
ны iR , удовлетворяющие равенствам 

 HRP ii  , {1,2,3}i  , (9.1) 
которые, как показано в разделе 2.8, имеют только векторные части, 
так как единичный кватернион H перпендикулярен единичным ква-
тернионам 1P , 2P  и 3P . Для этой цели введем следующие обозначения: 

iiii kP  sincos , {1,2,3}i  , 
и 

lH  sincos . 
Тогда единичные кватернионы iR  могут быть определены следующим 
образом: 

*HPR ii   
или при помощи формулы (2.12) из раздела 2.8 как 

)(sinsincoscos lkklR  iiiii , {1,2,3}i  . 
Так как кватернионы iR  имеют только векторную часть, то можно 
ввести обозначения 

ii Rm  , {1,2,3}i  . 
При этом векторы im  – единичные нормальные векторы, так как ква-
тернионы iR  являются единичными как произведения единичных ква-
тернионов. Используя эти обозначения, единичные кватернионы iR  
могут быть представлены как: 

iii mmR  )2/sin()2/cos(  
Таким образом, получили, что нормальные векторы im  представляют 
некоторые точки iM , лежащие на поверхности сферы 2S  с центром в 
начале системы координат. 

Теперь определим параметрическую дугу малой окружности еди-
ничной сферы 2,S  которая проходит от точки 1M  до точки 3M  через 
точку 2M , которые соответствуют нормальным векторам im . Для этой 
цели используем формулы (8.1), (8.3) и (8.4) из раздела 8.2. Пусть n, φ 
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и ψ обозначают соответственно ось и центральные углы, которые по-
лучены, используя эти формулы. Тогда параметризованная кривая 

 1))(,()( mnRr  uu , [0, 1],u   (9.2) 

описывает требуемую дугу малой окружности на поверхности единич-
ной сферы 2.S  

Используя параметризованную кривую )(ur , заданную равенством 
(9.2), определим параметризованную кривую 

 









)(
0

)(
u

u
r

R , [0, 1],u   (9.3) 

которая лежит на сфере единичных кватернионов. Теперь определим па-
раметризованную кривую 

 HRP )()( uu  , [0, 1].u   (9.4) 

Так как параметризованная кривая )(uP  определяется через парамет-
ризованную кривую )(uR  и все точки это кривой являются единичными 
кватернионами, то очевидно, что параметризованная кривая )(uP  опи-
сывает некоторую дугу окружности на сфере единичных кватернионов. 
Можно сказать, что параметризованная кривая )(uP  лежит в плоскости, 
перпендикулярной кватерниону H, и каждая точка этой кривой строится 
поворотом кватерниона H, причем эти повороты образуют непрерывную 
параметризованную )(uR . Так как окружности, описываемые параметри-
зованными кривыми )(uR , имеют различные радиусы, то в общем случае 
параметризованные кривые )(uP  описывают дуги малых окружностей на 
сфере единичных кватернионов. 

Очевидно, что дуга ориентационной окружности )(uP  начинается в 
ориентации 1P , проходит через ориентацию 2P  и заканчивается в ориен-
тации 3P . Следовательно, параметризованная кривая )(uP  описывает 
требуемую дугу ориентационной окружности. 

На рис. 9.1 показаны оси трех ориентаций и дуги окружностей, кото-
рые проходят через эти ориентации. А на рис. 9.2 показаны эти же дуги 
ориентационных окружностей, но без ориентационных осей. Можно ска-
зать, что эти дуги являются проекцией трехмерной окружности на по-
верхность двумерной сферы. 
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Рис. 9.1. Дуги окружностей    Рис. 9.2. Дуги окружностей 

с осями ориентаций          без осей ориентаций 
 

 
Рис. 9.3. Ориентационная дуга малой окружности при движении твердого тела 

вдоль линейного сегмента 
 
Чтобы представить параметризованную кривую )(uP  как орбиту не-

которого преобразования трехмерной единичной сферы, преобразуем 
формулу (9.4) следующим образом. Учитывая равенства (9.1), выразим 
кватернион H через кватернион P1 следующим образом: 

1
*
1 PRH  . 

Теперь подставим это выражение в равенство (9.4), получим следу-
ющее выражение для параметризованной кривой )(uP : 

 1
*
1)()( PRRP uu  . (9.5) 
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Если ввести обозначение 
*
1)()(~ RRR uu  , 

то параметризованная кривая )(uP  может быть определена следующим 
образом: 

1)(~)( PRP uu  , [0,1]u  . 
Таким образом, получили, что параметризованная кривая )(uP  описыва-
ет дугу малой окружности трехмерной сферы как орбиту некоторого 
преобразования этой сферы. 

Принимая во внимание последнее равенство, в дальнейшем для про-
стоты изложения дуга малой окружности сферы единичных кватернио-
нов будет обозначаться как 

1)()( PRP uu  , [0,1]u  , 
или для различия вращений как 

 1),()( PnRP  uu , [0,1]u  . (9.6) 
В последнем случае подразумевается, что ( , )uR n  обозначает некото-
рый параметризованный единичный кватернион. 

9.3. Смешение ориентационных дуг 

Рассмотрим единичную сферу 3,S  которая описана каноническим 
уравнением 

12222  zyxw  
относительно некоторой ортогональной системы координат с центром в 
начале сферы. Возьмем на поверхности этой сферы две различные точки 

1P  и 2P . Предположим, что точки 1P  и 2P  описаны относительно задан-
ной системы координат единичными радиус-векторами 1P  и 2P  соот-
ветственно. Рассмотрим две дуги окружности 

 1),()( PmRP  uu , [0,1]u  , (9.7) 
и 

 1),()( PnRQ  uu , [0,1]u  , (9.8) 

которые лежат на поверхности сферы 3S  и имеют следующие граничные 
точки: 

 1)0()0( PQP  , 2)1()1( PQP  . (9.9) 
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Из этих равенств видно, что дуги окружностей )(uP  и )(uQ  соединяют 
точки 1P  и 2P . Проблема заключается в конструировании параметризо-
ванной кривой )(uR , которая лежит на поверхности сферы 3S  и удо-
влетворяет следующим граничным условиям: 

 1)0( PR  , 2)1( PR   (9.10) 
и 

 )0()0( )()( kk PR  , )1()1( )()( kk QR   (9.11) 
для всех {1,2, , }k n  , где Nn . Параметризованную кривую )(uR  
будем называть смешением параметризованных кривых )(uP  и )(uQ  
или деформацией параметризованной кривой )(uP  в параметризован-
ную кривую )(uQ . 

Используя сглаживающие полиномы )(,1 uw n  и )(,2 uw n , рассмотрен-
ные в разделе 7.5, и формулу (9.6) из раздела 9.2, определим парамет-
ризованную кривую )(uR  следующим образом: 

 1,2,1 ))(,())(,()( PmRnRR  uwuwu nn , [0,1]u  . (9.12) 

Во-первых, отметим, что данная кривая )(uR  лежит на поверхности сфе-
ры 3S , так как является орбитой ортогонального поворота. В следующих 
теоремах покажем, что эта параметризованная кривая удовлетворяет требу-
емым граничным условиям и инвариантна относительно перехода между 
ортогональными системами координат. 

Теорема 1. Параметризованная кривая )(uR , заданная формулой 
(9.12), удовлетворяет граничным условиям, заданным равенствами 
(9.10) и (9.11). 

Доказательство. Принимая во внимание равенства (9.9), из опре-
деления параметризованной кривой )(uR  следует, что 

11)0,()0,()0( PPmRnRR   
и 

211 ),()0,(),()1( PPnRPmRnRR  . 
Следовательно, граничные условия, заданные равенствами (9.10), вы-
полняются. Кроме того, из теоремы 8, доказанной в разделе 7.8, следу-
ет, что 

)0))(,()0()))(,())(,(( )()(
,2,1  uuwuw kk
nn mRmRnR  
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и 
)1)(,()1()))(,())(,(( )()(

,2,1  uuwuw kk
nn nRmRnR  

для всех {1,2, , }k n  , где Nn . Следовательно, 

 1
)(

,2,1
)( )0()))(,())(,(()0( PmRnRR k

nn
k uwuw  

)0()0()),(( )(
1

)( kku PPmR   
и аналогично 

 1
)(

,2,1
)(  )1()))(,())(,(()1( PmRnRR k

nn
k uwuw  

)1( )1()),(( )(
1

)( kku QPnR   
для всех {1,2, , }k n  , где Nn . Таким образом, граничные условия, 
заданные равенствами (9.11), также выполняются. 

Теорема доказана. 
Теорема 2. Параметризованная кривая )(uR , определенная равен-

ством (9.12), инвариантна относительно перехода между ортогональ-
ными системами координат с началом в центре сферы 3.S  

Доказательство. Возьмем произвольную ортогональную систему 
координат с началом в центре сферы 3.S  Обозначим через R ортогональ-
ную матрицу перехода к новой ортогональной системе координат с нача-
лом в центре сферы. Для краткости введем следующие обозначения: 

))(,()( ,11  uwu nnRR , ))(,()( ,22  uwu nmRR . 

Тогда координаты радиус-вектора 1P  и параметризованных ортогональных 
поворотов )(1 uR , )(2 uR , учитывая формулу (9.5) из раздела 9.2, преобра-
зуются при переходе к новой системе координат следующим образом: 

1
1

1
~ PRP   

и 
RRRR )()(~

1
1

1 uu  , RRRR )()(~
2

1
2 uu  . 

Используя эти равенства, координатное представление сферической 
кривой )(uR , описанной формулой (9.11), преобразуется при переходе 
к новой системе координат как 

 
121

11 )()()( PRRRRR uuu  

 
1

1
2

1
1

1 )()( PRRRRRRR uu  
)(~~)(~)(~

121 uuu RPRR  . 
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Отсюда следует, что координатное представление сферической кри-
вой )(~ uR  относительно новой системы координат может быть получе-
но из исходного представления этой кривой )(uR  посредством поворо-
та, заданного матрицей 1R . 

Теорема доказана. 
Из теоремы 2 следует, что параметризованная ориентационная кри-

вая )(uR  инвариантна относительно перехода между ортогональными 
системами координат с общей начальной точкой в евклидовом аффин-
ном пространстве 3E . Параметризованная кривая )(uR  будет назы-
ваться смешением параметризованных кривых )(uP  и )(uQ  или де-
формацией параметризованной кривой )(uP  в параметризованную 
кривую )(uQ . 

На рис. 9.4 показаны исходные дуги двух ориентационных кривых 
при движении твердого тела воль прямолинейного отрезка. 

 
 

 
 
Рис. 9.4. Исходные дуги двух ориентационных кривых при движении вдоль  

линейного сегмента 
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Рис. 9.5. Ориентационная дуга, полученная смешением исходных  

ориентационных дуг при движении вдоль линейного сегмента 
 
На рис. 9.5 сначала показана композиция исходных ориентацион-

ных дуг, представленных на рис. 9.4, а затем ориентационная дуга при 
движении твердого тела воль прямолинейного отрезка, которая полу-
чена путем смешения двух исходных ориентационных дуг посред-
ством предлагаемого подхода. 

9.4. Построение ориентационной сплайновой кривой 

Теперь объединим полученные результаты и приведем детальное 
описание алгоритма построения интерполирующей сплайновой кривой 

nCt )(R  на поверхности сферы S3, которая проходит через последова-
тельность точек ),,,( 10 kRRR  , 1k , лежащих на поверхности сферы. 

Для решения поставленной задачи разработан алгоритм, который 
базируется на следующих процедурах. 
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Процедура 9.1. Вычисление единичного кватерниона iN , перпен-
дикулярного трем заданным единичным кватернионам iR , 1iR  и 2iR , 
лежащим на поверхности трехмерной сферы S3: 

|| 21

21









iii

iii
i RRR

RRRN . 

Процедура 9.2. Преобразование единичных кватернионов iR , 1iR  и 
2iR  в точки ir , 1ir  и 2ir , которые лежат на поверхности единичной 

двумерной сферы S2: 
*

iii NPr  , 
где единичный кватернион iN  вычисляется посредством процеду-
ры 9.1. 

Процедура 9.3. Генерация начального сегмента )(0 tR  ориентаци-
онной сплайновой кривой )(tR . 

Ш а г  1. Вычисляем единичный кватернион 0N , используя проце-
дуру 9.1. 

Ш а г  2. Используя процедуру 9.2, преобразуем заданные единичные 
кватернионы 0R , 1R  и 2R  в точки 0r , 1r  и 2r , лежащие на поверхности 
единичной двумерной сферы S2. 

Ш а г  3. Определяем ось 0n , используя процедуру 8.1. 
Ш а г  4. Определяем центральные углы 0  и 0 , используя проце-

дуру 8.3. 
Ш а г  5. Генерируем начальный сегмент )(0 tR  интерполирующей 

сплайновой кривой )(tR , используя процедуру  

00000 ))(,()( NrnRR  tut , 
01

0)(
tt
tt

tu



 , ],[ 10 ttt , 

где ),( 00 nR  описывает ортогональный поворот вокруг оси 0n  на 
угол 0 . 

Процедура 9.4. Генерация промежуточного сегмента )(tiR  ориен-
тационной сплайновой кривой )(tR . 

Ш а г  1. Вычисляем единичный кватернион iN , используя процеду-
ру 9.1. 

Ш а г  2. Используя процедуру 9.2, преобразуем заданные единич-
ные кватернионы iR , 1iR  и 2iR  в точки ir , 1ir  и 2ir , лежащие на по-
верхности единичной двумерной сферы S2. 
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Ш а г  3. Определяем ось in , используя процедуру 8.1. 
Ш а г  4. Определяем центральные углы i  и i , используя проце-

дуру 8.3. 
Ш а г  5. Генерируем промежуточный сегмент )(tiR  интерполирую-

щей сплайновой кривой )(tR , используя формулу 

iiiniinii tuwtuwt NrnRnRR )))((,()))((,()( 1,21,1   ,  

ii

i

tt
tt

tu




1

)( , ],[ 1 ii ttt , 

где ),( 11   iinR  и ),( ii nR  описывают ортогональные повороты вокруг 
осей 1in  и in  на углы 1i  и i  соответственно. 

Процедура 9.5. Генерация конечного сегмента )(1 tkR  ориентаци-
онной сплайновой кривой )(tR . 

Ш а г  1. Генерируем конечный сегмент )(1 tkR  интерполирующей 
сплайновой кривой )(tR , используя формулу 

21221 ))(,()(   kkkkk tut NrnRR , 
1

1)(








kk

k

tt
tt

tu , ],[ 1 kk ttt  , 

где ),( 22  kknR  описывает ортогональный поворот вокруг оси 2kn  на 
угол 2k . 

Алгоритм 9.1. Моделирование сплайновой кривой )(tR , лежащей 
на поверхности единичной сферы S3. 

Ш а г  1. Генерируем начальный сегмент )(0 tR  интерполирующей 
сплайновой кривой )(tR , используя процедуру 9.3. 

Ш а г  2. Полагаем 1i . 
Ш а г  3. Генерируем промежуточный сегмент )(tiR  интерполирую-

щей сплайновой кривой )(tR , используя процедуру 9.4. 
Ш а г  4. Полагаем 1 ii . 
Ш а г  5. Если 1 ki , то переходим к шагу 3. 
Ш а г  6. Генерируем конечный сегмент )(1 tkR  интерполирующей 

сплайновой кривой )(tR , используя процедуру 9.5. 
Из теоремы 1 следует, что первые три требования поставленной за-

дачи выполняются. Кроме того, из теоремы 2 следует, что параметри-
зованная кривая )(tR , построенная при помощи алгоритма 9.1, инвари-
антна относительно поворотов ортогональной системы координат в 
аффинном векторном пространстве 3E . 
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9.5. Постановка задачи сглаживания  
ориентационной ломаной линии 

Рассмотрим сферу 3S , которая описана каноническим уравнением 
22222 rwzyx   

относительно ортогональной системы координат, центр которой нахо-
дится в центре сферы. Пусть на поверхности сферы 3S  заданы три раз-
личные ориентации 1P , 2P  и 3P , которые описаны ортогональными 
матрицами 1P , 2P  и 3P  соответственно. Предположим, что ориентации 

1P  и 2P , а также ориентации 2P  и 3P  соединены дугами больших ориен-
тационных окружностей. В общем случае эти дуги больших окружно-
стей образуют угол в ориентации 2P . Выберем некоторые ориентации 

1Q  и 2Q , которые лежат на этих дугах больших окружностей и отме-
чают соответственно начало и окончание сглаживания угла в ориента-
ции 2P . Пусть 1Q  и 2Q  − ортогональные матрицы, которые описывают 
эти ориентации. 

Тогда задача формулируется следующим образом: 
1. Требуется построить параметризованную кривую )(tR , которая 

состоит из трех сегментов. Первый сегмент этой кривой описывает 
ориентационную дугу большой окружности от ориентации 1P  до ори-
ентации 1Q . Второй сегмент этой кривой сглаживает угол в ориента-
ции 2P . Третий сегмент этой кривой описывает ориентационную дугу 
большой окружности от ориентации 2Q  до ориентации 3P . 

2. Параметризованная кривая )(tR  должна принадлежать классу nC , 
т. е. иметь непрерывные производные до порядка n включительно. 

3. Дополнительным требованием к параметризованной кривой )(tR  
является ее инвариантность относительно выбора ортогональной си-
стемы координат с началом в центре сферы. 

Параметризованную кривую )(tR  будем называть сплайновой кривой 
на поверхности сферы 3S , которая сглаживает угол в ориентации 2P . 

Предлагаемое решение этой проблемы, которое рассматривается в 
дальнейших разделах, базируется на сглаживании дуг больших окруж-
ностей сферы 3,S  которые соединяют точку 1Q  с точкой 2P  и точку 2P  
с точкой 2Q . 
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Здесь следует заметить, что выбор ориентаций 1Q  и 2Q  зависит от 
различных кинематических или геометрических требований к сглажи-
вающей сплайновой кривой )(tR . Например, ориентации 1Q  и 2Q  мо-
гут быть выбраны настолько близко к ориентации 2P , насколько это 
позволяют кинематические и динамические характеристики робота-
манипулятора. 

9.6. Построение дуг больших окружностей  
по ориентациям 

Рассмотрим две различные ориентации 1P  и 2P , которые заданы ор-
тогональными матрицами. Определим дугу большой окружности на 
единичной сфере 3S , которая соединяет ориентацию 1P  с ориентаци-
ей 2P . Для этого определим ортогональную матрицу R, которая удо-
влетворяет следующему условию: 

21 PRP  . 
Найдем из этого уравнения матрицу R, получим 

T
12 PPR  . 

Ортогональная матрица R описывает некоторый поворот ),( nR , ось n и 
угол  которого могут быть найдены при помощи формул (3.12)(3.16) 
из раздела 3.4. 

Используя полученную матрицу поворота ),( nR , определим пара-
метризованную кривую 

1),()( PnRP  uu , [0,1]u  . 
Очевидно, что параметризованная кривая )(uP  имеет следующие гра-
ничные точки: 

1)0( PP  , 2)1( PP  , 
т. е. параметризованная кривая )(uP  соединяет ориентацию 1P  с ориен-
тацией 2P . Учитывая результаты, полученные в разделе 6.5, делаем за-
ключение, что параметризованная кривая )(uP  описывает дугу боль-
шой окружности на единичной сфере 3S . Эта окружность определяется 
как пересечение единичной сферы 3S  и двух гиперплоскостей 

0 pw , 0 pu , 
где векторы w и u заданы следующим образом: 
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 0001w ,  3210 nnnu . 
Таким образом, определенная параметризованная кривая )(uP  опи-

сывает дугу большой окружности ориентаций на единичной сфере 3S  
между точками 1P  и 2P . 

 
Рис. 9.6. Дуга большой ориентационной окружности 

 
На рис. 9.6 показан пример дуги большой ориентационной окружно-

сти, построенной, используя приведенную формулу. 

9.7. Сглаживание ориентационных дуг 

Возьмем три различные ориентации, которые описаны ортогональны-
ми матрицами 1P , 2P  и 3P . Рассмотрим две дуги окружностей ориентаций 

 1),()( PmRP uu  , [0,1]u  , (9.13) 
и 

 2),()( PnRQ uu  , [0,1]u  , (9.14) 
которые имеют следующие граничные ориентации: 

 1)0( PP  , 2)0()1( PQP  , 3)1( PQ  . (9.15) 
Из этих равенств видно, что дуги окружностей )(uP  и )(uQ  соединяют 
ориентацию 1P  с ориентацией 2P  и ориентацию 2P  с ориентацией 3P  
соответственно. В общем случае дуги ориентационных окружностей 
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)(uP  и )(uQ  образуют угол в точке 2P . Проблема состоит в том, чтобы 
построить ориентационную кривую )(uR , которая удовлетворяет сле-
дующим граничным условиям: 

 1)0( PR  , 3)1( PR   (9.16) 
и 

 )0()0( )()( kk PR  , )1()1( )()( kk QR   (9.17) 
для {1,2, , }k n  , где Nn . Параметризованная кривая )(uR  будет 
называться параметризованной кривой, сглаживающей параметризо-
ванные кривые )(uP  и )(uQ  или сглаживающей параметризованной 
кривой. 

Для того чтобы построить сглаживающую параметризованную кри-
вую )(uR , переопределим дугу ориентационной окружности )(uP  сле-
дующим образом: 

2( ) ( ,(1 )( ))u u  P R m P , [0,1]u  . 
Теперь, используя сглаживающие полиномы )(,1 uw n , которые были 
определены в разделе 7.5, определим параметризованную кривую 

 2,1,1 )))(1(,())(,()( PmRnRR  uwuwu nn , [0,1]u  . (9.18) 
Покажем, что эта параметризованная кривая удовлетворяет граничным 
условиям, заданным равенствами (9.16) и (9.17). 

Теорема 3. Параметризованная кривая, заданная формулой (9.18), удо-
влетворяет граничным условиям, заданным равенствами (9.16) и (9.17). 

Доказательство. Из определения параметризованной кривой )(uR  
следует, что 

122 ),(),()0,()0( PPmRPmRnRR   
и 

322 ),()0,(),()1( PPnRPmRnRR  , 
т. е. граничные условия (9.16) выполняются. 

Теперь покажем, что также выполняются граничные условия (9.17). 
Для этого найдем значения параметрических производных кривой )(uR  
в граничных точках. Используя теорему 8 из раздела 9.8, получим 

 )0))()(1(,()0())))(1(,())(,(( )()(
,1,1 uuwuw kk
nn mRmRnR  

( ) ( )( ( ,( 1) )) (0) ( ( , ) ( , )) (0)k ku u      R m R m R m  

),()0)(,()(  mRmR uk  
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и 
)1)(,()1())))(1(,())(,(( )()(

,1,1  uuwuw kk
nn nRmRnR  

для {1,2, , }k n  , где Nn . Отсюда следует, что 

 2
)(

,1,1
)( )0())))(1(,())(,(()0( PmRnRR k

nn
k uwuw  

)0()0)(,(),()0)(,( )(
1

)(
2

)( kkk uu PPmRPmRmR   
и аналогично 

 2
)(

,1,1
)( )1())))(1(,())(,(()1( PmRnRR k

nn
k uwuw  

 2
)(

,1 )1()))(,(( PnR k
n uw ( ) ( )

2( ( , )) (1) (1)k ku R n P Q  

для {1,2, , }k n  , где Nn . Таким образом, граничные условия (9.17) 
также выполняются. 

Теорема доказана. 
Очевидно, что ортогональные повороты являются автоморфизмами 

сферы 3S . Поэтому важно, чтобы кривые, моделируемые на поверхно-
сти сферы 3S , были инвариантны относительно выбора ортогональных 
систем координат. В следующей теореме доказано, что параметризо-
ванная кривая )(uR  удовлетворяет этому требованию. 

Теорема 4. Ориентационная параметризованная кривая )(uR , опре-
деленная равенством (9.18), инвариантна относительно поворотов ор-
тогональной системы координат с центром в фиксированной точке 
пространства 3E . 

Доказательство. Рассмотрим евклидово аффинное пространство 
3E  и зафиксируем в нем некоторую точку. Выберем в пространстве 
3E  произвольную ортогональную систему координат с центром в этой 

точке. Обозначим через R ортогональную матрицу перехода к новой 
системе координат с центром в этой же фиксированной точке. Для 
краткости изложения введем следующие обозначения: 

)`)(,()( ,11  uwu nnRR , ))`)(1(,()( ,12  uwu nmRR . 

Тогда ориентация 2P  и матрицы ортогональных поворотов )(1 uR  и 
)(2 uR  преобразуются при переходе к новой системе координат следу-

ющим образом: 
RRRR 2

1
2

~  , 
и 
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RRRR )()(~
1

1
1 uu  , RRRR )()(~

2
1

2 uu  . 
Используя эти равенства, координатное представление параметризо-
ванной ориентационной кривой )(uR , определенной равенством (9.18), 
преобразуется при переходе к новой системе координат следующим 
образом: 

  RPRRRRRR 221
11 )()()( uuu  

  RPRRRRRRR 2
1

2
1

1
1 )()( uu  

)(~~)(~)(~
221 uuu RPRR  . 

Отсюда следует, что параметризованная ориентационная кривая )(~ uR , 
которая определена относительно новой системы координат, может 
быть получена из исходной параметризованной ориентационной кри-
вой )(uR  посредством того же поворота R. 

Теорема доказана. 
На рис. 9.7 и 9.8 показан один и тот же угол между дугами ориента-

ционных окружностей, который в дальнейшем сглаживается. На рис. 9.9 
показан пример сглаживания угла между дугами ориентационных 
окружностей. 

 
Рис. 9.7. Угол между ориентационными дугами 
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Рис. 9.8. Угол между ориентационными дугами без осей 

 

 
Рис. 9.9. Сглаживание ориентационных углов 
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9.8. Сглаживание углов ориентационной  
ломаной линии 

Теперь приведем детальное описание алгоритма построения парамет-
ризованной кривой nCt )(R  на поверхности сферы 3S , которая сглажи-
вает угол в ориентации 2P , образованный дугами больших окружностей. 
Для этой цели введем следующие обозначения. Пусть )(tiR , где 

{1,2,3}i  , описывает i-й сегмент сглаживающей сплайновой кри-
вой )(tR . 

Тогда проблема сглаживания угла в точке стыковки дуг больших 
ориентационных окружностей может быть решена по следующему ал-
горитму. 

Ш а г  1. Выполняем следующие вычисления: 
1. Определяем ось m и угол поворота 1  из ортогональной матрицы 

1
111),(  PQmR , 

используя для этого формулы (3.12)–(3.16) из раздела 3.4. 
2. Генерируем параметризованную кривую 

 111 ))(,()( PmRR  tut , 
12

1)(
tt
tttu



 , ],[ 21 ttt . (9.19) 

Здесь узлы 1t  и 2t  могут быть выбраны, принимая во внимание не-
которые кинематические или геометрические требования. Видно, что в 
этом случае параметризованная ориентационная кривая )(1 tR  имеет 
следующие граничные точки: 

1111111 )0,())(,()( PPmRPmRR  tut  
и 

11111221 ),())(,()( QPmRPmRR  tut . 
Ш а г  2. Выполняем следующие вычисления: 
1. Определяем оси m, n и углы поворотов 2 , 1  из ортогональных 

матриц 
1

122 ),(  QPmR  
и 

1
221),(  PQnR , 

используя для этого формулы (3.12)–(3.16) из раздела 3.4. 
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2. После этого в соответствии с формулой (9.18) из раздела 9.7 гене-
рируем параметризованную кривую 

 12,11,12 ))))((1(,()))((,()( QmRnRR  tuwtuwt nn , (9.20) 

23

2)(
tt
tttu



 , ],[ 32 ttt . 

Здесь )(,1 uw n  обозначают сглаживающие полиномы, которые были 
определены в разделе 7.5. Значение индекса n должно соответствовать 
требуемой степени непрерывности составной кривой. Для того чтобы 
обеспечить параметрическую непрерывность составной кривой )(tR  в 
ориентации 1Q , значение узла 3t  определяется из условия 

2
1

12
23

)(






tttt . 

Очевидно, что в этом случае параметризованная кривая )(2 tR  имеет 
следующие граничные ориентации: 

1121222 ),(),()0,()( QQmRQmRnRR t  
и 

2111132 ),()0,(),()( QQnRQmRnRR t . 
Ш а г  3. Выполняем следующие вычисления: 
1. Определяем ось n и угол поворота 2  из ортогональной матрицы 

1
232 ),(  QPnR , 

используя для этого формулы (3.12)–(3.16) из раздела 3.4. 
2. Генерируем параметризованную кривую 

 223 ))(,()( QnRR  tut , 
34

3)(
tt
tttu



 , ],[ 43 ttt . (9.21) 

Для того чтобы обеспечить параметрическую непрерывность со-
ставной кривой )(tR  в ориентации 2Q , значение узла 4t  определяется 
из условия 

2
1

23
34

)(






tttt . 

Очевидно, что в этом случае параметризованная кривая )(3 tR  имеет 
следующие граничные точки: 

2222333 )0,())(,()( QQnRQnRR  tut  
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и 

32222443 ),())(,()( PQnRQnRR  tut . 
Тогда параметризованная кривая )(tR , ],[ 41 ttt , может быть опреде-

лена следующим образом: 
)()( tt iRR  , ],[ 1 ii ttt , {1,2,3}i  . 

Очевидно, что определенная таким образом параметризованная кривая 
)(tR  имеет следующие свойства: 
1. Из равенств (9.19), (9.20) и (9.21) следует, что параметризованные 

кривые )(tiR  проходят через ориентации 1P , 1Q , 2Q  и 3P . 
2. Из теоремы 3, доказанной в разделе 9.7, следует, что параметризо-

ванная кривая )(tR  имеет n-ю степень непрерывности, т. е. nCt )(R . 
3. Кроме того, из теоремы 4, доказанной в разделе 9.7, следует, что 

параметризованная кривая )(tR  инвариантна относительно перехода 
между ортонормальными системами координат с центром в сфере 3.S  

Следовательно, параметризованная кривая )(tR  удовлетворяет всем 
сформулированным в разделе 9.5 требованиям. 
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