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Рассматривается возможность генерации электромагнитного излучения за счет перекачки энергии от поля псевдофо-
тонов решетки на основе трехчастотного параметрического взаимодействия на системе каналируемых электронов в заря-
женных плоскостях (111) кристаллов со структурой цинковой обманки, в которых потенциалы взаимодействия являются 
неунимодальными. Показано, что генерация этого излучения при некоторых дополнительных условиях определяется нели-
нейной восприимчивостью такой трехуровневой системы. 
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The possibility of generation of electromagnetic radiation due to the transfer of energy from the lattice  pseudo-photon field on 
the basis of three-frequency parametric interaction on a system of channelled electrons in charged (111) planes of crystals with a 
zinc blende structure, in which the interaction potentials are non-minimized-far ZnS, InP and AlSb) is discussed. Based on the solu-
tion of shortened equations and taking into account the nonlinear susceptibility of such a three-level system for an AlSb crystal, it is 
shown that a signal wave can be generated when channeling weakly selective relativistic electrons. The mechanism of such genera-
tion corresponds to the standard process of parametric amplification of photons in the system of resonant levels in the field of in-
tense pumping. The calculation results show that with the use of specific parameters of channeling there is a linear law of increase 
of the amplified signal. 
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Введение 

Как было показано в работе [1], для каналируе-
мых электронов при определенной энергии и при 
некоторых дополнительных условиях за счет нели-
нейного взаимодействия с кристаллической средой 
на основе трехчастотного параметрического взаи-
модействия возможна генерация электромагнитно-
го излучения. 

Пусть электрон движется со скоростью v вдоль 
оси z лабораторной системы координат K. Ось z 
параллельна кристаллографическим плоскостям 
каналирования. Скорость v должна быть такой, 
чтобы в потенциальных ямах возникало не более 
трех энергетических уровней поперечного движе-
ния. В сопутствующей системе координат К′ перио-
дическое электростатическое поле кристалличе-
ской решетки становится бегущей волной (полем 
псевдофотонов), распространяющейся в противо-
положном электрону направлении (приближение 
Вильямса-Вейцзекера [2]). Эта волна может быть 
эффективной волной накачки, если одна из баунс-
частот 2n znv aω = π γ  (аz – период кристаллической 
решетки в направлении оси z, γ – Лоренц-фактор, 

n = 1,2,…) совпадает с частотой перехода γΩ13 в 
системе К′ (в этом заключается сущность эффекта 
Окорокова [3]). Такое резонансное условие удовле-
творяется, если выполняется неравенство z >>а а , 
где а – постоянная решетки кристалла. Например, 
это может реализоваться, если электрон будет 
двигаться вдоль высокоиндексных кристаллогра-
фических плоскостей. Еще одна возможность, 
предлагаемая в [1], связана с использованием ис-
кусственно создаваемых периодических структур с 
пространственными периодами Λ >> a (например, 
сверхрешеток, систем из электрических или маг-
нитных антипараллельных доменов, гетерострук-
тур, динамических периодических структур, возни-
кающих в результате ультразвуковой модуляции и 
т.д.). При этом должно выполняться условие 

3 31 32 21 2 1Ω = 2πvγ Λ γΩ = γΩ + γΩ = Ω +Ω . В декарто-
вой системе координат К′ должно выполняться 
также условие точного синхронизма 3 1 2= +k k k

  
, где 

3 3= -e Ωzk v
   – волновой вектор волны накачки, 
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( )1,2 1,2 1,2= ±e Ω ωzk n v
   – соответственно волновые 

векторы сигнальной и холостой волн (в случае 
слабо поглощающей среды показатель преломле-
ния вычисляются по формулам 1,2n  >> ( )1,2Reε ω  

на частотах ( )1,2 1,2 1,2 1,21 n ω = Ω γ β ω  , учитыва-

ющих доплеровскую трансформацию частот пере-
ходов Ω1,2. Отсюда для частот ω1 и ω2 вытекает 
равенство ( ) ( )2 2 2 2

1 2 2 1ω ω = β -1 1- βn n , которое мож-

но удовлетворить, если эти частоты расположены 
по разные стороны от области аномальной диспер-
сии. При выполнении всех выше перечисленных 
требований можно ожидать эффективной перекач-
ки энергии от волны накачки в сигнальную волну. 
 
О возможности трехчастотного параметри-
ческого взаимодействия каналируемых 
электронов с полем псевдофотонов 

Запишем выражение для суперпозиции полей 
световых квантов и псевдофотонов в следующем 
виде: 

( ) ( ){-1
1 1 1= 2 e , exp i Ω - +xE A x z t k z  

   

( ) ( ) ( ) }2 2 2 3 3 3+ , exp i Ω + + i Ω + + к.с.A x z t k z A t k z      , (1) 

где амплитуда поля накачки А3(х) не зависит от 
продольной координаты z. Все волны зависят от 
поперечной координаты x и поляризованы вдоль 
нее. Однако использование соотношения (1) дела-
ет невозможным дальнейшие расчеты, поскольку 
отношение ( )22 2 2 2

xE x E z L a∂ ∂ ∂ ∂ ≈
 

, где L – 

толщина кристаллической пластины. С другой сто-
роны, из-за ( )2 >> 1xL а  происходит стохастизация 
поперечного движения электронов, что позволяет 
рассматривать их движение в усредненном по пе-
риоду xa  поля псевдофотонов. После подстановки 
(1) в неоднородное волновое уравнение можно 
получить систему укороченных уравнений, анало-
гичную рассматриваемой в нелинейной оптике 
[4, 5]. Тогда поляризация ( )2= e χ + χx lxx x nlxxx xP E E

   

трехуровневой системы представляется в виде 
суммы линейной части, пропорциональной ампли-
тудам поля Аі, и нелинейной части, пропорцио-
нальной произведению амплитуд А1А2 и А3Аі∗ [5]. 
Линейные и нелинейные восприимчивости этой 
системы на частотах Ω1,2 в дипольном приближе-
нии даются следующими выражениями [6]: 

( ) ( )
2 2

121,32
1,2 21,32χ Ω = ρ λlxx

e x


, 

( ) ( )3
212 23 31

1,2 21,323χ Ω = ρ λ
2nlxxx

e x x x


,    (2) 

где ρ – объемная плотность каналируемых элек-
тронов, ( )1

21λ , ( )1
32λ  и ( )2

21λ , ( )2
32λ  – параметры, завися-

щие от характерных времен продольной и попе-
речной релаксаций, элементов стационарной мат-
рицы плотности системы (каналируемый электрон 
(квазиатом) плюс поле некогерентных псевдофото-

нов, служащее термостатом). В приближении по-
парного равенства всех продольных и поперечных 
времен релаксаций (Tmn ≡ T, τmn ≡ τ), параметры 
( )1
21,32λ , ( )2

21,32λ  соответственно равны [6]: 

( ) {1 -1 0 0
11,33 2221,32λ = ±iτΔ σ - σ ±  

( ) ( ) }2 0 0 0
13 33 11 22±τγ τ σ - σ ± 2T 1- 3σ 
  

,   (3) 

( ) ( )2 2 -1 0 2 0
33,11 13 2221,32λ = τ Δ 3σ -1+ 2τTγ 1- 3σ 

  
,  (4) 

где ( )( )2 2 2
13 13Δ = 1+ γ τ 1+ 4γ τT , 0

11,22,33σ  – относитель-

ные начальные населенности уровней каналирова-
ния, удовлетворяющие равенству 0 0 0

11 22 33σ + σ + σ = 1 , 

( )13 13 3γ = ΩV  , ( )13 3ΩV  – матричный элемент 
энергии взаимодействия с полем псевдофотонов. 
Из формул (3) и (4) видно, что параметры ( )1

21,32λ  

являются чисто мнимыми, а параметры ( )2
21,32λ  дей-

ствительными. Из формул (2) следует, что нели-
нейные свойства трехуровневой системы проявля-
ются только в том случае, когда все три матричных 
элемента x12, x23, x31 отличны от нуля. Очевидно, что 
это возможно, когда потенциал взаимодействия 
V(x) является несимметричным. Например, это ре-
ализуется при каналировании электронов в заря-
женных плоскостях в кристаллах со структурой 
цинковой обманки, методика расчета потенциалов 
взаимодействия в которых рассматривается, 
например, в работе [7]. 

После преобразований с учетом неравенств 

i i iA t A∂ ∂ << Ω , 2 2
i i iA z k A z∂ ∂ << ∂ ∂  приходим к 

следующей системе укороченных уравнений: 
( )1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 2,1 3 sinda dz a a aδ + κ = ±σ ψ , 

( )3 2 1 2 1 2 1 cos 0d dz a a a a aψ + σ − σ ψ = ,  (5) 

где ( ) ( ) ( )3 1 2z z zψ = ϕ − ϕ − ϕ  – обобщенная фаза, 

( )2 2
1,2 1,2 1,2 1,2Im 2k cδ = Ω ε ω  – коэффициенты линей-

ного поглощения, ( )2 2
1,2 1,2 1,2 1,22 Im lxx k cκ = πΩ χ Ω , 

( )2 2
1,2 1,2 1,2 1,22 Im nlxxx k cσ = πΩ χ Ω  – коэффициенты 

линейной и нелинейной связей. При произвольных 
значениях этих коэффициентов система уравнений 
(5) может быть решена только численно. Учитывая, 
что частоты ω1,2 лежат в областях, где поглощение 
незначительное, можно положить δ1 ≈ δ2 ≈ 0. Кроме 
того, необходимо воспользоваться такой ситуаци-
ей, когда коэффициенты линейной связи равны по 
величине и противоположны по знаку, т.е. κ1 ≈ -
 κ2 ≈ κ > 0 (это условие можно реализовать за счет 
соответствующего выбора угла влета частиц в кри-
сталл). В этом случае, переписывая систему урав-
нений (5) для амплитуд ( ) ( ) ( )1,2 1,2 expu z a z z= −κ , с 
использованием соотношений Менли-Роу (см., 
например, [5]) получаем следующие выражения 
для амплитуд сигнальной и холостой волн; 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 1 20 exp sina z a z a z= σ σ κ σ σ , 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 1 20 exp cosa z a z a z= κ σ σ .   (6) 

Величины σ1,2, κ и а3 в (6) сложным образом зависят 
от параметров кристаллической среды и электрон-
ного пучка, а также от условий каналирования. 
 
Генерация сигнальной волны при канали-
ровании слаборелятивистских электронов 
в кристаллах цинковой обманки 

Как показано в [7], в заряженных плоскостях 
(111) кристаллов со структурой цинковой обманки 
для электронов возникают неунимодальные потен-
циальные ямы (например, на рис. 1а подобные ямы 
изображены для кристаллов ZnS, InP и AlSb). Для 
слаборелятивистских электронов, например, с Ло-
ренц-факторами γ ≈ 2 ÷ 3, в таких ямах существует 
только три энергетических уровня. На рис. 1а такие 
уровни и переходы между ними приведены для 
кристалла AlSb, а на рис. 1b изображены соответ-
ствующие им волновые функции. 
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Рис. 1. (а) – Потенциалы взаимодействия для электронов 
с заряженными кристаллографическими плоскостями 
(111) в кристаллах со структурой цинковой обманки ZnS 
(кривая 1), InP (кривая 2) и AlSb (кривая 3), (b) – графики 
волновых функций, соответствующих энергетическим 
уровням, изображенных на рис. 1а для кристалла AlSb 
 
Fig. 1. (а) –Interaction potentials for electrons with charged 
crystallographic planes (111) in crystals with a zinc blende 
structure ZnS (curve 1), InP (curve 2) and AlSb (curve 3), (b) 
– plots of wave functions corresponding to energy levels pre-
sented in Fig. 1а for AlSb crystal 
 

Дальнейший расчет, например, для кристалла 
AlSb производится по той же самой схеме, которая 
была использована в [1]. Вначале на частоте пере-
хода Ω3 рассчитывается Фурье-компонента точного 
потенциала взаимодействия электрона с заряжен-
ными плоскостями кристалла AlSb при его разло-
жении по одномерным векторам ( )3k zg k v e= γΩ

   
обратной решетки. Далее находятся амплитуда 
накачки a3 и величина γ13. С использованием значе-
ний матричных элементов дипольных переходов 

12 0.2Ax ≈ , 23 0.47Ax ≈ − , 31 0.11Ax ≈ −  и начальных 

относительных населенностей 0
11 0.45σ ≈ , 

0
22 0.14σ ≈  и 0

33 0.41σ ≈  рассчитываются продольные 
времена релаксаций, коэффициенты линейной κ1,2 
и нелинейной σ1,2 связей. Поперечные времена ре-
лаксации оцениваются в соответствии с квантовой 
теорией деканалирования на атомных электронах 
кристаллической среды (см. [1, 8]). 

В итоге, мы приходим к следующему выраже-
нию для амплитуды сигнальной волны: 

( ) ( )1 2 30a z a а z≈  (при 16 310 см−ρ ≈  и 310 смL −≈  в 
лабораторной системе координат получаем 

( ) ( ) 3
1 2 0 10а L a −≈ ), что свидетельствует о линей-

ном законе возрастания амплитуды сигнальной 
волны. 
 
Заключение 

Показано, что в результате параметрического 
нелинейного преобразования возможна перекачка 
энергии полей псевдофотонов кристаллической 
решетки в энергию электромагнитного излучения 
даже в отсутствие инверсии заселения поперечных 
уровней каналированного движения. 
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