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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе исследуется проблема унитарной эволюции в квантовой 
теории поля с индефинитной метрикой, квантовой космологии и квантовой тео­
рии вычислений на примерах некомпактной сигма-модели, волновой функции 
Вселенной тоннельного типа в полуклассической аппроксимации и квантовой тео­
рии информации, порожденной геометрической фазой.

Основная проблема, возникающая в процессе работы с теориями, обладающи­
ми индефинитной метрикой, — проблема унитарной эволюции, так как если не­
возможно отделить гильбертовы секторы с разными знаками нормы при помощи 
S-матрицы, то такие теории являются физически бессодержательными, в силу того 
что приводят к отрицательным вероятностям.

В то же время в моделях квантовой теории поля индефинитная метрика появля­
ется достаточно часто. Упомянем только исследования по некомпактным сигма- 
моделям [1—2], уравнению Дирака — Кэлера [3], некомпактным конформным теори­
ям [4—5], описывающим динамику суперструны, супергравитации. Попытка исклю­
чить появление индефинитной метрики в процессе вторичного квантования или 
путем наложения дополнительных ограничений в конечном счете не приводит к 
успеху [2—6]: в соответствующих амплитудах рассеивания возникают добавки, на­
рушающие унитарность теории [7—8]. Однако квантовополевые модели с неком­
пактными группами симметрий можно корректно проквантовать и при наличии 
индефинитной метрики [3, 9, 10, 12]. Описание алгебры операторов в таких случа­
ях было начато в работе [11].

Существенно, что индефинитная метрика появляется не только в квантовопо­
левых теориях, обладающих некомпактными группами симметрий, но также и в 
квантовой космологии.

Примыкает к данной проблематике и задача проведения квантовых вычислений 
в теории квантового компьютера.

1. ИНДЕФИНИТНАЯ МЕТРИКА В РЕАЛИСТИЧЕСКИХ 
КВАНТОВОПОЛЕВЫХ ТЕОРИЯХ

В настоящем разделе описаны общие свойства алгебры операторов для про­
странств с индефинитной метрикой и показано, что возможно свести вычисление

3. Зак. 2458.
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матричных элементов операторов, обладающих полной системой собственных со­
стояний, к вычислениям внутри гильбертовых секторов пространства Крейна.

Будем рассматривать псевдогильбертовы пространства состояний с невырож­
денной индефинитной метрикой и фиксированным разложением на гильбертовы 
секторы:

H = H ' ® H . (1.1)
В дальнейшем такие пространства будем именовать пространствами Крейна, 

согласно общепринятой терминологии [13]. Тогда имеют силу следующие утвер­
ждения [11—12]:

П редлож ение 1.1. Пусть А[Н] — алгебра операторов на Н. Тогда для любого 
оператора R E  А[Н]: R -R t + R i, где Rt сохраняет H , H т. е. Ro: H * —» H *, a Ri их
«перемешивает»: Re Hi  —> . Таким образом, алгебра А[Н] разлагается в прямую
сумму подпространств:

А[Н] =А«[Н] © А, [Н]. (1.2)
П редлож ение 1.2. Эрмитовы или косоэрмитовы операторы Ri E  Ai[H] име­

ют либо HyyVeBOir спектр, либо собственные состояния с нуулевой нормой; таким 
образом, оператор Ri е Ai [Н] имеет нуу\евое ожидаемое в любом своем собствен­
ном состоянии: <Г| I Ri I Г|> = 0. Если проекции системы собственных состояний на 
гильбертовы секторы H , H порождают полную ортонормированную систему во 
всем пространстве Н, то получаем

П редложение 1.3. Эрмитовы либо косоэрмитовы операторы R/ E  Ai[H] 
имеют нуулевое ожидаемое в ууюбом состоянии р, е Н: <р I R11 р > = 0.

В силу посуУеднего предложения такие операторы не могут описывать наблю­
даемые в физической теории. Отметим также, что для произвольного оператора 
Ri E  Ai[H] все собственные состояния, не принадлежащие нулевому спектру, лежат 
в прямой сумме гшльбертовых секторов H 0  Н~.

П редложение 1.4. Пусть квантовополевая модель со знаконеопределенным 
гамильтонианом, пространство состояний которой явуляется пространством Крейна 
(1.1), обладает дискретной симметрией D , генерирующей на H = Н " © ET — кано­
нический оператор Крейна J. Тогда теория унитарна, т. е. не содержит отрицатель­
ных вероятностей, a D в ней явуляется оператором суперотбора.

Следует отметить некоторые специфические черты формальной и физической 
J-MaTpim квантовополевых теорий, наделенных индефинитной метрикой.

Пусть имеется некоторая квантовополевая модеууь, полное фоковское простран­
ство которой V наделено индефинитной метрикой. Мы налагаем только одно со­
вершенно естественное и необходимое минимальное ограничение (усууовие на фи­
зические состояния) для рассмотрения реальных теорий: если начальное состояние 
явуляется физическим состоянием, то конечное состояние также является физиче­
ским и наоборот. Обычно под «физическим» понимается состояние с по/ложитель- 
ной нормой, т. е. унитарность соответствующей A-матрицы автоматически влечет 
условие отсутствия отрицательных вероятностей.

Е суШ же пространство физических состояний H надеулено индефинитной мет­
рикой, то из требования унитарности формальной A-матрицы не следует, вообще
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говоря, исключения состояний с отрицательной нормой. В этом случае физическая 
S-матрица не должна перемешивать состояния с разными знаками нормы. Подав­
ляющее большинство моделей с индефинитной метрикой имеют гамильтониан, 
являющийся эрмитовым оператором, что соответствует унитарности формальной 
матрицы рассеяния.

Пусть S — формальная (или полная) матрица рассеяния и P -  проектор V на 
подпространство физических состояний Н: PV = Н. Тогда начальное ограничение 
на физические состояния может быть записано так:

(1 -  Р )  SP = О, P+ S(1 -P )  = О, 

или SP = P+SP = P S'.
Предполагается, что H разлагается в прямую сумму H = Но © V, где Но — некое 

пространство (либо гильбертово, либо Крейна) и Vo состоит из вырожденных со­
стояний, т. е. состояний с нулевой нормой, ортогональных ко всему Н. Состояния 
из Vn в самосогласованной теории не должны вносить вклады в физические про­
цессы.

Пусть Pо — ортогональная проекция V  на Но, так что PoV = Но ортогонально к 
(1— Po )V. Тогда из (1—Pq) Pq = Pq ' ( I - P q)  следует эрмитовость Pq-.

P0 + =  Po.
Если P 10 — одна из проекций V  на Vo, то очевидно, что

( P 10) + P0 = P 0 ( P 10)  =0.
Обозначая P = P0 +P 'о, немедленно получаем

P +P = P 0.
И если гамильтониан теории cH  эрмитов, то формальная S'-матрица является ав­

томатически унитарной:
S+S = L

Отсюда, однако, не следует унитарность ее редукции на подпространства фи­
зических состояний H  либо Но , т. е. унитарность соответствующей

Sphys = P Sphys P J
которая, как видно из свойств проекторов Р, Po, P 1о, унитарна в факторе H/Vo=Ho, если

Sphys S+phys SL phys Sphys ■
В случае, если Но — пространство с положительно определенной нормой, то про­

блем с вероятностной интерпретацией у теории нет, что справедливо для большинства 
известных теорий: квантовой электродинамики, неабелева компактного Янга — Миллса 
и др. Но и случай, когда Но имеет структуру пространства Крейна, также физически 
допустим, если существует процедура, позволяющая отделить состояния с положи­
тельной и отрицательной нормами и порожденная естественной симметрией модели, 
на что указано в предложении 1.4. Известны два широких класса моделей с индефи­
нитной метрикой, обсуждаемые в физике высоких энергий: теория Янга — Миллса с 
неабелевой некомпактной группой симметрий и некомпактная сигма-модель имеют 
различные подпространства вырожденных состояний Vo. И, как показано в работах [9,
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10], оба они удовлетворяют предложению 1.4. В первом случае Vo включает продоль­
ные и скалярные моды квантов калибровочного поля, во втором — равно нулю. В сле­
дующем разделе будет подробно рассмотрен второй случай, обсуждение первого см. в 
[10,12,14,15].

2. КВАНТОВЫЕ НЕКОМПАКТНЫЕ СИГМА-МОДЕЛИ

Первоначально появление сигма-моделей было вызвано потребностью постро­
ить феноменологические лагранжианы, описывающие низкоэнергетическую ме- 
зонную физику сильных взаимодействий в докварковую эпоху в начале 60-х гг. 
XX в. [16, 17]. Появление квантовой хромодинамики «не выбросило», однако, их за 
борт современной науки, т. к. в размерности пространства — времени, равной двум, 
они хорошо моделировали именно пертурбативные и непертурбативные хромоди­
намические эффекты: асимптотическую свободу, конфайнмент, инстантонный ва­
куум и др. [18].

В последние 15—20 лет нелинейные сигма-модели также стали возникать в опи­
сании скалярного сектора супергравитации. Причем в реалистических теориях су­
пергравитации (например, SU(8) [19]), которые являются низкоэнергетическим пре­
делом безаномальных теорий суперструн SO(32), EsxEg [20, 21], возникают ст- 
модели некомпактного типа, т. е. модели с некомпактной полупростой группой 
симметрии.

В ряде простых случаев [22, 23] прямым вычислением было показано, что для мо­
делей некомпактного типа имеет место стандартная феноменология нелинейных сиг­
ма-моделей — динамическая генерация масс с асимптотической свободой, что является 
предпосылкой генерации составного калибровочного бозона в супергравитации [24].

В то же время какой-либо общей теории, описывающей а  -модели такого типа, 
нет. Основная трудность в их исследовании — наличие индефинитной метрики в 
квантовом описании [б, 7, 25—27]. В указанных выше работах обычно предлагалась 
проверка унитарности S-матрицы в пространстве H +, содержащем четное число 
состояний с отрицательной нормой в рамках приемлемой теории возмущений. 
Чаще всего в качестве такой теории выступает 1/N -разложение, которое особенно 
хорошо работает для 0(N, 1) и U(N, 1)-типов модели.

В работе [9] показано, что такие случаи — проявление общей закономерности, 
обусловленной наличием дополнительной дискретной симметрии, генерирующей 
оператор суперотбора в соответствующем пространстве квантовых состояний [9, 
12]. Там же был исследован вопрос о специфике спонтанного нарушения симмет­
рии в таких моделях. Настоящий раздел основан на работах [9, 12], а также некото­
рых результатах, полученных в последнее время [28], и развивает систематический 
подход к изучению квантовых некомпактных сигма-моделей.

2.1. ДИСКРЕТНАЯ СИММЕТРИЯ В КВАНТОВЫХ МОДЕЛЯХ 
C НЕКОМПАКТНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ ГРУППОЙ

Рассмотрим лагранжеву плотность

L  = Ц ф /(х) ,ЗцФ,- (*)), (2Л)
которая является знаконеопределенной квадратичной формой, инвариантной от­
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носительно действия некомпактной группы G на мультиплет полей ф = (ф, )/е( • Та­
ким же свойством обладает в этом случае и гамильтониан H модели (2.1). Мульти­
плет полей ф = (ф/(), преобразуется по непрігводймому конечномерному глобаль­

ному представлению U,G :

n :G  -> GL(V) , V = {ф,},е/ , (2.2)

такому, что при ограничении на максимальную компактную подгруппу G C G 1H 
становится вполне приводимым и разбивается на прямую сумму двух неприводи­
мых представлений:

Ti(G) = K1(G) ® u 2(G); V = F1QV2 ,

T1 ={Ф,},е/, ,

V2 = m i£l2, Л +I2 = I ,  (2-3)

где фу — полевые компоненты, входящие с положительными, a Cpj — с отрица­
тельными квадратами в выражение (2.3). Условиям (2.1) — (2.3) удовлетворяют, на­
пример, инвариантные квадратичные формы некомпактных классических групп 
[29, 30].

Пусть g  и g  — алгебра Ли групп G n G  соответственно, и в разложении Kap- 

тана g  относительно g [29] j ö ”4} — генераторы G , |  — генераторы g, а остав­

шиеся генераторы, относящиеся к некомпактной части g1 относительно присоеди­

ненной формы Киллинга, — |ö * | • Тогда для дифференциала du представления п 

соответствующей алгебры Ли g  имеем:

du :g=>  gl(V),  

du = du, ® du 2,

Tt(Qa)V, z  V1, U(Qa)V2 CzV2,

Tt(Qi )Vl CzV2, U(Qi )V2 CzVl ,

Последние четыре соотношения показывают, что генераторы компактной час­
ти разложения Картана сохраняют каждое из подпространств V\{i = 1, 2), а генера­
торы некомпактной части g1 эти подпространства перемешивают. Действие группы 
G в представлении U обычно записывают в инфинитезимальной форме [31, 32]:

O i ( je) - >  O 1i ( je) =  е‘̂ Фі (x ) e~izQ,
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где

е'Е0Ф (хГЕе = Ф(л)+ /е[е,Ф(л)] + ... , 

8ФДх) = /еА[е \Ф ,(х )]  = /БА/АФу .

ле. Переходя к квантовой формулировке обсуждаемых моделей, отметим, что из 
знаконеопределенности гамильтониана H  следует необходимость введения в про­
странство состояний индефинитной метрики.

Рассмотрим важный пример.
1. Некомпактная 0(N, 1) сигма-модель [25—27].
Мультиплет полей (фі, ... , фы, ст) преобразуется по фундаментальному пред­

ставлению группы 0(N, 1). Обозначая через Ф = (фі, ... , фы), гамильтониан для та­
кой модели записываем так:

fo — константа связи, X — лагранжев множитель. Отметим, что поле а  аналогично 
индефинитному гармоническому осциллятору с гамильтонианом:

Существуют два метода квантования таких систем [6, 7].
1. Используется пространство Фока с индефинитной метрикой, в котором дос­

тигается положительная определенность собственных значений оператора энергии. 
Производящий функционал в формализме континуального интеграла будет иметь 
в этом случае следующий вид:

H  =  j [ ( W 2 + № * > ) 2 - ( J 0O ) - ( C l iO) 2 +МФ2 - а 2 +1 / 0)]

N N

(2.4)

Z p ] =  I d q ( I )  expj z  (̂ q ( t } ~  - j z q 2 +
Im q (()

где интегрирование q{t) проводится вдоль мнимой оси от —zoo до І<х> и 
Z = - ( q 2 - q 2)/2.
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2. Во втором методе используется пространство Фока с положительно опреде­
ленной метрикой и отрицательными значениями энергии, а производящий функ­
ционал выглядит так:

Z [ J  ] = I d q ( t ) e x  р
Req(I)

где интеграл берется уже вдоль действительной оси. Знаки перед І& в обоих методах 
выбираются так, чтобы сделать интегралы сходящимися.

Но, как было показано в работе [7], во втором методе (с положительно опреде­
ленным пространством Фока) унитарность в многопетлевых вакуумных амплитудах 
перехода нарушается, и поэтому приемлемым является только первый метод кван­
тования, когда используется пространство состояний с индефинитной метрикой. 
Последняя возникает при каноническом квантовании теории, благодаря наличию 
знаконеопределенного тензора Tj в квадратичной форме Н. Действительно, если

1°) — вакуумное состояние, то для операторов рождения и уничтожения полей

ст, фа имеем:

(0| a' (p)aJ (р'У 10) = 2p°r{J8(p -  p'),

и, следовательно, а  квантуется со знаком минус в перестановочных соотношениях. 
Пространство состояний теории:

H  = H + 0 Н ~ .
Здесь H — гильбертов сектор, содержащий четное число состояний с отрицатель­
ной нормой и произвольное число с положительной, a H — аналогичный сектор, 
но уже с нечетным числом состояний с отрицательной нормой и любым для них 
числом — с положительной. В работах [22, 27] показано, что S-матрица модели (2.4) 
сохраняет H и унитарна в нем. Этот факт доказан для размерности пространства 
Минковского < 4, так как СУ -модели в пространстве — времени большей размерно­
сти пертурбативно неперенормируемы. Поэтому в [27] H названо физическим 
пространством: H 1 = Hphys, и унитарность S-матрицы доказывается для этого про­
странства. Фактически унитарность S-матрицы в H+ есть следствие дополнитель­

ной дискретной симметрии D, сохраняющей H - H  ь0 Ь Г  и имеющей в матрич­

ном представлении вид г] =
О -1

[9]. Приведем вначале общие рассуждения,

касающиеся гамильтониана вида (2.4) и существенно использующие результаты, 
полученные в [9, 12]. Рассмотрим операторы, определенные на пространстве Н. 
Алгебру таких операторов обозначим через H(H) как в [9, 12]. Тогда все основные 
свойства H(H), доказанные в [9, 12], имеют место. В частности:

а) каждый оператор R е H(H) однозначно разлагается в прямую сумму 
R = R 0 + Rh где Rq : H1 —> Hi  , a Ą : Hi  —» Ht ;
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б) всякий эрмитов либо косоэрмитов оператор косодиагонального типа R= R \ 
имеет нулевое среднее значение в любом своем собственном состоянии. Кроме 
этого, всякий оператор такого вида имеет нулевое среднее значение в любом из 
гильбертовых секторов H , H ;

в) алгебра Z(H) снабжена Z2-IpaAynpoBкой и инволюцией D, согласованной с 
этой градуировкой.

Если лагранжиан L сохраняется D, то, очевидно, и 5-матрица D-инвариантна. 
Для нолевых компонент и генераторов группы имеем: фа G Z0(H), фр е A1(H),

Qa е  Z0(H), Qb G Z1(H). Так как каждая из компонент (фа ), (фр)является эрмито­
вым оператором, то таковым является и лагранжиан L, т. е. Le A30(H) . Следователь­
но, 5-матрица унитарна, причем сохраняет каждый из гильбертовых секторов H+, 
H- в силу того, что она D-инвариантна, т. е. 5  G Z0(H ). Таким образом, 
S-матрица — унитарная Spim для квантовой теории, описываемой лагранжианом L.

Применяя приведенные выше рассуждения к рассматриваемому примеру 0(N, 1) 
CT -модели, получаем вывод [9]:

Оператор суперотбора D при действии на глобальные заряды Q x и полевые компоненты 
(фа,а )  совпадает с матричным оператором 7), который сохраняет гсимилътониан Н, S- 
матрицу и приводит, таким образом, к правилу суперотбора в пространстве состояний Н;

Л : Qk -> Л 0Ал; (Ф,а) -> (ф ,-а ); р(Н ) = Н.

Выбор в работах [22, 27] подпространства H+, которое сохраняется 5-матрицей, эк­
вивалентен выбору дополнительного квантового числа +1 — собственного значения 
оператора D = T )  в пространстве Н. Таким образом, унитарность 5-матрицы в сиг­
ма-модели — следствие существования дополнительной дискретной симметрии, 
определяющей правило суперотбора в пространстве состояний теории. Симметрия 
D индуцирована инволюцией Картана алгебры Ли g  при фиксированном вложе­
нии максимальной компактной подалгебры g, однако существование D и все свой­
ства инвариантны относительно этого вложения, т. е. не зависят от него.

Как известно, двумерные сигма-модели обладают рядом замечательных свойств: 
асимптотической свободой, динамической генерацией массы, динамической гене­
рацией калибровочного бозона [7, 22, 25]. Кроме этого, некомпактная нелинейная 
сигма-модель описывает скалярный сектор любой реалистической теории супер­
гравитации, которые в свою очередь являются низкоэнергетическими пределами 
суперструнных теорий. Проверка унитарности 5-матрицы, проведенная в [22, 27], 
справедлива только в рамках теории возмущений (1/N разложения).

В данном разделе приведено доказательство унитарности, справедливое и вне 
рамок теории возмущений. Отметим также, что все приведенные рассркдения 
вполне очевидно справедливы для G -моделей вида 0(N, М) и U(N, М) [34].
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2.2. К ТЕОРЕМЕ ГОЛДСТОУНА В МОДЕЛЯХ 
C НЕКОМПАКТНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ ГРУППОЙ СИММЕТРИИ

В предыдущем параграфе предполагалось, что операторы Q4 (х), фа (.т), фр (л)

«хорошо определены» в пространстве H = H+ Ф H . При этом в случае ненару­
шенной вакуумной симметрии принималось, что

е » = о . (2.5)

Однако при спонтанном нарушении симметрии условие (2.5) перестает выпол­
няться [33, 35]. Спонтанное нарушение симметрии фактически означает, что опе-

следовательно, на всех линейных комбинациях, его содержащих. Если обозначить

U(Q)a =Ker рг\0).

Очевидно, Ker рг\0} = H -  Н® Й- , где Hi  -  Hi  П Kerpr |0) . И для алгебры

ния подразд. 2.1.
В этой ситуации теорема Голдстоуна имеет некоторые особенности, связанные

Она формулируется следующим образом.
Теорема. Пусть в квантовой модели с лагранжианом L  (2.1) и некомпактной

V = {фа } — пространство представления G , натянутое на мультиплет полей, вхо­
дящих в состав L.

а) если симметрия G спонтанно нарушена только в компактной части, то воз­
никают голдстоуны только с положительным знаком нормы;

б) если симметрия спонтанно нарушена только в некомпактной части, то воз­
никают голдстоуны с отрицательной нормой;

в) в случае спонтанного нарушения симметрии как компактной, так и в неком­
пактной части могут возникать голдстоуны с разными знаками нормы.

В работах [9, 12] показано, как приведенный анализ применяется в конкретной 
ситуации в случае спонтанного нарушения симметрии в некомпактной 0(N, 1) 
сигма-модели.

раторы Q4 не определены (или плохо определены) на вакуумном состоянии |о) и,

соответствующую проекцию на вакуумную прямую, то для
U{Q)A области определения оператора Q4 имеем:

операторов H(H) на H , построенной аналогично H(H), справедливы все утвержде­

с тем, что компактные Qp и некомпактные Qb генераторы g действуют по-разному.

группой внутренней симметрии G для некоторого где

Тогда:

2.3. ПЕРЕНОРМИРУЕМОСТЬ И УНИТАРНОСТЬ

Как известно, если некоторая квантовополевая модель обладает симметрией 
непрерывной либо дискретной, то теория считается перенормируемой только то­
гда, когда перенормировка не разрушает исходной симметрии. В противном случае
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появляются различного рода аномалии, о некоторых из них скажем далее. Будем 
рассматривать только некомпактные (!-модели (разд. 1), т. к. именно они охватыва­
ют наиболее широкий класс, практически всех физически интересных случаев.

Прежде всего следует сделать несколько замечаний:
1. Рассматриваются только нелинейные (J-модели, т. к. в линейных сигма- 

моделях, предложенных Гелл-Манном и Леви в 1960 г. [16], появляется член, явно 
нарушающий инвариантность относительно рассмотренной нами в разд. 1 дис­
кретной симметрии D, когда непрерывная группа симметрий G некомпактна.

2. Размерность пространства времени d  всюду < 4, т. к. известно, что в противном 
случае сигма-модель неперенормируема. В большинстве известных случаев d — 2.

Вернемся теперь к началу пункта. В рассматриваемом случае перенормировка 
должна сохранять как непрерывную G-симметрию, так и введенную дискретную 
симметрию D, т. е. появляющиеся в каждом порядке теории возмущений контр­
члены не должны менять общую форму лагранжиана. Предполагается, что перво­
начально теория регуляризована соответствующим образом (например, при помо­
щи размерной регуляризации [36]), и т. к. последняя не затрагивает внутренних 
степеней свободы (т. е. перестановочна с G и D), то является допустимой.

Следует отметить, что сохранение G-симметрии не влечет автоматически со­
хранения D-симметрии, поскольку могут появиться контрчлены «смешанного» ти­
па, содержащие поля из разных по группе H  мультиплетов TCi и Яг (формула (2.3)) и 
явно нарушающих D-инвариантность. Однако несимметричные (неинвариантные) 
контр члены приводят к несимметричным функциям Грина:

ленно следует: G^ содержит нечетное число полей, порождающих отрицательную 
норму, что означает

Таким образом, могут иметь смысл только D-инвариантные контрчлены, коль 
скоро квантование проводится в пространстве с невырожденной индефинитной 
метрикой. Рассуждая чуть-чуть иначе, можно сказать так: поскольку все свободные 
пропагаторы и все взаимодействия инвариантны относительно D-симметрии, рас­
ходимости оказываются симметричными, так что неинвариантные контрчлены не 
требуются. Отсюда совершенно очевидно D-сохранение соответствующих тож­
деств Уорда.

В конкретных вычислениях O(N1Ad) и SU(NtAd) сигма-модели чаще всего рас­
сматриваются в пертурбативном подходе в рамках 7/У-разложения, где Ad берется 
фиксированным (в большем числе случаев M  = 1). Соответствующая теория явля­
ется при этом мультипликативно перенормируемой и, естественно, при этом все 
контрчлены имеют тот же вид, что и члены исходного лагранжиана, но с соответ­
ствующими мультипликативными параметрами ренормгруппы. В таком подходе G-

Ч о ^ ф у , Ы - фТи (S at)I0M 0 I7^  Ы - ф£  и * ) ! 0) .

— соответствующее поле под действием оператора D. Откуда немед-
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инвариантность сохраняется, как известно, специальным подбором ренормгруппо- 
вых параметров, в то время как /^-инвариантность следует автоматически. Таким 
образом, в этом случае нет различия между компактным и некомпактным варианта­
ми. Случай спонтанного нарушения G-симметрии не вносит никаких существен­
ных изменений в рассуждения, что показано в [9, 12].

2.4. ДИНАМИЧЕСКИЙ КАЛИБРОВОЧНЫЙ БОЗОН 
И НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ

Для некомпактной группы G имеет место известное утверждение о том, что не­
линейная G/H сигма-модель калибровочно эквивалентна «линейной» модели с 
Global х //local симметрией. Этот факт, по-видимому, был впервые отмечен для ком­
пактного случая, рассмотренного в работе [37] (см. также [38]), и затем перенесен на 
некомпактный случай [39] в связи с изучением SU(8) супергравитации [19]. Доказа­
тельство этого факта в [24], в принципе, имеет место и в случае некомпактной G. 
Небольшие модификации касаются только замены знакоопределенной метрики на
g (алгебра Ли G) индефинитной метрикой Киллинга X]̂  , унитарного представления 
g(x) группы G конечномерным представлением и соответственно элементов g (X) на 
g \ x ) .

Отметим, что нас будет интересовать в основном случай, когда H  — максималь­
ная компактная подгруппа, т. к. именно он встречается во всех интересных прило­
жениях.

Таким образом, как и в стандартном случае, в некомпактной нелинейной сигма- 
модели динамически появляется калибровочный бозон [24] и возможно по общему 
рецепту получить «низкоэнергетические теоремы», описывающие амплитуды про­
цессов, в которых участвуют голдстоуны. Однако т. к. все голдстоуны согласно со­
ответствующему пункту теоремы подразд. 2.2 появляются только в секторе H-, то 
отсюда немедленно следует утверждение:

Все матричные элементы процессов, содержащие нечетное число голдстоунов,равны нулю.
В остальном все правила вычислений такие же, как и в компактном случае с за­

меной §яЛ на тензор Киллинга Г|а .

2.5. ЗАМЕЧАНИЕ О КИРАЛЬНЫХ АНОМАЛИЯХ 
В НЕКОМПАКТНЫХ СИГМА-МОДЕЛЯХ

К настоящему моменту квантовые аномалии в нелинейных сигма-моделях дос­
таточно хорошо изучены. Всплеск публикаций на эту тему пришелся на 1984— 
1985 гг. [40^12]. В это время были получены достаточные условия как отсутствия, 
так и сокращения киральных аномалий в нелинейных сигма-моделях В работах 
[43—47] был подведен окончательный итог изучению киральных аномалий в сигма- 
моделях. Однако речь всюду шла о случае компактной сигма-модели. В [28] авторы 
получили следующий необходимый критерий отсутствия аномалий в квантовых 
некомпактных сигма-моделях: для того чтобы некомпактная GjH  сигма-модель,
где H — максимальная компактная подгруппа группы G , не имела киральных ано­
малий, необходимо, чтобы соответствующее представление группы H  в простран­
стве фермионов было приводимым, вещественным и поднимающимся до группы
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G , либо группа H  была с самого начала безаномальна. Другими словами, основное 
отличие от общего случая — это приводимость соответствующего игрального 
представления.

Отсюда следует, что фундаментальные представления комплексных полупро- 
стых групп не годятся, поскольку остаются неприводимыми при ограничении на 
свою вещественную форму (следовательно, на максимальную компактную под­
группу). И, наоборот, хорошо известные примеры некомпактных [7, 43, 44], сигма- 
моделей SOQj, q)/SO(p)xSO(q) и SUQj,q)/SUQj)xSU(q)x U( I ) являются подтвержде­
нием этого результата, т. к. представления SOQj)xSO(q) и SUQ))xSU(q)x U( I ) пол­
ностью удовлетворяют всем перечисленным требованиям.

Представление волновой функции Вселенной (ВФВ) vB возникло сразу же по­
сле того, как Б. ДеВитт в [48] и Д. А. Уилер в [49] независимо друг от друга предло­
жили каноническое квантование гравитации. В таком подходе vB должна удовле­
творять аналогу уравнения Шредингера для квантовой механики — уравнению Уи­
лера — ДеВитта:

где используемые обозначения соответствуют указанным в работе [48]. В частности,

ется соответствующая квантовая теория; h — ее детерминант; R — соответствующая 
ей скалярная кривизна; Зудо — метрика суперпространства всех метрик на границе; 
Я — космологическая постоянная ; G — гравитационная постоянная Ньютона; Too — 
нулевая компонента тензора энергии-импульса полей материи ср .

Из уравнения (3.1) следует, однако, что vB='B[/ry,(p] не зависит от времени, и это 
порождает проблему вероятностной интерпретации теории.

Существует два основных подхода к решению этой проблемы. Первый из них 
приводит к описанию ВФВ в виде функционального интеграла в эвклидовом ре­
жиме, т. е. по положительно определенным метрикам и выражению для соответ- 
свующей плотности вероятности dP в тех же терминах [50]. Второй подход восхо­
дит к оригинальной работе ДеВитта [48] и выражает dP через сохраняющийся ток 
Клейна — Гордона , так как уравнение (3.1) — многомерный аналог уравнения Клей­
на — Г ордона с переменной массой, т. е.

3. УНИТАРНОСТЬ В КВАНТОВОЙ космологии

(3.1)

hij — 3-метрика на границе ĆM 4-мерного многообразия М, на котором рассматрива-

dP=Jad'L'a > (3.2)

(3.2а)

где

(3.26)
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и функция комплексно-сопряженная vF; — 4-метрика на М, которая при ог­
раничении на дМ совпадает с hy, Va-  соответствующая ковариантная производная; 
Ja в формуле (3.2а) — соответствующий ток Клейна — Гордона; (TLa — элемент 3- 
мерной поверхности. При этом сохранение вероятности dP гарантируется сохра­
нением тока J a. Оба варианта решения имеют свои трудности. Основная трудность 
первого из них заключается в следующем: хотя плотность вероятности dP является 
положительно-определенной величиной, интеграл от этой величины расходится, 
так что саму вероятность P нельзя нормировать [51]. Во втором подходе указанная 
трудность исчезает, однако возникает новая — возможность появления отрицатель­
ных вероятностей, что, как известно, является характерной чертой уравнения Клей­
на—Гордона Действительно, как видно из (3.2—3.26), ток Клейна — Гордона, а следо­
вательно, и плотность вероятности dP изменяют знак при переходе от функции vF 
к комплексно-сопряженной функции vF*. Таким образом, второй подход порожда­
ет индефинитную метрику. Следует отметить, что на данном этапе проблема воз­
никает главным образом тогда, когда имеет место полуклассическая аппроксимация 
[52—54], так как пока именно в этом случае физические величины являются вычис­
лимыми. В работе [56] с помощью критерия, полученного в [55, 57], показано, что 
если ВФВ vF -  функция туннельного типа, то vF «эволюционирует» унитарно в ка­
ждом из гильбертовых секторов H +grav и H grav, а само разложение

Фундаментальные успехи, достигнутые за последние 20 лет в физике твердого 
тела и нелинейной оптике, позволили говорить о принципиально новом способе 
хранения информации, когда ее бит представляет собой не электрический сигнал, а 
квантовое состояние некоторой системы, приготовленное и контролируемое с дос­
таточной степенью точности. Возникшая вслед за этим идея преобразования такой 
квантовой информации путем интерференции состояний, управляемой внешними 
параметрами, делает возможной реализацию основных логических элементов с 
помощью квантовых объектов. Так, в 80-х гг. в работах Фейнмана и Дойча [58, 59] 
возникла идея квантового компьютера, в фундамент которой легли основные поня­
тия квантовой механики: квантовое состояние как бит информации и унитарные 
операторы на пространстве состояний как вычисления.

И хотя высказанные в этих работах идеи и по сей день далеки от практической 
реализации, рост числа публикаций по этой тематике за последние десять лет при­
нял экспоненциальный характер. Были, в частности, предложены различные спо­
собы реализации квантовых вычислений (см., например, [60] в качестве обзора). 
Недавно в работах [61, 62] была предложена модель голономного квантового ком­
пьютера (ГК), в которой квантовые вычисления реализуются неабелевой [63] фазой 
Берри [64]. Соответствующее унитарное преобразование возникает при цикличе­
ском адиабатическом изменении параметров вырожденной параметрической кван-

(3.3)

можно выбрать каноническим.

4. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФАЗА И КВАНТОВЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
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товой системы и смешивает собственные состояния одного и того же вырожденно­
го уровня энергии. Эти преобразования имеют вид

а ф,10 , составляющие вместе вектор фя , — собственные состояния параметрической 

системы с гамильтонианом H(X) , управляемой N  внешними параметрами Xv ,

кратностью S11 (т. е. а = 1,...,$„). Интеграл в (4.2) берется по замкнутой кривой с  ,

денные преобразования имели смысл квантовых вычислений, нужно контролиро­
вать их с помощью внешних параметров в любой момент времени. Для этого в 
свою очередь необходимо знать «потенциал» Av (его иногда называют потенциа­

лом Вильчека — Зи) как функцию , поэтому актуальной задачей является уста­
новление такой зависимости для достаточно широкого класса систем.

Несмотря на то что в работах [61, 62] был сделан ряд шагов в указанном на­
правлении, универсальный метод вычисления Av до сих пор отсутствует, поэтому
цель данной работы — предложить метод вычисления потенциала Вильчека — Зи для 
конечноуровневых систем с постоянным спектром и произвольным вырождением.

Рассмотрим систему с N адиабатически меняющимися параметрами А,ц(?) и га­

мильтонианом H(X) . Согласно адиабатической теореме выполняется квазиста- 
ционарное уравнение Шредингера

Потенциал Av есть, вообще говоря, некоторая Sj х Sj -матрица. Рассмотрим
вначале случай полного отсутствия вырождения, когда S1 = I . В этом случае фор­
мулы (4.1) и (4.2) упрощаются и принимают вид

Ф„(Г) = г7(С)ф„(0),

где U(C) — P -упорядоченная экспонента,

(4.1)

( \

U(C) = Pexp i<ĄAv (X)Cini , A v = i (ф„* | ) ,  (4.2)
V с

X = (X],...,Xn ) , соответствующие энергетическому уровню En, вырожденному с

описываемой вектором Я в пространстве параметров, т. е. X(T) = Я(0) . Чтобы вве­

H(X) ф,-а = Ej ф;а , i = 1,...,«; а = .

Спектр предполагаем стационарным, т. е.

H(X(t)) = U(X(I))H(O)U+(X(t)).

(4.3)

(4.4)

Фт ( Г )  = ехр(/у„,(С))ф,,,(0), Y111(C) = cjA^'"^(X) d X \ (4.5)
с

где

(4.6)
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Для сокращения записи будем писать вместо |фш) . Обозначим через
H1 матрицу, получающуюся из гамильтониана вычеркиванием последних строки и 
столбца, и предположим, что '

det (H1 - E m)^O,  0 <1<Т.  (4.7)

Тогда нормированный вектор состояния можно представить в виде

т = (5„„ О
(1+1II, 1)1/2'

Выражая Ltm из уравнения на собственные значения, имеем

Im = (H 1 - E m)-' h, Hi = - H in. 

Замечая, что потенциал (4.6) можно представить в виде

(4.8)

(4.9)

\ = -  ( m V  ̂ rh -  InVilIn*),

окончательно получаем

7 Ł V Ł -E  V £. _  I Ьт т цЪ/я Ъ/w т Ji4Dw
( 1 + |L |2)1/2

(4.10)

Нетрудно проверить, что в частном случае спина j  в магнитном поле, когда
гамильтониан является трехдиагональной матрицей H = H(S)0BJ , фаза Берри, соот­
ветствующая проекции спина т, равна

Y w (C) = mfi(C),

где Q(C) — телесный угол, под которым виден из начала координат конфигура­
ционного пространства контур С, описываемый вектором В . Таким образом, из 
формулы (4.10) как частный случай следует хорошо известный результат, представ­
ленный в работе [64].

Вернемся к общему случаю вырожденной системы. Обозначим через //^м ат­
рицу, полученную из H  вычеркиванием Sm последних строк и столбцов. Не нару­
шая общности, предположим справедливость условия (4.7) для вновь введенной 
матрицы H1 . Обозначим Sm собственных векторов, относящихся к энергии Em ,
через \ та, а = l,...,sm . Из уравнения на собственные значения получаем

I ma= (H1 - E m)^hca, (4.11)

где Ca — произвольные векторы размерности Sm , которые могут быть выбраны ор- 
тонормированными, a h — (п — Sm ) х Sm -матрица:
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«о*I£: H\>„-sm+2 ■ H 1,, '

h = - H 2, + 1 H2, п-s,,,+2 H 2, п

IJU 1 n-sm,n-sm+\ Hn-sm, n-sm+ 2
T T• п  H - S n i ,  H у

После ортогонализации Lima получаем ортонормированный базис собственно­
го подпространства Н, соответствующего энергии Em (для упрощения записи ин­
декс т опущен):

1
я det Г

=
а-1

а- 1(ЦЦ {l.\h) (L|Ł-i)а У

где хь = (£,*, сь), а

(N
tiJLT

tiJLP

Ta -

(N i + (I2112) . (Ш
ч (М̂ 1) Ш ■

(4.12)

(4.13)

Здесь (п — sm) X а -матрица Za состоит из первых а столбцов (п — sm)x sm -матрицы
Z = (Н± — Em) 1 h . Воспользовавшись выражениями (4.2) и (4.12), получаем окон­
чательное выражение для потенциала Вильчека — Зи в виде матричнозначной 
1-формы:

A=-
güb (і ;4 - 4 £ - ) + 2 COafc 

2 det (l + Z„_,Ze_,) det (! + Z^1Z6-.)
, 1 < i < a; 1 < j  < b , (4.14)

где производится суммирование no i , j  в указанных выше пределах, а величины 

g'ab’ mab определяются формулами

8аЬ=Г'аТЬ> C0e i = ( ly |r f ( lm « 2 i)^ )+  £  gab- (4Л5)

Здесь F1a — алгебраическое дополнение L1- в Fa . Заметим, что замена базиса 
Ca = U ab(X) Cb индуцирует калибровочное преобразование

A =UAU+ + i ( d U ) U \

как того и следовало ожидать.
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Таким образом, формулы (4.14) и (4.15) дают решение задачи нахождения по­
тенциала Вильчека — Зи для конечноуровневой системы с произвольным вырожде­
нием и постоянным во времени спектром с единственным ограничением, наклады­
ваемым на контур C условием (4.7).
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