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УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ВОЗНИКАЮЩИЕ В МОДЕЛИ КОКСА-ИНГЕРСОЛЛА-РОССА 

В. В. Киевич, А. К. Хмызов 
В последнее десятилетие развитие стохастического анализа ускоряет-

ся в связи с его активным применением в области финансовой математи-
ки. Для успешной работы на финансовом рынке, кроме опыта, необхо-
димо обладать соответствующими знаниями, чтобы принимать обосно-
ванные решения. Импульсом для активного применения стохастической 
теории в финансовой математике стало появление в 1973 году работ 
Майрона Шоулса и Фишера Блэка по вопросам определения цен финан-
совых инструментов.  
Рыночные цены являются одними из важнейших характеристик фи-

нансовых активов, доступных для анализа всем участникам рынка. Ди-
намика рыночных цен, вообще говоря, имеет случайный характер, что 
приводит к неопределенности последствий принимаемых финансовых 
решений. Для уменьшения риска, связанного с возможными финансовы-
ми потерями, необходимы математические модели, которые описывают 
соответствующие процессы. 
Большинство моделей рынка ценных бумаг описывается стохастиче-

скими дифференциальными уравнениями. Целью работы являлось нахо-
ждение динамики поведения цены облигации, при условии, что кратко-
срочная процентная описывается стохастическим уравнением известным 
как модель Кокса Ингерсолла Росса. Напомним некоторые основные по-
нятия. 
Облигация � долговое обязательство на фиксированную сумму денег, 

которая должна быть доставлена в заданную дату в будущем. Они вы-
пускаются государством, банками, корпорациями, с целью аккумулиро-
вания капитала. Каждую облигацию в начальный момент времени харак-
теризуют следующие параметры: 

• момент погашения. 
• номинальная стоимость � сумма, выплачиваемая обладателю в 

момент погашения. 
• текущая (краткосрочная) процентная ставка. 
В этом работе мы рассматриваем дисконтированные облигации, т.е. 

облигации с единичной стоимостью погашения. Пусть ( , )P t T  обозна-
чает цену, наблюдаемую в момент времени ,t t T≤ , дисконтированной 
облигации, погашаемой в момент времени T , с единичной стоимостью 
погашения  
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 ( , ) 1P T T = . 
Доходность до погашения ( , )y t T  является внутренней нормой отда-

чи в момент времени t  на облигацию с датой погашения T : 

 
1( , ) ln ( , ) ,   y t T P t T t T

T t
= − <

−
 

Определим краткосрочную процентную ставку ( )r t  как мгновенную 
спот-ставку (или ставку непрерывного конвертирования банковского 
счета): 
 

0
( ) ( , ) lim ( , )r t y t t y t t

τ
τ

→
= = + . 

Предполагаем, что процентная ставка � марковский процесс, т.е. бу-
дущее развитие краткосрочной процентной ставки определяется ее на-
стоящей стоимостью и не зависит от прошлого поведения, которое при-
вело ее к настоящему значению. 
Эмпирические исследования показывают, что одним из наилучших 

приближений поведения краткосрочной процентной ставки ( )r t , являет-
ся модель Кокса-Ингерсолла-Росса [1], согласно которой ( )r t � решение 
следующего уравнения: 

 
3

2( ) ( ( )) ( )dr t r t dW tβ= , 
где параметр β ∈ ! , ( )W t  � стандартный винеровский процесс. 
Так как ( )r t  � марковский процесс, ( , )P t T  можно представить в ви-

де неслучайной функции ( , , )G t r T , вычисленной в , ( ) ,t r t T , то есть 
 ( , ) ( , ( ), )P t T G t r t T= . 
В силу того, что на рынке отсутствует возможность арбитража, из об-

щей теории финансовой математики [2] можно записать уравнение в ча-
стных производных, которому удовлетворяет неизвестная функция 

( , , )G t r T : 

 2 31( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) 0 .
2 rr trG t r T G t r T r G t r Tβ− + + =   (1) 

Из экономических соображений на функцию ( , , )G t r T  следует нало-
жить следующие условия: 

 
( , , ) 1
( , , ) 0
( , , )  ограниченная функция

G T r T
G t r T
G t r T

=
 ≥
 −

 (2) 
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Чтобы решить уравнение (1), произведем следующую замену 
 ( , ) (( ) )G r t f t T r= − . 
Тогда уравнение (1) приобретет вид 

 2 21 (( ) ) ''(( ) ) '(( ) ) (( ) ) 0
2

t T r f t T r f t T r f t T rβ − − + − − − = . (3) 

Положим ( )t T r a− = . Тогда уравнение (3) можно переписать в виде: 

 2 21 ( ) ''( ) '( ) ( ) 0
2

a f a f a f aβ + − = .  (4) 

Заметим, что т.к. t T≤ , то 0a ≤ . 
Условия (2) перейдут в следующие условия 

 

(0) 1
( ) 0
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Общее решение уравнения (4) имеет следующий вид: 
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где ( )1 1
0

( ), , ,
( ) !

k
k

k k

u zF u v z
v k

∞

=

= ∑  � вырожденная гипергеометрическая функ-

ция, здесь ( ) ( 1) ( 1).ku u u u k= + + −K  

Так как 
281 0β

β
+

− < , то при a →−∞ по свойствам ( )1 1 , ,F u v z  (см., 

напр., [3]) получим 

 
28 2 2

2
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β β β

+ + + +
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поэтому, чтобы решение ( )f a  было ограниченным, полагаем 
[2] 0C = .Тогда решение приобретет вид: 

 
2 2 28 8 8 2 2
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Обозначив 
28v β

β
+

=  решение можно преобразовать к виду: 

 
12 2

2
1 1

1 1 1( ) ( ) [1] [ ( 1),1 , ]
4 2 4

vv vf a C F v v
a a

−− −
= ⋅ ⋅ − + . (4) 

Значение константы [1]C  можно найти из условия (0) 1f = . 

 
12 2

2
1 10

1 1 11 [1] lim [( ) [ ,1 , ]]
4 2 4

v

a

v v vC F v
a a

−

→ −

− − −
= ⋅ ⋅ + .  (5) 

В силу того, что при 0a → − , получаем 
2 1
4

v
a
−

→ −∞ . Воспользуемся 

асимптотическим представлением вырожденной гипергеометрической 
функции 1 1( , , )F a b z  при z → ∞ , которое имеет следующий вид (см., 
напр., [3]): 

 1 1
( ) 1 ( ) 1( , , ) ( ) [1 ( )] [1 ( )]

( ) ( )
a z a bГ b Г bF a b z z O e z O

Г b a z Г a z
− −= − + + +

−
, 

где ( )Г a  � гамма функция. 

Использовав его в (5) получим, что 
1( )

2[1] (1 )

vГ
C Г v

+

= + . 

Подставляем [1]C  в (4) и окончательно получаем, что решение (1) с 
условиями (2) имеет вид: 
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Таким образом, ( , ) ( , ( ), )P t T G t r t T=  и цена, при сделанных в работе 
предположениях о финансовом рынке имеет вид 

 

1
2 22

1 1
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ДВУХКРИТЕРИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА СРАВНЕНИЯ 
СТРУКТУР БЕЛКОВ 

Т. В. Кирис 
Все биологические процессы осуществляются при непременном уча-

стии белков. Белок состоит из линейной полипептидной цепи, которую 
можно изобразить линейной последовательностью аминокислотных ос-
татков. Вторичной структурой белка называют пространственное распо-
ложение атомов главной цепи молекулы на отдельных ее участках. К ос-
новным регулярным вторичным структурам относятся α-спирали и β-
складки (рис. 1, б). Третичной структурой называют распределение в 
пространстве всех атомов белковой молекулы (рис. 1, а).  
Несмотря на наличие различных алгоритмов [1-4] сравнения белков, 

остается открытым вопрос об определении лучшего сравнения, так как 
нет корректного стандартного сравнения. 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Пусть два белка представлены координатами Сα-атомов в пространст-

ве и известны их элементы вторичной структуры. Задача состоит в нахо-
ждении евклидова совмещения белков как множеств точек в пространст-
ве, которое минимизирует среднеквадратичное отклонение. Первичная 
структура белка при этом не учитывается. 
Предлагаемый в докладе алгоритм IPA состоит из двух шагов. На пер-

вом шаге находятся начальные приближения на основе элементов вто-
ричной структуре, которые улучшаются на втором шаге с помощью ал-
горитма поиска ближайшей точки (FICP)[5]. Алгоритм поиска ближай-
шей точки состоит из трех шагов: каждой точке из одного множества 
ставят в соответствие ближайшую точку из другого множества; вычис-
ляют движение, минимизирующее среднеквадратичное отклонение; 
применяют это движение к первому множеству. Эти три шага повторя-
ются. В зависимости от преследуемых целей, результатом может быть не 
одно, а несколько совмещений белков. 
Процедура повторяется для различных начальных приближений. Далее 

формируется множество решений, более предпочтительных относительно 
среднеквадратичного отклонения и количества совмещенных точек. 
Данный алгоритм был реализован на С++ с использованием про-

граммного пакета MATLAB под управлением Windows. 


