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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ МАЗУРКЕВИЧА-МУРА 
З. Н. Силаева 

Будем рассматривать упорядоченные метрические пространства, база 
топологии которых � множество всех интервалов. (Понятие упорядочен-
ного множества, интервала в упорядоченном множестве см. [1]). 
Определение. Пусть X, Y � упорядоченные метрические пространства. 

Отображение YXf →:  называется изотонным отображением, если для 
любых 'aa <  ( Xaa ∈', ) выполняется )'()( afaf < .  
Определение. Наименьшим (наибольшим) элементом в упорядочен-

ном множестве X называется элемент 0x , такой что для всех Xx∈  вы-
полняется 0xx ≥  (соответственно, 0xx ≤ ). 
Ясно, что наименьший (наибольший) элемент единственен. 
Лемма. В упорядоченном метрическом компакте X существуют наи-

больший и наименьший элементы. 
Предложение 1. Пусть X, Y � линейно упорядоченные метрические 

компакты, в которых любой интервал непуст. Тогда для любых счетных 
всюду плотных множеств XA⊂ , YB ⊂  таких, что A и B не содержат 
наибольшего и наименьшего элементов компактов X и Y, существует би-
екция BAf →: , сохраняющая порядок. 
Доказательство. Занумеруем элементы множеств A и B каким-либо 

образом: },,,,{ 21 KK naaaA = , },,,,{ 21 KK nbbbB = . 
Шаг 1. Элементу Aa ∈1  поставим в соответствие Bb ∈1 . Из X образу-

ем два компакта: }|{ 1
)1(

1 axXx ≤∈=∆  и }|{ 1
)1(

2 axXx ≥∈=∆ , из Y образу-

ем компакты }|{ 1
)1(

1 byYy ≤∈=δ  и }|{ 1
)1(

2 byYy ≥∈=δ . Т.к. множество A 
не содержит наибольшего и наименьшего элементов компакта X, а мно-
жество B не содержит наибольшего и наименьшего элементов компакта 
Y, то каждый из компактов )1(

i∆ , )1(
iδ  ( 2,1=i ) состоит более чем из одной 

точки. Точки 1a , 1b  будем называть выбранными, остальные точки мно-

жества BA∪  � невыбранными. )1(
i∆  и )1(

iδ  ( 2,1=i ) назовем соответст-
вующими компактами 1-го ранга. 
Шаг 2. Точке Bb ∈2  поставим в соответствие невыбранную точку 

Aai ∈2  так, чтобы точки 2b  и 2ia  принадлежали соответствующим ком-
пактам первого ранга. Элементы 1a , 2ia  образуют разбиение X на ком-

пакты )2(
i∆ , элементы 1b , 2b  � разбиение Y на компакты )2(

iδ  ( 3,1=i ). Бу-

дем называть )2(
i∆  и )2(

iδ  ( 3,1=i ) соответствующими компактами 2-го 
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ранга, а точки 2ia  и 2b � выбранными. Каждый из компактов второго 
ранга состоит при этом более чем из одной точки. 
Шаг 3. Пусть точка 2a  � невыбранная. Поставим ей в соответствие 

невыбранную точку Bbi ∈3  так, чтобы 2a  и 3ib  принадлежали соответст-
вующим компактам второго ранга. Из X по аналогии с предыдущим ша-
гом построим компакты )3(

i∆ , из Y � )3(
iδ  ( 4,1=i ) � компакты 3-го ранга, 

каждый из которых состоит более чем из одной точки. Точки 2a , 3ib  бу-
дем теперь считать выбранными. 
Если после второго шага точка 2a  оказалась уже выбранной, то вме-

сто 2a  на третьем шаге возьмём невыбранную точку множества A с наи-
меньшим индексом. Теперь ясно, как продолжить процесс построений. 
В результате получим отображение BAf →: . Для любого Ni∈  ia  и 

ib  будут выбраны либо по порядку следования индексов, либо путём со-
ответствия. Отображение f является взаимно-однозначным и изотонным 
в силу способа построения. 
Предложение 2. Пусть X � упорядоченный метрический компакт, лю-

бой интервал которого непуст. Тогда X гомеоморфен отрезку I=[0,1]. 
Доказательство. Компакт X является сепарабельным множеством. 

Значит, существует XA⊂ , A � счётное всюду плотное множество, не 
содержащее наибольшего и наименьшего элементов компакта X. Множе-
ство }1,0{\QB =  � счётное всюду плотное множество отрезка I. По пред-
ложению 1, существует BAf →:  � изотонная биекция. Построим на ос-
нове f гомеоморфизм IXf →:� . 
Т.к. A � всюду плотное в X множество, то для любого Xx∈  сущест-

вует последовательность Aai ⊂}{ , такая что KK <<<< naaa 21  и 
ii ax ∞→= lim . Тогда KK <<<< )()()( 21 nafafaf  и т.к. Iaf i ⊂)}({  (I � 

компакт), то Iraf ii ∈=∞→ )(lim . Будем полагать точку r образом точки 
x при отображении f� . Докажем, что f�  корректно определено. 
Лемма. Для другой возрастающей последовательности }{ ib  элементов 

множества A, такой что ii bx ∞→= lim , следует, что rbf ii =∞→ )(lim . 
Доказательство. Пусть ')(lim rbf ii =∞→ . Проверим, что 'rr = . 
Выберем произвольно }{

1 in aa ∈ . Для ),(
11 xanρ=δ  существует Nn ∈2  

такое, что )(
12

xUbn δ∈ , поэтому 
12 nn ab > . Для ),(

22 xbnρ=δ  существует 
Nn ∈3  такое, что )(

23
xUan δ∈ , поэтому 

23 nn ba > . Т.к. f изотонно, 
)()()(

321 nnn afbfaf << . Поскольку raf n <)(
3

, то rbf n <)(
2

. Переходя 
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к пределу при ∞→2n , получаем rr ≤' . Т.к. ')(
2

rbf n < , то ')(
1

raf n < . 
Переходя к пределу при ∞→1n , получаем 'rr ≤ . Следовательно, 'rr = . 
Нетрудно доказать, что f�  � изотонная биекция, а также что изотонная 

биекция компактов является непрерывным отображением. Отсюда сле-
дует, что X гомеоморфно I. Предложение 2 доказано. 
Теорема Мазуркевича-Мура [2]. Для любых двух различных точек x 

и y связного, локально связного полного пространства X существует 
вложение XIh →:  единичного интервала в пространство X такое, что 

xh =)0( , yh =)1( . 
Докажем более общую теорему. 
Теорема. Пусть X � метрическое пространство, XIf →:  � непре-

рывное отображение, такое что )1()0( ff ≠ . Тогда существует вложение 
XIi →: , такое что )0()0( fi = , )1()1( fi = . 

Предварительно докажем лемму. 
Лемма. Существуют I∈αα 21, , такие что 21 α≤α , )()( 21 α=α ff  и 

разность 12 α−α  максимальна. 
Доказательство. На множестве 2

212121 )}()(,|),{( Iff ⊂α=αα≤ααα  
функция 1221 ),( α−α=ααϕ  достигает своего наибольшего значения, т.к. 
рассматриваемое подмножество компакта 2I  замкнуто, следовательно, 
само является компактом, а функция ),( 21 ααϕ  непрерывна на 2I . 
Доказательство теоремы. Будем называть I отрезком нулевого ранга. 

Найдём I∈αα 21, , удовлетворяющие лемме. 
При 21 α=α  заключаем, что на I нет точек 21,αα  таких, что 21 α<α  и 

)()( 21 α=α ff , поэтому исходно f � вложение. При 21 α<α  удалим из I 
интервал ),( 21 αα , называемый интервалом 1-го ранга, и получим сумму 
отрезков 10 ∆∪∆ , которые будем называть отрезками 1-го ранга. 
С каждым из отрезков 0∆  и 1∆  поступим так же, как с отрезком I. 

Сначала найдём 021, ∆∈αα , удовлетворяющие лемме. При 21 α=α  дела-
ем вывод, что 

0
| ∆Intf  � вложение и 0∆  теперь считаем отрезком 2-го 

ранга, а интервалом 2-го ранга � пустой интервал. При 21 α<α  удалим из 
0∆  интервал ),( 21 αα  (интервал 2-го ранга) и получим объединение от-

резков 0100 ∆∪∆  2-го ранга. Аналогично для 1∆ : либо убеждаемся, что 

1
| ∆Intf  � вложение и 1∆  считаем отрезком 2-го ранга, а интервалом 2-го 

ранга пустой интервал, либо получаем из 1∆  объединение отрезков 
1110 ∆∪∆  2-го ранга, удаляя из него непустой интервал 2-го ранга. 
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Если в результате выполнения второго шага образовались непустые 
интервалы 2-го ранга, то продолжаем процесс, обрабатывая каждый из 
полученных отрезков описанным способом. Процесс построений либо 
будет продолжаться безгранично, либо прекратится, когда все интервалы 
k-го ранга окажутся пустыми множествами. 
Пусть nC  � сумма всех отрезков n-го ранга. Это замкнутое множество, 

дополнение к которому в I состоит из всех интервалов ранга n≤ . Поэто-
му In nCC =  � замкнутое множество, дополнение которого есть сумма 
всех интервалов всевозможных рангов. Множество C � компакт, как 
замкнутое подмножество компакта I. Из способа построения следует 
Лемма. Для любых Ccc ∈21,  условие )()( 21 cfcf =  выполняется то-

гда и только тогда, когда между 1c  и 2c  нет точек множества C. 
Элементы Cba ∈,  назовем эквивалентными (a∼b), если между a и b 

нет точек C. Введем на фактормножестве C/∼ фактортопологию. Нетруд-
но доказать, что пространство C/∼ хаусдорфово. Факторотображение p 
компакта C на факторпространство C/∼ является непрерывным. Так как 
C компактно, а C/∼ хаусдорфово, то C/∼ компактно и поэтому p замкну-
то. Из замкнутости p следует, что многозначное отображение p-1 полуне-
прерывно сверху [3,4]. Рассмотрим композицию g= 1−pf o , которая яв-
ляется однозначным отображением, т.к. для любого x из C/∼, p-1(x) � либо 
одна точка, либо 2 точки Ccc ∈21, , такие что )()( 21 cfcf = . Так как p-1 
полунепрерывно сверху, то g непрерывно. Докажем, что 1−pf o  инъек-
тивно. Для любых ][],[ 21 xx ∈(C/∼) из ][][ 21 xx ≠  следует, что x1 и x2 не 
эквивалентны, поэтому между x1 и x2 есть точки из C, значит 

)()( 21 xfxf ≠  и ]))([(]))([( 2
1

1
1 xpfxpf −− ≠ .  

Итак, 1−pf o  � вложение C/∼ в X. Но C/∼ � упорядоченный метриче-
ский компакт, не содержащий пустых интервалов (они ликвидировались 
после факторизации C). По предложению 2 множество C гомеоморфно I. 
Тогда ))(()( 1 xpfxi −=  � искомое вложение множества I во множество X. 
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