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ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА  

СОСТАВНОГО ТИПА 
О. А. Конопелько 

ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время разработана достаточно полная теория корректно 

поставленных задач для уравнений гиперболического, эллиптического и 
параболического типов. Между тем в приложениях возникают задачи для 
уравнений, не принадлежащих ни к одному из вышеперечисленных ти-
пов. 
Уравнением составного типа будем называть уравнение с оператором, 

характеристический многочлен которого имеет как действительные, так 
и комплекснозначные характеристики. Впервые уравнения такого типа 
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, где ∆  � оператор Лапласа, были рассмотрены 

Ж. Адамаром (J. Hadamard) в [1] и [2]. Уравнения составного типа рас-
сматривались также О. Сестрандом (O. Sjöstrand) [3], Л. Каттабриджа (L. 
Cattabriga) [4], Р. Девисом (R. B. Davis) [5], В. И. Корзюком и В. В. Дай-
няком [6�8] и др. 
В данной работе доказывается корректность граничной задачи для 

уравнения четвертого порядка составного типа. 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим область Ω×= ),0( TQ , nR⊂Ω  )1( +n -мерного евклидова 
пространства 1+nR  независимых переменных ),( xt , ),0( Tt∈ , 

Ω∈= ),...,( 1 nxxx . Для функции Rxtuxtu ∈→ ),(),(:  рассмотрим ли-
нейное дифференциальное уравнение четвертого порядка с оператором 
составного типа 
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iα , ni ,0=  � целые неотрицательные числа, 
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)()( xa α , )(xf  � заданные в Q  функции. 
На границе Q∂  области Q  заданы граничные условия вида: 
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где Rxx ∈→ )(: ϕϕ  � произвольная функция из гильбертова простран-
ства Соболева )(3 ΩH , }0|),{( TtQxt <<∂∈=Γ  � боковая поверхность 
области Q , )),(),...,,(),,(( 10 xtxtxt nνννν =  � единичная внешняя относи-
тельно области Q  нормаль в точке Γ∈),( xt . 
Запишем задачу (1)�(3) в операторном виде: 

Lu=F,(4) 
где оператор L ),( 0lL= , правая часть операторного уравнения (4) 
F ),( ϕf= . В качестве области определения D(L) оператора L возьмем 
множество непрерывно дифференцируемых в замыкании Q  области Q  
до четвертого порядка включительно функций, которые удовлетворяют 
граничным условиям (3), т.е. 
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Обозначим через B  банахово пространство, получаемое замыканием 
множества D(L) по норме 
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где )(2
|||| QL⋅  � норма пространства )(2 QL  квадратично суммируемых 

функций, заданных в области Q . 
Обозначим через H  гильбертово пространство правых частей опера-

торного уравнения (4), т.е. )()( 3
2 Ω×= HQLH , )(3 ΩH  � гильбертово 

пространство Соболева, т.е. пространство функций, заданных в области 
Q , квадратично суммируемых и имеющих квадратично суммируемые 
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обобщенные производные до третьего порядка включительно в области 
Q , ||F
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Далее уравнение (4) рассматриваем в пределах только что введенных 
пространств B  и H , оператор L →u: L Hu∈ . 
Можно показать, что для доказательства корректности задачи (1)�(3) 

(операторного уравнения (4)), т.е. существования и единственности 
сильного решения и его непрерывной зависимости от данных, необходи-
мо доказать энергетическое неравенство для оператора L, замыкаемость 
оператора L и плотность множества значений R(L) в пространстве H . 
Верна следующая теорема. 
Теорема 1 (энергетическое неравенство). Для оператора L опера-

торного уравнения (4) в области Q справедливо энергетическое неравен-
ство, т.е. 
 |||||| cu B≤ L Hu || , (5) 

(Du∈∀ L), где c  � некоторая положительная постоянная, не завися-
щая от u . 
Лемма 1. Оператор L операторного уравнения (4), как оператор из B  

в H , допускает замыкание. 
Лемма 2. Пусть коэффициенты )()( xa α  уравнения (1) непрерывны в 

Q . Если для некоторого элемента )(2 QLv∈  выполняется равенство 
0),( )(

)0(
2

=QLvuL  для любого ()0(Du∈ L), где 

()0(D L ({) Du∈= L }0|) 0 =ul , то 0=v  по норме пространства )(2 QL . 
Доказательство леммы 2 является наряду с энергетическим неравенст-

вом одним из важных этапов доказательства корректности исходной за-
дачи в целом. Для доказательства леммы оператор )0(L  рассматриваем 

как произведение двух операторов )2()1( LL , где ∆+
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L . Показывается, что множество значений )( )2(LR  опера-

тора )2(L  с областью определения ()( )0()2( DLD = L) плотно в )(2 QL  [9], 
а затем доказывается плотность множества значений )( )1( kLR −  в )(2 QL  
для оператора kL −)1(  с областью определения )()( )2()1( LRkLD =− , где 
k  достаточно большое [10]. 
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Теорема 2. Пусть выполняются условия леммы 2 относительно не-
прерывности коэффициентов уравнения (1). Для любых функций 

)(2 QLf ∈ , )(3 Ω∈Hϕ  существует и единственно сильное решение Bu∈  
граничной задачи (1)�(3) и справедлива оценка 
 )||||||(|||||| )()( 3

2 Ω+≤ HQLB fcu ϕ , (6) 

где постоянная c  та же, что и в неравенстве (5). 
Теорема 2 доказывается сначала для случая )2()0( kLLL −= . Для обще-

го случая доказательство завершается методом продолжения по парамет-
ру [11]. 
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