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ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ ЧИСЛА ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ТОЧЕК 
МНОГОИНДЕКСНОГО АКСИАЛЬНОГО ТРАНСПОРТНОГО 

МНОГОГРАННИКА*

Sufficiently exact upper bound for the number o f integer points o f the multi-index axial trans­
portation polyhedron determined by integer vectors is obtained. Reachability o f this bound is 
proved in some particular cases.

B [I] предложены критерии принадлежности /ьиндексного (р>2) 
аксиального транспортного многогранника (р-АТМ) М (а\а2,...,ар)=

«1 "л-1 "л+1 Пр
= U  = Xi i i l .. . ', 1X - X  X - S  x U h ... ip= <  V̂ e N»s> s G n P>

г '|= 1  / л_] =1 / V+I — I i p - 1

JCi l J2 ... Ip > 0  V ft, i2, ... ,  ip) e  N ni x N „ 2 X . . .XN„P } порядка щ х п 2 х  ... x np , ns >  I

Vs e  Np, и веса к  к классам многогранников с минимальным и
максимальным числом целочисленных точек (ЦТ). Будем считать, что 
JVr,= ! I, 2, ..., t), а векторы V = (а,', а2,..., ап), s G Np, имеют целые

положительные компоненты, причем X ” =i aI  = ^ е  Очевидно, что
к  > max{jjs: s е  Np).

Заметим, что в [I] была также выведена рекуррентная формула для 
определения минимального числа ЦТ р-АТМ заданного порядка и веса.

Отыскание максимального числа Vj/(/J1, п2, ..., пр, к) ЦТ д-АТМ порядка 
щ х  и2х ... х  пр и веса к  представляет собой трудную задачу. Найти явную
формулу далее для максимального числа \\J(nh пъ к) ЦТ 2-АТМ
(классического транспортного многогранника) порядка й ,х и 2 и веса к  до 
сих пор не удалось. В связи с этим особое значение приобретают как ниж­
ние, так и верхние оценки числа VjArj1, п2, ..., пр, к).

Целью данной статьи является доказательство следующей теоремы. 
Теорема I . Для числа z ( a l, а2, ■■■, а", к)  ЦТ р-АТМ М (а\ а2, ..., cf) порядка 

щ х й2 х ... х пр и веса к  и любого числа t е  Np справедлива оценка сверху

z { a l , я2, ..., C f ,  к)  <  — UJ.  , ( I )
P  n S

ППК)!
■'=! '.V=1

достижимая при к  = п,.
Д о к аза т ел ьс тв о .  Докажем теорему, применив индукцию по числу р. 
Сначала покажем, что неравенство (I) верно для любого t е  Np при 

р = 2. He ограничивая общности, будем считать, что t=  2. Наряду с 2-АТМ 
М(а1, а2) порядка Jj1 х Jj2 и веса А: рассмотрим многогранник М (а\ е) порядка 
JJi х  к,  где е  =  (I, I, . . . ,  I ) .

к
Так как а\,а \,...,а \ — целые положительные числа и X X i a ) =A:, то

число ЦТ многогранника М {а\ е) равно числу способов, посредством кото­
рых к  элементов могут быть распределены на Jj1 групп, из которых первая 
содержит а\ элементов, вторая — а\ элементов и т. д., JJ1-я группа содер­
жит а'п элементов. Формула, дающая число таких способов, совпадает с 
формулой (см., напр., [2, 3])
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z(al, e, к) =  —— — . (2)

П Ц ) !
H

Множество всех целочисленных матриц (точек) многогранника М(а, Ь) 
будем обозначать через Z(a, b).

Оценим величину z(al, а2, к) сверху. Пусть у = [у, „ Il — некоторая
Il [Ч IlwI х к

матрица из множества Zia1, е). По матрице у  построим матрицу
х = х •, согласно формуле(I 1 2 (In) ХП2

xIxI1 = Е а ?  V(ZllZ2)G NniXNni, (3)
9е Qi2

где Qh = {?  6 Nk : E J 1J 1 af +1 < q < E ^ 1 а,2} , E/°=i (О = 0 •
Очевидно, что матрица х определяется единственным образом по задан­

ной матрице у. Также легко видеть, что х е  Z(a\ а2).
Пусть X= Ix,, Il — некоторая матрица из множества Z(a \ а2). По 

I! 1 2 1Ы] Xw2

матрице х построим матрицу у(х) = |у  *q |   ̂ согласно формуле

х = J l , если q е Q 1j' ( х ,.,2), г, е X i ( х ), /2 е N„2,
У w In 2 2[О в остальных случаях ,

где Х , ( х )  = {/, е N 11-. x 4h > 0} , а множества Q'' ( Xî  ), Z1 G X ĵ  ( х),

I1 е  N n2, удовлетворяют условиям:

Qh = U Q ^ x iiiiJVi2 E N ni, (^(х^юфх^)= 0  W 1,
h е Xj (х)

Xji Vz1 G X j ( х ) .  Нетрудноz[e X i ( х ) , i \ *  i ' , V /2 е N n ,
2 х i  fc 2

убедиться, что у(х) е Z(a\ е).
Заметим, что если Z  * Z ' , х', х" е  Z(a\ а2), то у(х') * у(х"). Действитель­

но, если предположить, что у (Z) = у(х"), то на основании формулы (3) вы­
полнено равенство Z  = Z', которое противоречит условию Z  * Z'.

Таким образом, формула (3) определяет отображение множества Z(al, е) 
на множество Zia1, а2). Следовательно, z(a\ а2, к) < z(a \  е, к).  Отсюда и из 
(2) получаем неравенство

z ( a \  а2, к) <  — — — , (4)

П Ц)!
которое при к  = п2 превращается в равенство.

Пусть теперь р>Ъ, I g Np, I*  t. Рассмотрим (р-1)-индексную матрицу
У~  . принадлежащую многограннику М (а\ а2, ..., а‘л , а1+\  ...,
cf) порядка щ х и2х ... х пи  х и/+1х ... х пр . Запишем эту матрицу в виде 
(щ щ ... п1л п1+1 ... и„)-мерного вектора Ду) =  СУп...1*11...ь Уп...1*п...2,
УIilIi1...п, х*пм ...пр ) > гДе * обозначает отсутствие /-го индекса. Удалив в век­

торе z(y) нулевые компоненты, получим вектор Z+ (у), число компонент ко­
торого равно числу t(y)  положительных элементов матрицы у .  Отметим, что 
компоненты вектора Z+ (у) занумерованы тем же способом, что и компонен­
ты вектора z.(y). Поскольку сумма компонент вектора Z+(у) равна к ,  то пара 
векторов а' и z  (у)  определяет 2-АТМ M ( d , Z+(у)) порядка пук t(y).
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Пусть и{у) =  и у I — некоторая матрица многогранника М{а\
I n , x l ( y )

Z+(у)), где индекс у представляет собой совокупность индексов (/,Z2... 
1*г'/+1...гр), задаваемую номерами компонент вектора ziy )-  По этой матрице
определим матрицу х(и(у)) =  согласно правилу:

х и(У) = I U I ’j >  е С Л И  (* 1 * 2  - г' / - 1  * iM - i P  )  =  h
¥2-> IO в противном случае .

Очевидно, что построенная таким образом матрица х{и{у)) е  М(а', 
о2, а;‘) . Легко также заметить, что любая матрица многогранника
Mia1,a2, ...,cf) может быть построена по этому правилу. Следовательно, 
многогранник М (а\ а2, ..., cf) можно представить в виде:

M {a\a2,...,cf)={xiu{y))-. у е  M ia1 ,а2 ,...,а'А ,a‘+1 ,...,cf), и(у)еМ(а‘, z+(y))}. (5) 
Отсюда вытекает формула

zia1, а2, ..., Cf, к) = z(al , z +(y), к),
уеМ (а 1, а2, al~l, al+l, ар)

где суммирование проводится по всем ЦТ многогранника M ia1, а2, ..., а1'1, 
а,+\  ..., cf).

Теперь, воспользовавшись оценкой

z{a', z (>’), к) < — , (6)

Ша0!
(,=1

полученной на основании неравенства (4), находим

Zia', а2, ..., C f , к) < ---- zia1, а2, ..., а1'1, а,+\  ..., cf, к).

ПЦ)!
I1=I

Достижимость этой оценки при к  = п, следует из достижимости оценки (6). 
Отсюда получаем утверждение теоремы I, поскольку, по предположению 
индукции, для любого числа t е Np\  {/} справедливо неравенство

( к 'Г 1
Д а1, а2, ам , а'+\  ..., C f ,  к) < - V  -

ПП(<)'
S=I 1,.=1 
s*l,t

которое превращается в равенство при к  = п,. Теорема I доказана. 
Из теоремы I вытекают два следствия.
Следствие I. Справедливо неравенство

I 2 (fcO'" 1zia , а2, ..., a f,k )<  —

S = I I1= I  
S t t

Следствие 2. Пусть к  = тах{й(: s е  Np). Тогда

т а х { П П ( < ) ! Np] 

Ос\Г1
z{a\ а , ..., cf, к) = f ^ iM ia  , а , ..., cf)) P nS

ПП(4)1
5=1 is =I

где / ;  (M) — число целочисленных вершин (ЦВ) многогранника М.
Отсюда вытекает следующий известный результат [4, с. 309]: число пла­

нов p-индексной аксиальной проблемы выбора порядка к х к  х...х к  равно 
числу (Ус! У"1.
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Так как р-АТМ М{а\ cf, ..., ар) порядка щ х  п2х ... х пр и веса к  имеет 
максимальное число ц>(пи п2, ..., пр, к) ЦТ тогда и только тогда, когда для 
любого s е  Np вектор d  есть перестановка чисел

к "
+ 1,

к к к
+ 1, » • • •»

nS
, где •r(u, v) — остаток от деления

г ( A - , / J 1. )  Л у - Ц А ,  л , )

числа и на число v, [А] — максимальное целое число, не превосходящее 
числа h (см. [I]), то на основании следствия 2 получаем следующий резуль­
тат.

Следствие 3. Пусть к = тах{я,.: s е  Np). Тогда максимальное число ЦТ в 
классе />-АТМ порядка я, х я2 х ... х пр и веса к  совпадает с максимальным 
числом ЦВ в том же классе и равно числу

 ________________
n s - r [ k , n s )г / г  _ \ \ г ( к , п х ) Z г \

к к
+ .1 I I

nv П еJ J \ J
Как известно [I], р-АТМ М (а\ а2, ..., cf) порядка й , х й 2 х  ... х и р и веса к  

имеет минимальное число ЦТ тогда и только тогда, когда для любого s е  Np 
вектор а' является перестановкой чисел к  - яЛ +1, I, I, I . Отсюда и из

И , —I

следствия 2 вытекает утверждение (см. [5]): минимальное число ЦТ в клас­
се р-АТМ порядка щ х п2 х ... х пр и веса к, к — max {я; s g Np), совпадает с

(/П Г 1
минимальным числом ЦВ в том же классе и равно числу - j ----------------- .

Ut k -
S =  I

Зная, как устроены р-АТМ порядка щ х я2 х ... х пр и веса к  с максималь­
ным числом ЦТ, и используя следствие I , легко установить, что справедли­
во

Следствие 4. Справедливо неравенство

ц/(пи пъ ..., пр, к) <
(А!)

max
(ГI -  -H \ \ г  ( к ,  /Jj. YГ  “I \

I к
+ 1

к
— —
n S я*/ J V J

ns- r ( k ,  ns )

Множество всех ЦТ (ЦВ) р-АТМ М{а1, а1, ..., cf) порядка и, х я2 х ... х пр 
будем обозначать через Д а 1, а2, ..., cf) (Z0(al, а2, ..., cf)). Связь между этими 
множествами устанавливает

Теорема 2. Для того чтобы выполнялось равенство Z(al, а2, ..., cf) =  Z0{al, 
cf, ..., cf), достаточно, а в случае, когда р=2, и необходимо, чтобы сущест­
вовало подмножество N0C Np, |А0| > р — I, такое, что для любого индекса 
s е  N0 среди компонент вектора а5 имеется по крайней мере я ,—I компо­
нент, равных I .

В достаточности этих условий можно убедиться непосредственно, ис­
пользуя формулу (5), а необходимость легко доказать от противного.

Отметим, что равенство Z(al, cf) = Z0{a\ cf) впервые было получено в
[I].
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Н.Н.ДЕМЕШ, М.А.АКИНФИНА 

О КОВАРИАЦИИ МОДИФИЦИРОВАННОЙ ПЕРИОДОГРАММЫ 
УЭЛЧА ДЛЯ УСТОЙЧИВЫХ ПРОЦЕССОВ

In the present paper the modified periodogram o f Welch as the estimate o f spectral density of 
symmetric stationary а -stable process is being studied, the former being combined by crossing in­
tervals o f observation. The formula for the covariation of the estimate involved have been obtained.

Рассмотрим устойчивый симметричный стационарный случайный про­
цесс [I] X{i), t<aZ={0, ±1, +2,...}, с показателем а , 0<а<2, допускающий 
спектральное представление вида

Ii

X { t )=  J V aYfe(A), (I)
- п

где z(X) — процесс с независимыми приращениями и такой, что 
{М Ifife( )̂pJa7p=Const (p ,a )f(X )d  X, 0<р<а<2, Xe [-тс,л], 

где const (р, а ) — некоторая положительная константа, зависящая только от 
р и cl, Si f(X) по аналогии с работой [I] будем называть спектральной плот­
ностью.

В качестве оценки спектральной плотности J(X) исследуем статистику 
_  j L

M X  = I 1m ( X )  , ( 2 )

построенную по T=(L-1)S+M  последовательным наблюдениям
4 1 ) , *(2),..., x (D  (3)

за процессом (I), которые разбиты на L  равных отрезков длины М, со 
сдвигом S ( 0 < S  < M )  отсчетов между соседними отрезками, где I m (X) — 
модифицированная периодограмма, определяемая формулой

1M(X) = Сp J d lM(X iP , 0< р< а<  2 , Я е [-  тс,тс], / = I, £ ,

где СР а =  Dp ,, D 1 = fD/ P J 1+ P Р’а J 1+
FpA C ccY *  -  И -  H

м I
d M =  A r  R e E  x(t+ ( I -  I )S )e *hu ( t ) ,AM = ~ j T  ,

А м Г
%

Ва ,М  = | | я (М)(п)|“й?и, H {M)( v ) =  % h M(t)e -M .
-% '=1

а hM(t)— окно просмотра данных. Статистику (2) будем называть модифи­
цированной периодограммой Уэлча [6].
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