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СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ОТРАЖЕНИЕМ НА ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОСИ

Two new singular integral equations are solved in quadratures.

Рассмотрим уравнение с интегралами в смысле главного значения на 
действительной оси —ооСКоо:

( a ( t ) +  b ( t ) ) <р(0+ ( Ь ( - О -  f l ( 0 ) < К -0 +  ^r.  J  /(0; (1)
т - 1

(a(t)+ с(0) Ф(0+ (*(0+ с(0)<р(-0+

I f  (Ь(т) -  с (т ) )Cp(T)+ ( а ( т ) -  с(т))ср(- т) (2)
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71L  00 т~ 7
Здесь a(z), /;(/), с(г), /(/) -  заданные, ср(/) — искомая Я-непрерывные на 

действительной оси (включая бесконечно удаленную точку) комплексно­
значные функции, причем cp(±co)=0, Д ± а д )= 0 . Близкие уравнения решены 
Ю.И.Черским [1-3].

Запишем следующее краевое условие задачи, в котором пусть все функ­
ции Я-непрерывны, а искомые функции исчезают на бесконечности:

Ф+(0= б'(0Ф*(0+Д т)) —°°<7<00- (3)
Эта задача имеет лишь то отличие от классической краевой задачи Римана 

на действительной оси [4], что вместо функции, аналитической в нижней по­
луплоскости, ищется четная функция на действительной оси Ф,(0- 
("Звездочка" и в последующих формулах означает четность функций.)

Задача (3) допускает решение по схеме, аналогичной схеме Ф.Д.Гахова 
решения задачи Римана. Как в основе решения задачи Римана лежит ре­
шение задачи о скачке Ф+(0—Ф_(7)=&(7) с помощью операторов Я :

Ф * ( , ) = ( Ц * ) ( 0  = ± ! * < ' > + г У л ц р

так в основе решения задачи (3) лежит решение задачи о скачке Ф+(0~ -
Ф*(0“ &(7) с помощью операторов Р+, Pa

* . « = « * ) « - - J 7 J

Отметим, что возможен иной путь решения задачи (3): заменить в крае­
вом условии t на —t  и исключить из возникших двух условий Ф.(0- В ре­
зультате возникнет краевое условие задачи Карлемана для полуплоскости 
со сдвигом-отражением; такая задача изучена в [5].

Введем функции на действительной оси: Ф+(0= (А ф )(0, Ф*(0= (Яф)(0, 
'РДгЯОР+фХЯ Я ( 0=(А ф )(0 , где ф(0 =й(0ф(0 .

Теперь уравнение (I) можно записать в виде краевой задачи
2а(/)Ф+(0=2'Р.(0+/(0, -о о < К о о . (4)

Исключая из соотношений
Ф0)=Ф +(/)-Ф .(0 , й(/)ф( / ) = В Д - З Д  (5)

функцию ф(0 , придем еще к краевой задаче

(«W+ т )  « м о - 4 ^Т +(0 = - * ( 0 Ф.(0 + O O  <  t <  O O .  ( 6 )
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После решения задач (4), (6) решение уравнения (I) получается по пер­
вой из формул (5). Задачи (4), (6) являются задачами вида (3), и мы решаем 
их, используя упомянутую аналогию с задачей Римана. Сформулируем по­
лучающийся результат после введения некоторых обозначений.

Пусть Ct=-Ind а((), P=Ind b(t) (считаем, что на действительной оси, 
включая бесконечно удаленную точку, J / J 0 ,  b(t)^Q). Обозначим г — ранг 
линейной алгебраической системы (9), записанной впоследствии и возни­
кающей при а>0, р<0. Пусть г= 0, если неравенства а>0, р<0 одновремен­
но не выполняются. Под квадратными корнями и логарифмами понимают­
ся в дальнейшем произвольным образом изначально выбранные и зафик­
сированные однозначные непрерывные ветви.

Теорема. Решение уравнения (I) содержит max(0,a)+max(0,P)—г произ­
вольных комплексных постоянных и находится по формуле

где

I4 a(t)X+ (t) а{- t)X+ ( - 1)

P(I)=O при а<0, P(t)

^ L a m A ^ - t 2) '
ах + a jt +...+ aat

( Г +  I ) 0

при а > 0, аь а2,..., аа — комплексные постоянные,
» ((  лр "3

exp —  J Ii' I у (~ 6(т))
Hl
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/ ( O 4. л - о—г
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^Jb(t)b(-t)

I T (а(т)+ Ых))Х+ (т)(Е+ (т)+ P(x))xdxл/TCJ J F J xX t2- ? 2)

(,a(t)+ b(t))(E+ (0+  P(t))X+( t ) t (,a (- t)+ b(- t))(E+ ( - 0 +  P (- t))X+ ( - 1)
F JO Y+( - t )

YAt)--
f  ЛР t -  I ' ?+  /

• VP bit) 
b i - t )
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Tliih T+ / 

T - i
(-b(x))

xdx
T2- ? 2

Q{t)=0 при p<0, Qit) =
2 -̂2

a 2 + i)p
при p>0, Ъх,Ьг,...,Ъ^ — произвольные комплексные постоянные.

При а>0, р>0 уравнение (I) разрешимо безусловно. При а<0, р>0 для его 
разрешимости необходимо и достаточно выполнение условий

I f i x )  xdx
-= 0, Ic= 1,2,.. . ,-  а. (7)

^ fl(T)JTjTKT2+ I)*
При а= 0 , р<0 для разрешимости уравнения (I) необходимо и достаточно 

выполнение условий

? (2(а(т)+ bjx))E+ (T )Z Jt)- Лх))т</т_ р k=  ^

X Y A ^ i t+ D k ’ '— OO

( 8)
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При а<0, Р<0 для разрешимости уравнения (I) необходимо и достаточно 
выполнение совокупности условий (7),(8). При а>0, Р<0 разрешимость уравне­
ния (I) равносильна совместности системы

а
YjPkna,, = Pk, к =  1 ,2 ,...,-ft (9)
H= I

в которой

Pb
=  ?  ( а ( т ) +  Ъ ф ) Х + { х ) ^ 1 й %

71 J к+  а

Pk
= J  ( / ( т ) -  2(а(х)+ £(х))£+(х)Х+ (X))xdx

2Y+ (хКх2 + Di
5  последнем случае постоянные аи а2,...,аа являются общим решением систе­

мы (9). В случае а>0, Р>0 эти постоянные являются произвольными.
По-иному сводится к краевым задачам уравнение (2). Непосредственно 

проверяется, что его можно записать в виде
{ P h d { t ) - ( F h 2)(t)=At), -«Х К со, 

где hx(t)={a(t)+b(t))q,(t), h2(t)=(a(t)-b(t))(p**(t)+2c(t)q>*(t), ф,(0 =ф(1)+ф (~1),
ф..(0=ф(0 ~ф(—О- 

Отсюда
(a(t)+b( —оо</<оо, (10)

(а(0 -й (0 )ф**(0 + 2с(0ф*(0 =/ 2(0 +Ф +(0 , co<l<oo, (И )
где f(t)=(I*J)(t), ^(0=(-^7)(0, а Ф“(0 и Ф ' (0  -  предельные значения неиз­
вестных функций, аналитических соответственно в нижней и верхней по­
луплоскостях.

Соотношения (10),(11) — краевые условия двух последовательных крае­
вых задач такого же типа, что и задача (3). Предполагая, что на действи­
тельной оси (включая бесконечно удаленную точку) a(f)±b(f)^0, мы можем 
решить их и затем найти решение уравнения (2) по формуле

I
ф(?)= — (ф„(1)+ ф*«(0)- Окончательный результат будет иметь такой же ха­

рактер, что и для уравнения (I), поэтому мы его не будем приводить, огра­
ничившись примером уравнения (2):

(3 /- 2/)<р(0+ /ф(- 0  , I F /ф(т)+ (3 /- 2х)ф(- х) At----------   1----- ---------— ГГ-----Г ах= -Z-------, — оо< t< CO.
2i -  t п г_те (21-  х)(х- t) t + А

Здесь a{t)= W ) -  c(t)= 0. Индексы функций
I  ̂ I

2 (1 -  г)
a(t)+b(t)=2, a(t)~ b(t)= —— , от которых зависит картина разрешимости

уравнения, равны нулю, что приводит к  безусловной разрешимости и 
единственности решения. Вычисления дают следующее решение примера:

ф ) =
2 2t3 + 3it2+ 8/+  3i
3 (t2 + 1)(?2 + 4)
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