
\j/*( r ,s )  <7 (.у) У 0, ( ) < / • <  R, R e s  > 0, приходим  к  ан ал оги чн ом у  и н те-
<700

тральном у уравнен ию  в области  i -и зо б р аж ен и й

\j7 * (y ,j ) -— f \y * ( t,s )K 2 ( r , t , s ) d t  = s in ( г т /у /я )  0 <r<R, R e .s> 0 . 
и J % Xs

Реш ая  п оследн ее уравн ен и е  разраб отан н ы м  вы ш е м етодом , н аходи м  Vffir (г, .v),

п р и м ен я я  обратн ое п реобразован и е Л апласа, н аходим  \|/* (г ,т ) .
T

Тогда ю* (г, т) =  f д(т -  £)\i/* (г, Q cRd, 0 < г < R , т > 0.
о

Зам ети м , что п ри  .v—>0, г—»со п олучаем  и звестн ы й  стац и он арн ы й  случай  [7,8].
Н ай д ен н ы е ф у н к ц и и  tp,(/%^ ) и  их ори ги н алы  ф ,( г ,т )=  TT1 [ф ,(г,,?)] им ею т 

больш ое п р акти ческое зн ачен и е  д л я  разли чн ы х областей  н ауки  и  тех н и к и  п ри  л о ­
к ал ьн ом  нагреве  п лоской  п оверхн ости  тела (п олупространства) к руговы м  и сто ч н и ­
к ом  теп ла со см еш анн ы м и  разры вн ы м и  гран и чн ы м и  услови ям и  (н а  поверхн ости  
тела  в областях 0 <r<R и  0<К со). Э ти  ф у н к ц и и  получен ы  впервы е.

П редельны е соотн ош ен и я  д л я  ф у н к ц и й -и зо б р аж ен и й  (P1 (г ,,? )=  7,[ф](/-,т)] и 
ф2 (г,.у) = Ц ф 2 (г ,т)] и м ею т следую щ ий вид (0 < г  < R , R e .у >  0 ,т  >  0 ) :

Iim[уф](г,s )]=»—, Нт[?ф|(7',.у)]=>0, Iim[s(p2(/',.?)]=>— , Iim [уф2(7',.у)]=> О,
S—>0 TC A1—»*» S- >0 Tt А'—»00

п ри  Д м О | = I, ^ - _ <7о _ 2
о</-<тг,т>о ^1 0 < г< Д ,т > 0  7 ^

Б ол ее  п олн ое  и сследован и е зависи м остей  ф, ( с ,т )  / = 1,2,  а  такж е и х  связь с 
други м и  ф у н к ц и ям и  представляю т собой  актуальную  задачу теори и  н о вы х  сп ец и ­
альны х ф ункц ий .
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УДК 517.938

В. В.АМЕЛЬКИН, А. Э. МАЛЕВИЧ

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОРБИТ 
ОБЩИХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ. I

Some types of motions of general dynamical systems are studied. Dynamically 
limit set plays an important role in their behavior.

Пусть X — полное метрическое пространство, Т — конечномерное веще­
ственное векторное пространство*, а тройка (f,T,X) задает общую динами-

$
Ряд утверждений данной статьи справедливы и в том случае, когда X  -  отделимое 

топологическое пространство, а Т — отделимая коммутативная топологическая группа.
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ческую систему. Последнее означает, что в указанной тройке отображение 
/ :  F x Z ->■ Z  непрерывно,/0 ,x )  =  х V xeZ  и Ah  + t2, х) =1A iu A h ix)) Atu и 
е Т  и VxeZ.

Зафиксируем в пространстве T  некоторый фильтр Д.
Определение I. Динамически Д-предельным множеством точки хеХназыва­

ется множество
D r (x)=  f ] / ( F , x )

F e r ______________ _____
точек прикосновения базиса AAr, х) фильтра в X, где f ( F , x ) — замыкание
AF, х) и / C F ,х) = (A isx )I  F e ! /} .

Любая точка реЮг(х) называется динамически Д-пределъной точкой точки 
хе  Z

Из определения I следует, что Ют(х) замкнуто и D r (x) с  f ( T ,  х ) . Кро­
ме того, если фильтр Г* мажорирует фильтр Г , то D cjr* (х) с  D r (x) V xeZ

Теорема I ([I], с. 101). Пусть точки х, реХ. Тогда peD t(x )  в том и толь­
ко в том случае, когда в T  существует фильтр Г*, мажорирующий фильтр 
Г , такой что Iim / (t,x) = р  .

Г *
Определение 2. Точка x e Z  называется Д-устойчивой, по Лагранжу, если 

существует Тне Д  такое, что AF0, х) относительно компактно и называется 
устойчивой, по Лагранжу (в целом), если относительно компактна орбита 
A T , х).

Заметим, что из устойчивости, по Лагранжу (в целом), следует Д -ус­
тойчивость, по Лагранжу, для любого фильтра Д в Т.

Теорема 2. Пусть точка x e Z  Г-устойчива, по Лагранжу. Тогда Dr(x) —
непустое компактное множество и Iim p ( f ( t , x ) ,D r (x)) = 0 , где р — метри-

Г
ка в пространстве Z

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теорем 3.1 и 
3.2 из [2].

В дальнейшем фильтр Г  будем считать инвариантным фильтром**. 
Теорема 3. Пусть х и t — произвольные точки пространств Z n  T соответ­

ственно, a x ,= A t,x)- Тогда:
а) D f  (х) инвариантно и D t(x)  = Dr(x);
б) если точка х Г-устойчива, по Лагранжу, то и точка х, Г-устойчива, 

по Лагранжу.
Доказательство этого утверждения аналогично доказательству теоремы 

2.1 из [2] (см. также замечание 3.2 [2]).
Определение 3. Точка x e Z  называется Д-устойчивой, по Пуассону, если она 

обладает свойством возвращаемости, т.е. если для любой окрестности U тон­
к и х  и любого множества Fs Дпересечение AF, х)Г\ 11ф 0 .

Теорема 4. Для того чтобы точка х е Х  была Г-устойчивой, по Пуассону, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие D t(x)  п / (  Т, х )  ф 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть точка х е Х  Г-устойчива, по 
Пуассону. Отсюда следует, что для любой окрестности U точки х и любого
множества F e F - f ( F , x ) n U ^ 0 ,  а значит, и D ? (x )n U =

-  P j / ( F , x ) n U  Ф 0 . Последнее говорит о том, что х — точка прикоснове-
F s T

ния множества D r(x). Ho D t(x) — множество замкнутое и поэтому 
хеЮт(х). Отсюда и следует выполнимость условия Dx(x) г \A  T, х) Ф 0 .

Фильтр T в Г  называется инвариантным, если любой перенос в группе Гпереводит 
фильтр T в себя.
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Достаточность. Пусть Dr-(X) глД Т, х) А 0 .  В силу инвариантности мно­
жества Df(x)  справедливо включение х е  ДТ, х) ее Dr(x ) , которое означает, 
что х — точка прикосновения для Д Т , х). А тогда для любого множества 
F e T и любой окрестности U точки х пересечение ДТ, х) глЛ ф 0 .  Отсюда и 
следует справедливость теоремы.

Теорема 5. Пусть xw  Z — произвольные точки пространств Х м  Гсоответ- 
ственно, a x,=.f(t,x). Тогда если точка х ^-устойчива, по Пуассону, то и
точках, ^-устойчива, по Пуассону, и D yr(x) -  f ( T , x ) .

Д о к аза т ел ьс тв о .  Из ^-устойчивости, по Пуассону, точки х, в силу
теоремы 3, имеем, что Di(Xl) глДТ, х,) =  Dr(x) п Д Т ,  х) Ф 0  и
f ( T , x )  с  D jr (x )  с  f ( T , x ) . Замечая теперь, что Dr(x) замкнуто, получаем 
требуемое.

Определение 4. Точка х е Х  называется Q -периодической, где Tl — замкнутая 
тотальная подгруппа аддитивной векторной группы Т, если

f ( t  + со, х) =Ди х) \ f teT ,  VroeQ.
Теорема 6 . Пусть точка х е Х  Q -периодична. Тогда она устойчива, по 

Лагранжу (в целом), !F-устойчива, по Пуассону, и Dr(x) =ДТ, х) для лю­
бого инвариантного фильтра T пространства Т.

Для доказательства этого утверждения достаточно заметить, что фактор­
группа TfTl компактна, а следовательно, компактна и орбита Д  Т, х) , что 
влечет устойчивость, по Лагранжу (в целом), точки х и в силу теоремы 5 —
равенство D j?(x)  = f ( T , x )  = f ( T , x ) .

Пусть теперь А = {а  = ( t ,F )e  Т х Т \  F e T , t e  F ]  — направленное мно­
жество с отношением порядка (t,F) > (T F 1), если и только если Fez F1. Про­
екцию множества А на T  назовем направленностью, ассоциированной с 
фильтром Т. Если же {/га}аед — направленность в множестве Т, то фильтр
с базисом {Fa }aeA , где Fa  ̂ = \ t a е  Г| а > а 0}, называется фильтром, ас­

социированным с направленностью -(ZcJoceA •
Предложение I (ср. [3], с. 112). Пусть фильтр T  ассоциирован с направ­

ленностью (Z0J aeA или> наоборот, направленность ассоциирована с 
фильтром. Тогда каждый предел (точка прикосновения) фильтра T являет­
ся пределом (предельной точкой) направленности (Zcc)aeд  ■ Справедливо и 
обратное утверждение.

Предложение 2 (ср. [I], с. 102, следствие I). Пусть/ :  T X  — отображе­
ние множества T b Х м  р — точка в X. Тогда если для каждого ультрафильтра 
Т1ь T  мажорирующего фильтр Т, базис ДТ1) ультрафильтра в X  сходится к 
р, то базис ДТ)  фильтра в А также сходится к р.

Нетрудно убедиться и в справедливости следующего утверждения.
Предложение 3. Если направленность (Za )aeA с  Г , начиная с некото­

рого места, лежит в любом множестве из Т,  то фильтр Tf , ассоциирован­
ный с данной направленностью, мажорирует Т. Если, кроме того, T  — 
ультрафильтр, то T =  Т*.

Рассмотрим теперь, наряду с общей динамической системой (f,T,X), об­
щую динамическую систему (g,T,Y), где Y -  полное метрическое простран­
ство, метрику которого также обозначим через р, и введем семейства

Htxc, (T) = {Т* -  фильтр в T Т* -D Т , Ihnfit,х) = р̂ .'хр

и
M x ( T ) =  U M xp( T ) ,  где х,р еХ.

р е Х
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Теорема 7. Точка реЮг(х) тогда и только тогда, когда Hlxjj(A) Ф 0 .  При 
этом D fix )  Ф 0  тогда и только тогда, когда Hlx(Tr) Ф 0 .

Справедливость данной теоремы становится очевидной, если заметить, 
что в соответствии с теоремой I введенное ранее множество D fix)  можно 
определить и так:

BTr -D fr, Y m f {t,x) = р \

Предложение 4. Пусть хеХ, ye  Yw ПХ,(А)с:Н1х(А). Тогда если Hlw(A)OHIxjj(A)?^ 
0 ,  где реХ , cje Y, то Hlwaijl(A), с  H X ^(T )t V te Т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для любого А*е HXw(T) и любого A**eHIw(A )n  
PiHIxzj(T) рассмотрим фильтр А***=А*пА**. В силу предложения 2, T  *‘*е 
^HIw(A) с  HX,(T) с  Hlx(T). Следовательно, базис A tJf ** M  фильтра в Z  схо­
дится к своей точке прикосновения р. А поскольку Tr* мажорирует T***, то и 
базис TCF*,x) фильтра в ЙГсходится кр , т.е. А*е HIxzj(T) и, таким образом, 
Hlw(T) Pi Hlxjj(T). Далее, для любого А*е HIjjsm(T), в силу непрерывности 
отображений / и  я  и инвариантности Tr, фильтр -Z +Т*е HXw(T) Pi Hlxjj(T), а 
фильтр T*= Z + (-Z + А*)е m xMl)m  для любого IeT . Последнее и доказы­
вает предложение 4.

Предложение 5. Пусть JreZ, у е У и  HXjj(T) C=HXx(T). Тогда существует не­
прерывное отображение h : IM y ) -> D fix), для которого K gitM ) = A tM q)) 
при Vte T  и \/деЮт(у).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для любого qeD f(y)  семейство Hlw(T )Ф 0  по тео­
реме I. Поэтому существует T*eHlw(T) с= HXjj(T) с  HXx(T), а следовательно, 
существует h(q)eD fiy)  точка такая, что Т*еНХх.ад(Т). Согласно предложе­
нию 4, h — отображение из D fty)  в D fix ) , обладающее свойством 
Kgit,q)) = A tMq))- Докажем непрерывность отображения h. Для этого для 
произвольной точки qeD fiy )  рассмотрим произвольную направленность 
(У га IaeA с  D j i y ) , сходящуюся к  точке q, и покажем, что ее образ 
{Pa = K q а)}аеА сходится в D fix)  к точке р  = /г(#). Действительно, для лю­
бого а е Д  HXjcp (Т") э  HX^ (А”) Ф 0  • Обозначим через (ZpIpeBa направ­
ленность, ассоциированную с некоторым фильтром из Hly9a (А"). Тогда

Iim g it$ ,y )  = qa , а Iim /(Zp,x) = y>a . Рассмотрим направленность 
(3eBa PsBa

{/уIYeГ ’ где T = A xB  = A x ] ~ j B a -  направленное произведение направ- 
f aeA

ленных множеств, у = (<А (3) (здесь a e A , (3 е  В = Пв a и Zy = Zpa , где
aeA

Pa = P rB Y)- По теореме о повторном пределе ([4], с.ЮО) Iimg iU ,y )  = q ■ 
“ уеГ

Непосредственно проверяется, что, начиная с некоторого места, направ­
ленность (Zylyer лежит в любом множестве из Т. Поэтому, в силу предло­
жения 3, фильтр, ассоциированный с направленностью (Zy|yer ,  принад­
лежит семейству HXw(A) с  Htxjj(Tr) . Следовательно, Iim /(Zy, х) = р .  Итак,

уеГ _
имеем произведение T = A xB  направленных множеств А и В и направ­
ленность (/(Zy,x)|ye p C l .  При этом lim /(Zy,x) = р ,  и при любом a e A

существует частичный предел Iim  / (Zz0, -л\, х) -  Iim / (Zp, х) -  р а . По тео-
реВ ’ PeBa
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реме о двойном пределе ([I], с.115) существует Iim P a = р  ■ Предложение
осе А

доказано.
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В. В. КАШЕВ С КИ Й

СИНГУЛЯРНЫЙ ОПЕРАТОР С ЛОГАРИФМОМ В ЯДРЕ 
И ПРОСТРАНСТВА ГЕЛЬДЕРА

I t is proved that the generalized singular operator is bounded from H q and Н ^ Л.

Введем следующий оператор

(AlnZ)(X)= I  I y ^ l A dtiX 6 [ОД].
о

Будем считать/(х) G Я "’,к, если найдется постоянная с  такая, что
/

\ f ( x +  h ) — f ( x ) \<  chl
f

In ~Т
V h J

длявсехх, х+/ге[0, 1], 0< h < ~ ,  A=OД . 

Когда/(0 )= /(1 )= 0 , то пишем / ( х ) е  H . 
Кроме того, пусть H v"0 = H ^, H q'0= H q.

(I)

(2)

В работе (I) было получено интегральное представление

( Su f ) M  -  -  Д м +  I n d -  * > |  f f -  S ̂  I I n /
Z 0 0 Qv

f ( t ) d t
t — х

(3)

где {Rf)(x)=  J f i x ) -  f ( t )
х -  t

dt.

Лемма. Если C p(I)G  H q , т о  In-----
V *

Cp(I) е Н$л .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что справедлива оценка (2) 
|cp(I+ /г)1п(1+ h ) -  cp(I)lnl|< |cp(I+ h ) -  cp(I)||ln(I+ И)I+

+ |cp(f)||ln(f+ К)- Inij= A1 + A2
Вначале оценим

I ..........  I
А, < ch^ In  < ей1* In — .

1 +  h h
Теперь оценим A2 при h>t

A 2 < ct^ Ir 1+

Пусть h< t. Тогда
V -

<  с Д 1 п - <  ch^  In — . 
I h

A 2 < Ctii Ir
(  Л

1+ ±I\  у 
Собирая оценки, получим

<  с Д - <  c h {  -  
I I

V - л
<  Chil In — . 

п

46


