
имеет решение.
т

Согласно [12], при L>H(h— I) функция / (L) = L - m ax^ IciXj является
г—I

периодической и невязка LR=f{L)=L{mod к).
Аналогично можно рассмотреть периодичность величины невязки Wr по 

ширине W. Таким образом, величина отходов при решении задачи Z  равна 
/,HTmod к). Данное свойство позволяет при больших L  и  W  определить 
величину потерь без нахождения решения.

Найденное свойство задачи о раскрое позволяет полностью перенести 
все алгоритмы решения задачи о рюкзаке на рассматриваемую задачу без 
существенного увеличения сложности построения решения.
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УДК 517.925
ПЛ.ВЕРЕСОВИЧ

СИСТЕМЫ С ЛИНЕЙНОЙ ОТРАЖАЮЩ ЕЙ ФУНКЦИЕЙ, ПРЕОБ
РАЗУЮЩЕЙ ОКРУЖНОСТИ В ОКРУЖНОСТИ

Necessary and sufficient conditions for a nonlinear differential system to have a linear 
reflection function of Mironenko V. (and therefor a linear map of Poincare) was given. Using this 
conditions a sufficient conditions for the existence and stability of periodic solutions was 
establish.

Рассмотрим дифференциальную систему
x  = a 1(t)x + a 2(t)y + P(t,x ,y), y  = $ x{t)x-\-$2{t)y + Q{t,x,y), (I)

с непрерывно дифференцируемой правой частью, в которой функции 
P(t,x,y), Q(t,x,y) обладают свойством

dP(t,0,0) _  dP(t,0,0) _  dQ((,0,0) _  dQ(t,0,0) _  
дх ду дх ду

Пусть система (I) имеет линейную отражающую функцию (ОФ). Най
дем условия, при выполнении которых

x 2( - t )  + y 2( - t )  = r2(t)(x2(t) + y 2(t)). (2)
Теорема I. Система (I) имеет линейную ОФ и для каждого ее решения вы

полняется соотношение (2) тогда и только тогда, когда выполняются условия
(P2 — P2 — (Ct1 — Ct1)) sin ip =  ( а 2 + а 2+  P j + P 1) costp, (3)

(а 1 ~  P2)2 ~~ (a i “ P2)2 +  (а 2 + P i )2 _  (а 2 +  Pt) 2 -  °> (4)
г {Р{1, х, у) cos ф Qik х, у) sin ф)+ P(—t, r(x cos ф—у  sin ф), r(xsin ф+ у  cos ф)) =  0, (5)
7'(Р(1,Х,ф)8тф +  0((,Х,у)сО5ф) +  0(-(,г(хСО 8ф —Т8Шф),г(х8П1ф +  7СО8ф)) =  0, (6)
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где r(t): =  exp
I t  \  ‘

-0,S j(H 1(T)-Fp2(X))Jx , p (0 := 0 ,5 j(a 2(x)-Ha2( ^ t ) - P 1 (X )-P1(^r))Jx. 
-/ о

При этом отражающая матрица (ОМ) F(t) имеет элементы
.F11 =  TCostp, Fi2 =  Tsintp, Fi1 =  Tsintp, Fi2 =  Tcostp. (7)

> Как следует из основного соотношения для ОФ [1,с.11], если ОФ системы 
х  — X( t , x)  линейна, то она является и ОФ линейной системы

\ЛdX(t,  0)
X =  —   X =

дх
cl, х

=:P(t)x , 
У!

Ч  2

(Pl P 2 у
причем OM F(I) этой системы удовлетворяет тождеству

F(t)  -F F{t)P(t) -F P(- t )F( t )  = О, F(O)=E. (8)
По определению ОФ [1,с. 11], F(P,x) =  х(-р), а значит, условие (2) экви

валентно условию
(Fi1 X-HFi2 у)2+ (F121 х+ F22 у)1 =  T2(X2-HZ), 

которое равносильно выполнению системы условий
i?2i +  Fi21 =  т2, F12 +  F22 = т2, F11F12 +  F21F22 =  0 . (9)

Положив в первых двух равенствах (9) F11 =  т costp, F21 =  Tsiinp, F12 =  г simp, 
F22 =  Tcosxp и подставив их в третье из этих равенств, приходим к  выводу, 
что хр=—tp и, следовательно, элементы OM F[t) определяются равенствами (7).

Так как [1,с.ЗО] для линейной системы I1(I) = X H t  )Х '(I), где X(J) -  
фундаментальная матрица решений этой системы, нормированная 
в точке P=O, то, используя формулу Остроградского-Лиувиля, получим

t j tJ (Ct1( T H P 2 ( I ) ) A  - - / (CJ1 ( T H P 2 (T ) )A

detF(I) =  F11F22 — F12F21 = т2 =  е~‘ . Отсюда т(Р) =  е -'
Нечетность функции tp(P) следует из соотношения F(—I) F(I)=F(O)=F [1,с.ЗО]. 
Для определения этой функции воспользуемся системой тождеств,

эквивалентных тождеству (8). С учетом P(Z) =  - ^ a 1 + a i  — р>2— P2Z(P) из (8) 
получим

2(—ф — P 1 T a 2 Z in tp -H a 1 +  cti — P2 — P2) costp =  0 , (10)

2(tp — P1 +  a  2) sin ф -F (—aj  — a i  + P  2 -F P-Jcostp =  0 , (11)

2(—ф +  а 2 -Fa2) costp-F H 1 — ai  — P 2 + P2)sintp =  0 , (12)

2(ф + р 1 -F (J)Costp-F Ca1 -  a i - P 2 +  P2)sintp =  0, (13)

где а  : = а  ( - / ) ,  P :=Р (—t) (/=1)2).
I I I  I

Из (12),(13) получаем ( -  2ф + а 2 T a 2 - P 1 -  Pj)costp, и т а к  как costp не 

обращается в нуль тождественно (costp(O)=I), то ф =  ^ J a 2 + C t 2 — P1 — P1).

I '
Учитывая нечетность функции tp(P), находим Ip(P) =  - J ( H 2 - P i)Jx.

- t

Исключая ф из (13), получим (3), а подстановка tp (P) в (10) и (11) дает

(P1 - P 1-Fa2 — ot2)sinp-F (P2 -Fp2 - H 1 - C t 1) costp = 0 . (14)

Так как costp и simp не обращаются в нуль одновременно, то, считая (3) 
и (14) системой с неизвестными costp и sintp, приходим к  тождеству (4). Учет 
в основном соотношении [1,с. 11] структуры правых частей системы (I) и 
элементов OM F(P) линейной ОФ этой системы приводит к  тождествам 
(5),(6), что и завершает доказательство теоремы. <
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Перейдем теперь к  изучению вопроса о наличии и  устойчивости перио
дических решений системы (I), в предположении ее 2о>-периодичности.

t
Положим fx(t) — f  (Ct1 +  (3 )dx . Справедлива

- t

Теорема 2. Пусть для 2оо-периодической системы (I) выполняются условия 
теоремы I. Тогда если P(Co)^O или р ((D)=O иф (о))^2лгя (mGZ), то система 
(I) имеет единственное 2оо -периодическое решение, асимптотически устойчивое 
при р(о))<0, устойчивое при р  ((D)=O и неустойчивое при р(оо)>0. Кроме того, 
при р(о) ) = 0  иф(/с(о)=2/ил: все решения этой системы 2/са>-периодические.

> Как известно [I,с. 12], если F(t,x) есть ОФ некоторой дифференциальной 
периодической системы, то отображение Пуанкаре (отображение за период 
[—ш,со]) этой системы можно найти по формуле T(x)=F(—u>,x), а начальные 
данные 2ш-периодических решений определяются уравнением F{—cd,x)=x.

В нашем случае система для определения начальных данных 2оо- 
периодических решений имеет вид

x(rcosp — l)+ yrsinp  =0, —xrsinp + yr( cosp -1 )= 0 , (15)

где г=г(—ш)=е°'511<01\  ф=ф(ш). Определитель системы (15) /):=(/—coscp)2+sin2(p. 
Очевидно, что D= 0 лишь в случае р ((D)=O и cosф = I . Это означает, что во 
всех остальных случаях решение (х((;—ш,0), V(Zj-(D5O))r HBnaeTCfl единственным 
2ш-периодическим решением системы (I). Устойчивость и неустойчивость 
этого решения следует из оценки
IIx(CD)II2 =  H Д —оо)х||2 =  (xr cosp + jrs in p  )2+(—хг simp+yr cosp )2 =  г2(— оо)|| х(—оо)||2

Рассмотрим теперь случай р(ш)=0 и ф(/сф )=2/ил. Начальные данные 
2/стп-периодических решений определяются из системы вида (15), в которой 
/- =  г(—/с(л)-П , ф (/с(D)= 2/лTt. Ф ункцияф ( 0  всегда может быть представлена в

I и
виде <.p(t)=At+f(t), где A = - ^ /(O t2 — P1) ^  a f ( t )  есть функция 2оо-

— О)
периодическая, нечетная и, следовательно, /((D)=O. Из равенства ф (Ian)=2т л  
следует, что для существования 2/сш-периодических решений должно быть

J {а2 —(I t )dx = При вьшолнении этого условия все решения системы (I)
— U>
2Ian -периодические. <

Теорема 2 иллюстрируется следующими примерами:
Пример I. Система

X = xsin t +  y +  s in 2z(l +  х2 +  у2), 

у  =  — х +  ysinZ + (cos2z— 1)(1 +  X 2 +  у2)
имеет линейную ОФ, элементы OM которой определяются равенствами (7) 
с 7-(()= 0 , ф(()=2(. Все решения этой системы 2+ -периодические.

Пример 2. Элементы OM линейной ОФ дифференциальной системы

х =  xsin2( + y +  2 sin2 2z +  siii4((x2 +  у2),

у =  —х + ysin2( +  sin4z +  2sin2( +  (I +  cos4z — 2cos2()(x2 +  y2)

также определяются равенствами (7) с r(()=  I, Ф(/)=2/, но она имеет только 
одно устойчивое л  — периодическое решение. Все остальные решения этой 
системы 2 л-периодические.
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