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КО Н ВЕРГЕН ТН Ы Е П РЕД ЕЛ ЬН Ы Е Ц И К Л Ы
The theorem about the number of the convergent limit cycles of the two-dimensional 

autonomous systems of the ordinary differential equations is deduced. Questions of the stability 
of motion are considered.

Рассмотрим двухмерную автономную вещественную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнении

^ = Р ( х , у ) ,  ^j-  =  Q ix ,у),  (I)

где функции P n Q  принадлежат классу C1Ir= 1,2,3...) в некоторой области 
D фазового пространства R2 и имеют единственный общий нуль в начале 
координат 0 (0 ,0 ).

Обозначим через M  некоторое однопараметрическое семейство траекторий 
системы (I) и предположим, что каждая траектория из этого семейства 
пересекается прямой

L:y  = к х ( х  = ку), — 1< /с< 1 .
В работе [I] даны определения конвергентного семейства траекторий 

(конвергенции) и конвергентной траектории. Однако для решения ряда задач 
требуется, чтобы свойство конвергентности имело место не на конкретной 
прямой L, а выполнялось для некоторого множества прямых.

Определение. Траекторию ГЕЕСМ назовем сильно конвергентной траекто
рией, если она является конвергентной по любой прямой L  за исключением, 
быть может, изолированных прямых, на которых свойство конвергентности 
нарушается.

Заметим, что в случае, когда все предельные циклы, порождаемые системой (I), 
обладают свойством сильной конвергентности, всегда существует прямая 
V ,  по которой каждый из них будет конвергентным предельным циклом. 
Действительно, множество предельных циклов, порождаемых системой (I), 
не более чем счетно, и для каждого из них конвергентность может нарушаться 
лишь на изолированных прямых. Следовательно, множество прямых, на 
которых нарушается конвергентность хотя бы одного из предельных циклов, 
порождаемых системой (I), в данном случае также не более чем счетно, 
и всегда найдется прямая L*, по которой каждый из этих предельных циклов 
конвергентен.

Обозначим по аналогии с [I]:

О&У,У)
Р(х,кх)

f ( Y )  = f ( k y ,y )  =
Р(ку,у)

Замечание I. В случае, когда Г — изолированная замкнутая траектория, 
определение конвергентной траектории ([Ij) эквивалентно определению 
альфарегулярного предельного цикла ([2]).

Замечание 2. Существование прямой 13 является необходимым и достаточным 
условием достоверности оценки числа альфарегулярных предельных ц и к л о в ,  

порождаемых системой (I), приводимой И.П.Макаровым [2]. В общем случае 
оценка И.П.Макарова неверна.

Приведем следующие рассуждения, доказывающие последнее замечание. 
Так, в [2] утверждается, что число альфарегулярных предельных циклов 
системы (I) не превышает числа

7V =  „ - I { l  +  (-l)"} , (2 )

где п — максимальное по к  число вещественных изолированных нулей 
ф ункций/'(X ), f '(Y )  на прямой L  без учета их кратности плюс число точек 
на прямой L, в которых /'(X ), f ’(Y) меняют знак, претерпевая разрыв. Таким
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образом, появление новых альф'арегулярных предельных циклов однозначно 
связывается формулой (2) с появлением двух новых конвергенций с разных 
сторон от начала координат. Однако не учитывается ситуация, когда в 
окрестности предельного цикла Г, для некоторого множества к  направление 
поля, определяемое системой (I), постоянно. Обозначим через Ki множество 
прямых L  (или к  соответственно), на которых нарушается конвергентность 
Zro предельного цикла Г„ порождаемого системой (I), а через К  — множество 
всех прямых L. Описанный в [2] способ подсчета конвергенций и альфа- 
регулярных предельных циклов соответственно будет давать верный результат 
только в том случае, если множество X \  ( J Kj Kl 0 . А это, в свою очередь,

i
означает, что существует прямая Z*, по которой все предельные циклы, 
порождаемые системой (I), будут конвергентными.

В обратную сторону, пусть прямая L* существует, покажем, что, оценив 
число конвергенций, инцидентных данной прямой, можно получить опенку 
числа конвергентных (альфарегулярньгх) предельных циклов, порождаемых 
системой (I). Действительно, в работе [I] показано, что конвергентные 
предельные циклы могут лежать либо внутри конвергенции, инцидентной 
при некотором к прямой Z, либо на границе двух соседних противо
положных конвергенций, также инцидентных при некотором к  прямой Z. 
Границе между двумя соседними противоположными конвергенциями на 
инцидентной им прямой L  соответствует нуль функции /'(X ) > ( / ’( Л ) или 
точка ее разрыва, связанная с переменой знака. Более того, из определения 
конвергентно устойчивого предельного цикла ([I]) очевидно вытекает 
следующая лемма.

Лемма. Если система (I) порождает конвергентно устойчивый предельный 
цикл Г, то при любом к  выполняется одно из следующих условий:

(i) прямая Z инцидентна по меньшей мере двум противоположным кон
вергенциям, расположенным с разных сторон от начала координат;

(M) на прямой L  в некоторой окрестности предельного цикла Г направление 
поля, определяемое системой (I), постоянно.

Условие (M) соответствует ситуации, когда по прямой L  нельзя однозначно 
определить, является ли предельный цикл Г конвергентным. Таким образом, 
если прямая Z* существует, то на ней выполняется условие (i). Учитывая, что 
внутри одной конвергенции не может находиться более одного предельного 
цикла, и следуя рассуждениям, приведенным в доказательстве теоремы 
работы [2] для конкретной прямой Z* приходим к  необходимой оценке.

Из анализа сказанного вьнекает
Теорема I. Пусть существует прямая Z*, по которой любой из предельных 

циклов, порождаемых системой (I), будет конвергентным. Тогда число 
конвергентных предельных циклов системы (I) не превышает числа N, 
определяемого формулой (2), где п - число вещественных изолированных 
нулей функций /'(X ), / ' ( 7) на прямой I.' без учета их кратности плюс число 
точек на прямой Z*, в которых / '(Х ),/ '(У )  меняют знак, претерпевая разрыв.

Далее будем рассматривать регулярные предельные циклы, строгое 
определение которых дано, например, в [3]. В работе [4] доказана

Теорема 2. Для того чтобы регулярный предельный цикл Г системы (I) 
был устойчивым (неустойчивым), необходимо и достаточно, чтобы выпол
нялись условия:

O1=O2=...=Ot4 =O, OfcCO(>0), (3)

где о, =  P ( - Q ) ~ + P ^ -  дх ду Q - Q
д д P , ?—1,2,3,.../с, при нечетном к,

57



а для полуустойчивости необходимо и достаточно, чтобы на Г выполнялись 
условия:

O1=O 2=  . = 0 ^ = 0 , 0 ^ 0 ,  (4)
где к — четно.

Выведем условия, эквивалентные условиям (3),(4), но записанные в других 
терминах, которые более удобны при решении конкретных задач. Так, если 
обозначить

P 2 + Q2 = b0, (p 2 + Q 2)  = P o ,

Q
dP dQ
dt dt

PDj P + QDj Q , PDiQ -  QDiP  
 л = b., -------- --------- Si,

где у = 1,2,3,..., а оператор Di(Dj) определяется равенством

Dv
Q d  P d  

P o  дх +  P o  дУ
, v = l ,2,3...,

2  b 2d0 — I /  Z>q , dу by /  b0, Ô2 — ту
bo

и (bk dQ + bk_x dx +.. .+by dk_y),
I

где Ic= 3,4,5,..., и иметь в виду, что функции P и Q всюду рассматриваются 
вдоль цикла Г, то оказывается, что

к к к к/',»<(,О) = *! ■ <5>
I= I j ~  О I=X 5=0

где i+j=l+s+l—k. Тогда

O1 =PoSi- O2 =  21PoS2- ••• o fc=/c!j3*, 
и условия O1=O2=-^=Gim=O эквивалентны условиям

Si= & = -=S bi= 0 - (6)
При выполнении условий (6) формула (5) принимает следующий вид: 

р р т = /с ![PogfcJ 0] = о, р*- \

Таким образом, условия (6) можно переписать в виде
F ( m  = F i m  = ...=  F ikkTylHt, 0) =  0. (7)

Если теперь обратиться к  работе [5], то с учетом вводимых в ней операторов

2 И  J 0(V tV) =-F°V°2 Qof °  
Po +Qo Po2 + G o 2

где U(x,y), V (x ,y )E Ck(D), D C R 2, a P0, Q0, U0 и V0 задают соответственно 
значения P,Q,U  и V b некоторой точке В предельного цикла Г, имеет место 
следующее представление:

F ^ m =

Jr
lbkP dk&  

дпк dnk
Jr

Qk-lQ дк~1р

Iv dnk~x’ dnk̂ j
Jr

d n ' d n V  й
(dP dQ  -

dy ’ ds 0
l dk~xP dk~l&
Эл w W 4

-(8)

k-2

-yZ C kJo
I-=I dn dn I

При выполнении условий (7) слагаемые под знаком ^  в формуле (8)

обращаются в нуль. Если учесть теперь, что F1' (.v,0) =  / с
dP 8Q 

К dn ’ dn ) ’
TO'ИЗ
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FJ(S1O) = О => Т"Н ,0) = Z0
д2Р d2Q 
dn2 ’ дп2 I

F“г Н,0) =  * > ,0 )  =  0 => FV(Sfl) =  J0 
" " дп дп

F ^ l)(s, 0) = ...=  Г > ,  0) = О => T (fV ,0 )  =  / 0
дпк ’ дл^

Таким образом, если ввести в рассмотрение 6. =  Z0
V p  э'У
 ̂Элг дп11

где

/=1,2,3,..., то приходим к  следующему утверждению:
Теорема 3. Для того чтобы регулярный предельный цикл Г сист емы: (I) был 

устойчивым (неустойчивым), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
условия:

6 ,= 5 ,= .. .= 6 ^ ,= 0 ,5 ^ 0 ^ 0 ) ,  
при нечетном к, а для полуустойчивости необходимо и достаточно, чтобы 
на Г выполнялись условия:

6 ,= 5 ,= .. .= 6 ^ ,= 0 ,6 ^ 0 ,
где к — четно.
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ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЙ СЕМЕЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО БЫСТРОДЕЙСТВИЯ В ОКРЕСТНОСТИ 

НЕРЕГУЛЯРНОЙ ТОЧКИ
In the paper properties of solutions to a family of linear time-optimal control problems with 

initial states depending on a parameter are studied. The rules of identifying the structure of the 
solutions to the family in the neighbourhood of a solution degeneracy moment T=T0 are described.

Проблема исследования свойств решений семейства линейных задач 
оптимального быстродействия, зависящих от параметра, в окрестности 
нерегулярной точки интересна как с чисто теоретической точки зрения, так и 
с практической. В частности, она возникает при анализе чувствительности 
решения к вариации параметров исходной задачи [I], а также при построении 
управления типа обратной связи [2].

В [3,4] приведен алгоритм построения решения возмущенной задачи 
оптимального быстродействия в окрестности нерегулярной точки для случая, 
когда степень вырождения решения [I (т) не превышает единицы. Данная 
статья посвяшена исследованию обшей ситуации (]1(т)>1).

Рассмотрим семейство задач оптимального быстродействия, зависящих 
от параметрахGIT+Ctо)== ItоДо+&I, гДе Е ~  малое положительное число:

t< -»min, X=Ax-Ybu, х(0) =  х*(т), x(t*) = 0, |м(/)|<1, /G  [0,/*], (I)
(xER'\ uER, Ь*0).

Здесь Xt(T), т £ Г +(т0) — некоторая заданная непрерывная кусочно- 
гладкая функция. Будем предполагать, что функция х  (т), т G T +(X0), такова, 
что задача (I) имеет решение при любомх G T+(X0).
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