
= 2 я ( 2 ^  ~  2 * ^ -  2 ^ ~ 2 ^ д а [/1^ + 2 2 а ^ ' ~ 2 б ^ =
; Е /  J G f i U U )  J G IG ( U )  ( l.J J G U  i G l '  it= I~  к = I / 6 / ’

= 2  + 2 6*¾ + 2 а*’у<~ 2 й2 -  2 ^ wr
iG f r  fc=1 / Е / '  < Е /' ((,У)Е£/

Необходимость. Пусть 5° -  оптимальный невырожденный копоток, по­
строенный по оптимальному двойственному плану у  = (y ° ,/G /;  g \ , k  = \,l', 

G I*; w“j , ( i , j )  G U ) . Согласно теории двойственности существует оп­
тимальный потокоплан d'=(Xj ,(ij)£z £/;х,°,/ЕГ) задачи (1)-(4) и пара л?,/ 
удовлетворяет условиям дополняющей нежесткости, где:

xI(у“ - У Г  wI “  «,) = °> wSTЦ  -  dS) = °-(*'• J) е  и '

х,°(—y “sign [/| +  2 « ?  «1 - / "  +  vj -  с,.) =  0; (12)
A=I ---------

Г(х"-д,') =  0, Vi (U4 - X 0i ), i E  I*.
Из условий согласования (8) и соотношений (12) для неопорных дуг и 

узлов имеем:
х ,/= 0 , если6 / < 0; х^=йф еслид,°>0;
Xij=On, если6 ,°<0; Xij= а', если6,°>0.
Поскольку опорные компоненты вектора х° однозначно вычисляются из

(2),(3) по заданным неопорным компонентам вектора х°, то заключаем, что 
Xu=X- Соотношения (11) справедливы для опорных компонент вектора х° в 
силу условий дополняющей нежесткости (12) и ограничений задачи (1)-(4). 
Теорема доказана.
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ОЦЕНКА МОЩНОСТИ СПЕКТРАЛЬНОГО КРИТЕРИЯ 
ОБНАРУЖЕНИЯ МОМЕНТА "РАЗЛАДКИ" ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

The problem of asymptotic analysis of power of criterion, which is based on spectral density 
estimators, is investigated for disorder detection test in time series.

Для обнаружения моментов "разладки" временных рядов широко исполь­
зуются методы, основанные на модели авторегрессии и скользящего среднего
[I], и метод кумулятивных сумм [2]. В меньшей мере для решения этой 
проблемы исследовано применение методов спектрального анализа [3 j.

В [4] построен критерий для обнаружения момента "разладки" с исполь­
зованием оценок спектральных плотностей, найдено асимптотическое рас­
пределение статистики критерия и построен тест для обнаружения момента 
"разладки". В настоящей работе исследуется мощность этого теста.

I. Математическая модель. Пусть ̂ „ /G Z -  стационарный временной ряд
с нулевым средним и некоторой спектральной плотностью Au(X), XGf-Tt,л ], 
г) ,,/GZ -  стационарный временной ряд с нулевым средним и некоторой другой 
спектральной плотностью Au(X), XG|—n,n], отличной от A10P^A1uP) & Au(•)• 
Наблюдаемый временной ряд Z={x,: / = 1 , 2 , . . длительностью T  имеет 
"разладку" в неизвестный момент времени /0&{т_,т„+1,...,т+,Г + 1}, которая 
порождается "скачкообразным изменением" спектральной плотности:

4 3ак. 1194
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^ =  f | t , t G {1,2, . . .J0- I } ,

IrIt. 1 e {*o’*o+ i>—>24;
K x  <х+< Т ~  некоторые априорно заданные граничные значения.

Если Z0=  T+1, то наблюдаемый временной ряд — однородный.
Задача обнаружения "разладки" заключается в оценивании момента 

"разладки" I0. Для тЕ{т_,т_+1,...,т+} осуществим разбиение наблюдаемого 
временного ряда Хна два фрагмента X1=Cxl,...,Хц), X2=(Xtv^ x r) с длинами 
T1 и T7 соответственно:

X=(X1IX2), T1= T -I 1 T2= T - т + 1, Т,+ Т7=Т.
Определим гипотезу HkU0=т, означающую, что наблюдаемый временной 

ряд имеет "разладку" в момент т, и гипотезу Hm-J0=T+1, означающую, что 
наблюдаемый временной ряд — однородный.

Оценка спектральной плотности поу'-му фрагменту запишется в виде [6]:
T - 1

1W  =  I S i  > =  1’ 2 ’ ( 1 )Jfc=-(Ty-I)
где iG{\,...,m) — номер частоты, m — число частот Jm, для которых 
вычисляются оценки спектральной плотности, Rj (Ic) — значение выборочной 
ковариационной функции для лага к\

. ,  .Rj(Jc) = Y  2 *Л +^ о ::= 0),
, J I' 1

'  к  \
-rr- ,jt =  0 ,± l ,...,±КТ ,
K tJ  ' (2)

0 Д  =  ±(Х т.+ 1),..„± (Г ,.-1 ),

W  =r r k T ,

г(х) — весовая функция, Xy- G N -  параметр сглаживания, K r <Ту  
В соответствии с [6] введем параметр к.

A =  Iim- -^ — ,g > 0 . (3)
ж-»0 |х|

Обозначим:,

.. . H i=(Uk) G R  , ик =  S J f jc), um+k =  S2(Jk),

^ 0 =  (иА° ) е л ^ и ^ = ^ ) , й 1 * ^ 5 2и ) Д = й ,  ,

(2 =

Определим статистику для обнаружения момента "разладки" как меру 
различия выборочных спектральных плотностей G1 (•) и. S2T) '■

.............................• ~  и к )  ■ '

. . . . . .  , ;  ,  ^
. 2 <«ж. *•+«*> ‘ \  , , ,

■ ■ *=1 ■
В [4] построен спектральный критерий обнаружения момента "разладки" 

в момент т: ■

{/7(, , если (I < А,

-ATlt, если G > Л,

(5)
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где А = А (е) — пороговое значение, соответствующее заданному уровню  
значимости E G  ( 0 , 1 ).

2. Асимптотический анализ мощности критерия. Для исследования 
мощности спектрального критерия обнаружения "разладки" (4), (5) найдем 
асимптотическое при Tb T2-jXn распределение вспомогательной статистики

т

^ ( ит+к ~ ик) 2
G =  - J S I-------------- . (6)

-SM +К)’
*=1 4

Для опенки мощности критерия воспользуемся следующей леммой, 
доказательство которой приведено в [5].

Лемма. Пусть (щчяаиыйк-векгор Х=(Хп1,...,Хпк) прия-э-оо асимптотически
распределен по нормальному закону TVri (JTiT^S), где ц -— математическое
ожидание, 2  — ковариационная матрица и -* 0. Пусть g(x), ^=(^,...,¾) — 
функция, имеющая ненулевой ^-вектор частных производных в точке x=\i:

n  =  | - ^ j | x=|i,( (— I,к). Тогда асимптотическое распределение статистики

Y=g(Xa) есть TV1( ^ ) A 2DrSi)).
Теорема. Пусть выполняются следующие условия (/=1,2):

оо
1) I Rj  (к  )| <  оо, где Rj(к) -  ковариационная функция временного ряда;

Ic=-OO
00

2) У > ,.(/с ,,,01  < оо, где Kj(k,sJ) — семшгвариант четвертого порядка;
к,stt=—со '

3) временные ряды {£,} и  (г),} представляются в виде:
CO CO

Ъ, = tII-= S p * 9'-*'
к=— со к=— со

CO CO

где 2 W < °°> 2 )IPitI< °°> a {v,},{v,} — последовательности независимых
к—-со к=—со . ,

и одинаково распределенных случайных величин с
E{Vl} = E{vt} = Q; E { v ^ E { v ^ a \  E{v*} = E{v?}<  оо;

4) имеет место асимптотика:
К  К

Tb T2 ^  оо, A ri ,Kt и. -> 0, - f 2-'-* О,
i I 2

m = 0 ( T 1~iL), 0  <£ jut <  I, /и ^  оо.
Тогда при выполнении гипотезы /Z1, статистика G распределена асим­

птотически нормально:

'G -U(Tv T2)]



Д о к а за т е л ь с т в о . В соответствии с [6] определим асимптотические 
выражения для математического ожидания оценки спектральной плотности

(9)

где J AlТ.
к=— со

и для дисперсии оценки спектральной плотности
К

£ { £ /? 0 } =  ̂ ( s ° ( X ) ) 2Q. (10)
I

С учетом того, что в силу условий I), 2) и 4) данной теоремы спектральные 
оценки .S1(Z1) ,- , S i(Zm), .S2(Z1), — ,S2( fm). асимптотически независимы, и 
принимая во внимание (10), приходим к выводу, что асимптотическая 
(2т X2т)-ковариационная матрица оценок спектральных плотностей будет 
иметь диагональный вид:

2  =  Q - d i a g |^ ( Ml0) Z . . . , ^ ( M„ ° , ) Z ^ ( C 1) Z . . . , ^ ( < ) 2| .  (11)

Согласно (6), G является функцией от U={uk}. Воспользуемся леммой
для вычисления математического ожидания и дисперсии этой статистики.

В силу условий 3) и 4) теоремы оценки спектральных плотностей асим­
птотически нормальны. С учетом (9) значение математического ожидания 
а{Ть Т2) этого асимптотического распределения равно:

2 к . - - “г + ^ г 4 “г Г - ^ г л(“: « г ) !
 ( 12)

что совпадает с (7).
Вектор-столбец производных D запишется в виде:

D =
д в
ди. U = U "

■2(Ul +s ~ Us)

г=14 '

2(»°

.У =  1,//7

(13)

jt=i4 . '

S = m + 1,2m. 

К.т.В силу условия 4) теоремы значение параметра A2 =  -~г~ -* 0. Тогда,
t J

учитывая (11) и (13), дисперсия асимптотического распределения B(Tb Ti) 
вычисляется следующим образом:



B(T„T2) =  DZDr = - ---------- ^ --------- ^ | 2 ( “~ * Т 1+

Ша+М1'
U-=I

TiKk= I 1

2 Z r . ,  „ 42  Z  U

2 m

+ X  (¾0-¾ 0- .)  (»г)
k=m+1

, ! j n  4 d 2 ( » - - < )  ( O  f + (« :« ) f21 n\2 Л т \ . =, \ I 2 ,

(14)

y; 2((0 4 0 1
*=i

2

что совпадает с (8).
Теорема доказана.
Следствие. Справедлива следующая аппроксимация мощности теста

/ A -U (T v T2)
IL/ ЛЛГ ~  I — Ч г ' -----------------------W  = Ph {G> Д } ~ 1 - Ф

J B ( T xtT j ) '  (15)
где Ф( •) — функция стандартного нормального распределения.

Д о к а за т е л ь с т в о . Мощность теста, основанного на статистике G, 
определяется следующим образом:

1 A - H j T l j T G
^ = Д 1, { ё г Л } ” 1- ф

Т м л )  j

(16)

Статистика G — непрерьщное функциональное преобразование от оценок 
спектральных плотностей (I), которые являются состоятельными [6]. Поэтому
для статистики G имеет место сходимость по вероятности G - G  >0.
Следовательно, (16) можно переписать в виде (15), что и доказывает следствие.
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АПТЫМ13АЦЫЯ У В AXO Д ПАЙ ПЛЫН1 
АДНАЛ1НЕЙНАЙ С1СТЭМЫ МАСАВАГА АБСЛУГОУВАННЯ

The paper treats the steady state of a single server queue with infinite capacity and input flow 
which consists of several filtrated Poissou input processes. The queue suffers loss caused by 
maintenance of accepted customers and by refusals of acceptance. A problem for the total loss 
minimazing by setting optimal values for acceptance propabihties is investigated. The structure 
of the optimal decision is determined and an algorithm for its search is proposed.

I. Мадэль. Даследуецца адналшейная слстэма масавага абслугоування з 
неабмежаванай чаргой. На прыбор паступае п стацыянарных пуасонаусюх 
плыняу з штэнс1унасцям1 Xi, / = 1,...,и. Заяук1 /-га тылу характарызуюцца: 
першым i друпм пачатковым1 момантам1 часу абслугоування A, i dh штрафам 
Cii за адмову прыняцця заяукт, штрафам с,->0 за адзшку часу знаходжання 
патрабавання у скгэме. Пры паступленн1 патрабаванне /-га тылу прымаецца 
у сктэму з (мавернасцю qh а з !мавернасщо I—qt пакщае сктэму неабслужаным. 
Мяркуецца, што дапушчаныя у сктэму патрабавант трапляюпь на прыбор
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