
учитывая, что емкостная сложность копирования считается только один 
рал и z (равное f ( x " )) есть максимальное значение у, получаем

п

L2Cx") <  +2п + 1 +  f  (х")-\- Ц Cxn-1J0).
i=i

Теорема доказана.
Д анная работа для второго автора была поддержана Международной 
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УДК 512.542
Ю.В.КРАВЧЕНКО

О ФОРМ АЦИЯХ ПОЛИАДИЧЕСКИХ МУЛЬТИКОЛЕЦ
The main idea of this article is the construction of the theory of polyadic multirings. Polyadic 

multiring is algebraic object, which represent и-arity groups and rings. Using lattice approach we 
describe normal structure o f a polyadic multiring.

The major result is following theorem.
Theorem. Let /  is arbitrary X-screcn. Then < />  is nonempty formation of polyadic multirings.
Tins theorem make possible application formation methods of study for reseach polyadic 

multirings.

Одним из наиболее важнейших способов изучения любой алгебраической 
системы является рассмотрение ее подсистем и фактор-систем, обладающих 
теми или иными свойствами. Впервые класс групп, замкнутый относительно 
гомоморфных образов и конечных подирямых произведений, был исполь­
зован Гашюцом в 1963 году в связи с разработкой общих методов отыскания 
подгрупп в конечных разрешимых группах и назван им формацией. Наи­
больший интерес в этом направлении исследования при помогли классов 
алгебраических систем вызывает вполне сформировавшаяся в самостоятельную 
область обшей алгебры теория формаций. Основа этой теории заложена в 
широко известных монографиях Л.А.Ш еметкова "Формации конечных 
групп" 111 и Л.А.Ш еметкова и А.Н.Скибы "Формации алгебраических систем" 
121. которые являются фундаментом всей теории формаций.

Однако следует заметить, что такая алгебраическая система, как л-ар пая 
группа (см. 13 1) при п > 2 , оказалась как бы в стороне от формационных 
методов исследования. Это объясняется следующими обстоятельствами. 
В я-арной группе могут существовать такие нормальные (или, более обще, 
полу инвариантные) подгруппы, пересечение которых пусто и которые опре­
деляют один и тот же естественный гомоморфизм [4].

Полиадические мультикольца представляют собой обобщение таких алгеб­
раических систем, как мультикольца и я-арные группы. Одним из моментов, 
стимулирующих интерес к изучению таких алгебраических объектов, как 
полиадические мультикольца, являются слова известного алгебраиста 
А. Г. Куроша: "...между теорией универсальных алгебр и классическими раз­
делами общей алгебры существует большое необработанное пространство... 
Нужно ожидать, что именно в это "ничейное" пространство будут передви­
гаться в ближайшие десятилетия основные интересы общей алгебры" [5].

Цель данной работы — построение формации полиадических мультиколец 
при помощи экранов.

Основные определения и обозначения взяты из [ I —3].
Будем рассматривать универсальные алгебры фиксированной сигнатуры 

U U fdiljT }, где с символом нульарной операции е будем ассоциировать эле­
мент, выделяемый этой операцией.
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Определение 1. Универсальную алгебру Д сигнатуры QU{a)„,e} будем назы­
вать полиадическим мультикольцом, если:

1) алгебра А является п-арной группой (п>2)  относительно операции о>„;
2 ) все операции из Q имеют ненулевую арность;
3) для любой ш-арной операции о £ й ,  любых E A  имеет

место равенство
( < ' Л а ;  < )а>„. )а = ((«Г ) о . а " ,

4) для элемента s выполняются следующие условия:

где х, а ...... й,„ЕА, iE{l,. . . ,m},  о,„ЕЙ.
Элемент г EA,  удовлетворяющий свойству 4) определения I, будем называть 

нейтральным элементом полиадического мультикольца А.
Подмножество H  полиадического мультикольца А назовем сильно 

замкнутым в А относительно операций из Q , если для любых ах,...,атЕА,  
любого /Е{1 т }, любой о „ ,£ й  вместе с каждым элементом А оно содержит
и элем еш  (ap 1, h , а"'+[) о.

Определение 2. Подмножество К  полиадического мультикольца А  сигнатуры 
йи{а)„,е.} назовем подалгеброй в А, если оно замкнуто относительно опера­
ций из йи{ш„,е.}. Идеалом в А  назовем всякую его подалгебру, которая 
является нормальной подгруппой л-арной группы А  и  сильно замкнута в А 
относительно операций из Q.

Все рассматриваемые полиадические мультикольца имеют сигнатуру 
йи |ш ,„г}  и принадлежат некоторому фиксированному мальцевскому много­
образию ЗФ1, удовлетворяющему условиям минимальности и максимальности 
для подалгебр.

Пусть a  — конгруэнция полиадического мультикольца. Тогда через [е]а 
будем обозначать множество {хЕА \ (х,г)Еа).

Лемма I. Пусть a  — конгруэнция на полиадическом мультикольце А. 
Тогда [е.]„ — идеал в А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Конгруэнция А на л-арной группе А индуцирует 
естественный эпиморфизм ip: A ^ - A / а  такой, что (a,b)E a  тогда й только

«
тогда, когда a^=Aip для любых а,ЬЕЛ. Заметим, что ([e]a,...,[e]a)co„ — [(S)CO71 ]= [е]0, 
т.е. I г I17 — идемпотентный элемент л-арной группы А / а .  П оэтому Kerw ip =  

=  {хЕА  I хр =  I г. |„) =  {хЕА  I х 'р =  г,р} =  [е]„. Согласно [6 ], Keijtu ф — полу- 
инвариантная в А  подгруппа.

Пусть л Е р  \„, хЕА,  (X1' ) — последовательность, обратная к  элементу х.

Так как (x ,x )£ a , (с ,е.)£а и (х;,х ,)Е а, /£{1,...,£}, то ((х, c, x,')(jo„, (х ,е,х[)ш я) =

=  ((х, а, х[)а)л, е.) £  а ,  т.е. (х, л ,X1' )oo;i £  [е]а . Итак, [г]„ — нормальная под­
группа л-арной группы А.

Покажем, что множество [е]„ сильно замкнуто в А относительно операций 
из Q. Пусть аь ...,атЕА,  AE[e]a, o ,„£Q . Тогда, так как (OjyQj) E a ,  iJE{  I ,...,/и},
и (А ,е )£ а ,то  ((ср ',А ,ср  )а, (й,'ч ,е, л™,)а) G a . С учетом того, что е — нейтраль­

ный элемент в А, получаем ((Cp1jAj Cpi )O, е ) £ а ,  т.е. (а^\к,а'"+х) о Е [ г \ и. 
Лемма доказана.

Лемма 2. Если a  ■— конгруэнция на полиадическом мультикольце А,
н—1

К- \v. |„ — идеал А, то для любого ЬЕА  [А]п =  (b, К ) щ„.

i-i I
е ,х, е со =  х и (« Г 'т й < н )а = г ,
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что \Ь\и С ( Ь , К ) ш п. Пусть уЕ\Ь]а, (K1) -  
обратная последовательность к элементу Ь. Тогда, так как (е ,е )£ а , (у,Ь)Еа  
и для любого /£ { 1....,/} ( / ; , ) G a , то ((е,/>',3’)<jo„, (е.,/>,',/>XoJ =  ((е,й',з')о>л,е )G a , 

i.e. (г.,/>',у)о>„ G lr l ii. Так как |е Jcr -  подгруппа л-арной группы Л, то в [е),7 

существует последовательность ( а"~' ) элементов из |е ]0 такая, что (е,А1' ,у)(ип = 
=  (ь:,а" 1 )0 )л. Тогда, согласно [3], имеет место равенство (Ь,Ь'],у)шп =  (Ь, а"4  )шл.

л—I л—I

Поэтому у  = (Ь,а"~')ып, т.е. у Е ( Ь . К ) ш п. Итак, [b]it Q(b,  К )ш п.
л—I

Пусть х G (Ь. К  )шп. Следовательно, х  = (Ь,а"~')ч>п, где й, Oir lG I  Тогда.

так как (/>,/?)G a  и (я „ е )£ а  для любого /Gj I,...,л—I}, то |(/>, я,"4  )шл, (//, г )a>n J =

л -1

= ((/),а"4 )оэ„, Л) G a ,  т.е. х =  (Ь.а"'  )шп G |А|п. Поэтому (/>. АПо>л C |/ф,. 
Лемма доказана.

Следствие. Каждый идеал полиадического мультикольца А является 
смежным классом одной единственной конгруэнции на А.

Из леммы I и определения идеала следует
Лемма 3. Каждой конгруэнции а  на полиадическом мультикольце А 

соответствует единственный идеал из А.
Как видим, пересечение любых двух идеалов из А всегда непусто, так 

как оно содержит по крайней мере один элемент — нейтральный. Причем 
несложная проверка показывает, что множество {е} является идеалом в А. 
Будем называть его нейтральным идеалом полиадического мультикольца А. 

Следующая лемма доказывается прямой проверкой.
Лемма 4. Пусть Я и K -  идеалы полиадического мультикольца А. Тогда 

справедливы следующие утверждения:
1) ЯП А' -  идеал в А:

п— I
2)< Я, К> =  (Я . К )о>л является идеалом в А.
Из этой леммы следует, что множество всех идеалов полиадического

/ 1-1

мультикольца образует решетку. Обозначим (Я , К )ш п = H - K .
Лемма 5. Решетка конгруэнций на полиадическом мультикольце А изо­

морфна решетке идеалов из А.
Для доказательства этой леммы достаточно показать, что отображение 

(P(OL)=Ir. |.,. где а  — конгруэнция на Л, является решеточным изоморфизмом.
Определение Будем говорить, что множество I) централизует нормаль­

ный фактор [I/К  полиадического мулы и кольца А, если D есть множество 
Iicex таких элементов сЕА.  что

1) для любых Ii //„_,£ Я  существуют такие A1 кп..хЕ К , что для любого
/G {2,3......//} выполняется равенство:

[с' 1гГ ' ) ш п = ( { К '  -с-fC ' У'К-кГ ' ) шп-
2) для любых / ,/G jl  т). Kj.  любых аь ....атЕА1, любого IiEIJ. любой

OmE Q
(«,' ' - с, , h. а;„ )о  G К  и ( < - , h, К - ' , с, а;и )о  G К.

Наибольший идеал Л среди всех идеалов Л, содержащихся во множестве Д  
будем называть централизатором фактора Н / К в Л и обозначать СЛ(Н/К).

Определение 4. О тображ ение/: назовем /(-экраном, если выполня­
ются следующие условия:
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1) f ( A ) = 36 для любого нейтрального полиадического мультикольца А;
2) если А E  36, ф — гомоморфизм А, то / ( A ) C f ( A v ) H f i K e i e ф), где Kere ф =  

=  {аЕА  I Oip =  E).
П у с т ь / '-  36-экран, K C H  -  идеалы полиадического мультикольца ЛЕ36. 

Будем говорить, что фактор Н / К /-централен в А, если А / С л ( H f K ) C f ( H f K ) .  
Ряд идеалов {г} = A0C A 1C. . .С A1 — А, (> 0  полиадического мультикольца 
/1Е36 назовем /-ц ен  тральным, если все его факторы /-центральны  в А. Обо­
значим через < />  класс всех тех ЛЕЭ6 , которые обладают /ц ен тральн ы м и  
рядами.

Несложная проверка показывает, что справедливы три следующие леммы.
Лемма 6 . Пусть М, II, K r  I'  — идеалы полиадического мультикольца А. 

Тогда

1) если К С H  то KCC a (Н/К) ,  причем СА/к(Н/К)  ~  {(с, К )ш„ | 
CCCti(HfK)) = Ca (HIK) I  К,

2) если K C H C  Т, то Сл/К ( ( Tf К) / ( H f  К))  =  Ca ( Tf  H ) / К.
Лемма 7. Пусть К, H  и N  — идеалы полиадического мультикольца 

А,КСН.  Если H f K  — /ц е н т р ал ен  в А, то факторы ( H - N ) / ( K - N )  и 
( H H N ) f ( K H N )  такж е/ц ен тр ал ьн ы  в А.

Лемма 8 . Пусть К  H m N -  идеалы полиадического мультикольца 
A, N C  КСН.  Фактор H f K /ц е н т р ал ен  в А тогда и только тогда, когда фактор 
(# /А ) /(А /А ) /ц е н т р а л е н  в A /N .

Теорема. П у с т ь /— произвольный 36-экран. Тогда < />  — непустая ф ор­
мация.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Класс < />  непуст, так как ему принадлежат все 
нейтральные полиадические мультикольца.

Пусть А £ < />  и  {г} =z A0C A 1C. . .С A1 =1A /ц ен тр ал ьн ы й  ряд А. Пусть N  -  
идеал А. Рассмотрим ряд идеалов

(An- N ) f N C  (Ai - N ) Z N C ...С  (Al- N ) Z N = A f N  
фактор-алгебры A fN .  В силу леммы 6  он /цен трален  в A f N .  Таким образом, 
A /N C < f> ,  т.е. < />  — полуформация.

Пусть N i и N2 -  идеалы в А, причем A f N l и A / N 2C<f>.  He ограничивая 
общности доказательства, считаем, что N H N =  {г}. Покажем, что АС</>.

По определению A f N  и A f N  обладают /-центргигьными рядами соответ­
ственно

. N J N 1 = H J N iC H J N iC ^ C H J N i = A f N i
и

N J N 2 = K0/ N 2C K J  N2C . . . C K J  N 2 = A fN 2.
Рассмотрим ряд:

{?.} =  KfiH N iC K iH N iC ^ C K lH N l = N i = Н/С. . .СН,  = А. (*)
Согласно лемме 8 , /-центральность фактора (Hi/ N i) /(I Ih J N i) в A f N i 

влечет /центральн ость  фактора Ht/ H Hi в А, /Е{1,...,/}. Итак, факторы 
H J I I n, I I J H 1,..., II1 f IIhi -/-ц ен тр ал ьн ы  в А.

Заметим, что Ki/ KHi — /ц е н т р ал ен  в А  (согласно лемме 8 ). Тогда, по 
лемме 7, (KiH N i)Z(KniH N i) —/ц ен тр ал ьн ы  в А. Поэтому ряд (*)/ц ен тр ал ен  
в A Tеорема доказана.

В частности, из этой теоремы, если групповая операция о>„ является би ­
нарной (т.е. когда полиадическое мультикольцо является просто мульти- 
кольцом), получаем известные результаты из [2 ].

Если же £2= 0 , т.е. полиадическое мультикольцо является л-арной группой, 
то получаем

Следствие. Класс я-арных групп, каждая из которых содержит единицу и 
обладает/центральны м и рядами, является непустой формацией.

56



1. Ш е  м с т к о в  Л . А.  Формации конечных групп. М., 1978.
2. Ш е м е т к о в  Л . А . ,  С к и б а  A.  H . Формации алгебраических систем. М., 1989.
3. Р у с а к о в  С.  А.  Алгебраические n-арные системы. Мн., 1992.
4. В о р о б ь е в  Г . И . / /  Borip. алгебры. Гомель, 1996. Вып.8 . С.40.
5. К у р о ш  А. Г.  Общая алгебра. Лекции 1969—1970 учебного года. М., 1974.
6 . T ю т и н  В.  И . / /  Вопр. алгебры. Мн., 1989. Вып.З. С.86.

I !оступила в редакцию 10.12.07.

УДК 512.542
X.A.AJIb-IUAPO (ИОРДАНИЯ)

НОВОЕ ОПИСАНИЕ МИНИМАЛЬНЫ Х ЛОКАЛЬНЫХ ЭКРАНОВ
In this work we give a new description of the minimal local screen of formations.

Все рассматриваемые нами группы конечны. Мы базируемся на термино­
логии. использованной в 11 —3 1. В частности, согласно |1 |. через I f  мы будем 
обозначать класс всех монолитических групп G с нефраттиниевым абелевым 
монолитом R Q O rXG)-

При изучении локальных формаций большую роль играют гак называемые 
минимальные локальные экраны формаций, которые можно определить 
как пересечение всех локальных экранов данной формации. Как известно, 
понятие локальных экранов впервые было введено Л.А.Ш еметковым в |2|. 
T tiM  же была поставлена проблема описания минимального локального 
экрана формаций. Решение этой проблемы было получено в работе [4|. 
В данной статье мы дадим новое описание минимальных локальных экранов 
формаций.

Лемма I. Пусть О ~  примитивная группа третьего типа и M  ~  макси­
мальная подгруппа группы О, где M r = E Тогда, если N  и R — минимальные 
нормальные подгруппы группы (I, то

( ! /N = G f R = M
-  примитивная группа второго типа.

Д о к а з а г е л ь с т в о . Заметим, что
C =  C(;( N ) = C O C =  C O R M =  R(COM).

При этом понятно, что С О М  — нормальная подгруппа группы С. Ho 
AZfl-=E  Значит, COM=  E Поэтому C=R.  Так как COM=  E то, ввиду G-изо­
морфизма

N R /R  = N / NO R =  N/  E
имеем

CivkXNR/R) = CfXN R/R) /R  = CfX N ) / R =  R / R
— единица группы G/R. Значит, N R /R  — минимальная нормальная под­
группа в G/R. Так как эта подгруппа неабелева, то по теореме 12.5 главы Л 
111 имеем С /R =  M — примитивная группа второго типа. Лемма доказана.

Проверка показывает, что справедлива следующая
Лемма 2. Пусть рЕж(С).  Тогда в G имеется хотя бы один нефраттиниевый 

pd-главный фактор.
Лемма 3. Пусть (7 —такая группа, что Ор(С )О Ф ( С )  = I. Тогда если I 1 / K -  

фратгиниевыйрг/-главный фактор группы (7. то IItfLOp(G), IMt Op(G).
Д о к а з а т ел  ьс г в о . Если K= I , то

H fK =  II/ 1 С  Op(G)O  ф(<7) =  I.
Противоречие. Значит, AV I. Пусть L Q K  где L — минимальная нормальная 

подгруппа группы G. Покажем, что
Ф (G/D O O t f G / L )  = L / 1.

От противного. Пусть Ф( G/ L)O Op((tf  К)Ф I и T / L — минимальная нор­
мальная подгруппа группы G/1, такая, что

Г / L Q (D(G/L)  П Op(GfL) = O(GtfL) П Op( G ) / L
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