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Достаточность условий (6) – (9) установлена. Единственность класси-

ческих решений (4), (5) обеспечивается однозначностью метода реше-

ния. 

Необходимость условий (6) – (9) выводится так же, как в [2].  
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ЧИСЛА БЕЛЛА И ИХ СВОЙСТВА 

К. А. Спесивцева 

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Определение 1. Числом Белла 𝐵𝑛 называется число всех неупорядо-

ченных разбиений n-элементного множества на произвольное количе-

ство непересекающихся непустых подмножеств, 𝑛 ⊂ ℕ ∪ {0}, при этом 

по определению полагают 𝐵0 = 1. (см. [1]) 

Определение 2. Числом Стирлинга второго рода 𝑆𝑛
𝑘 называют число 

всевозможных разбиений множества из 𝑛 элементов на 𝑘 непустых под-

множеств, где 𝑛, 𝑘 ⊂ ℕ ∪ {0}.  

В связи с этим определением, число Белла можно описать как сумму 

всех чисел Стирлинга второго рода 𝑆𝑛
𝑘, где 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Описывая анали-

тически, получаем:  

𝐵𝑛 = ∑ 𝑆𝑛
𝑘

𝑛

𝑘=0

. 

ТРЕУГОЛЬНИК БЕЛЛА 

Числа Белла можно расположить в треугольнике Белла по 

следующему правилу: 

 первая строка содержит 1 

 каждая следующая строка начинается числом, стоящим в конце 

предыдущей строки 

 каждое следующее число в строке равно сумме чисел, стоящих 

слева и сверху от него 

Числами Белла будут последние числа в строках. 
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СВОЙСТВА ЧИСЕЛ БЕЛЛА 

Утверждение 1. [1, 2] Для чисел Белла выполнены следующие свой-

ства: 

 𝐵𝑛+1 = ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝐵𝑘

𝑛
𝑘=0 , 

 𝐵𝑛 = ∑ ∑ ((−1)𝑘−𝑖𝐶𝑘
𝑖 𝑖𝑛) 𝑘!⁄𝑘

𝑖=0
𝑛
𝑘=0 , 

 𝐵𝑛+𝑚 = ∑ ∑ 𝑆𝑚
𝑗

𝐶𝑛
𝑘𝑗𝑛−𝑘𝐵𝑘

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑘=0 , 

где 𝑛, 𝑘, 𝑚 ⊂ ℕ ∪ {0}. 

ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ ЧИСЕЛ БЕЛЛА 

Определение 3. Производящей функцией (производящим рядом) для 

произвольной (бесконечной) последовательности чисел 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ... бу-

дем называть выражение вида 𝑎0 + 𝑎1𝑠 + 𝑎2𝑠2+. .. или, в сокращенной 

записи, ∑ 𝑎𝑘𝑠𝑘∞
𝑘=0 . 

Определение 4. Экспоненциальной производящей функцией для 

произвольной (бесконечной) последовательности чисел 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ... бу-

дем называть выражение вида  ∑ (
𝑎𝑘

𝑘!⁄ )𝑠𝑘∞
𝑘=0 . 

Утверждение 2. Производящая функция для чисел Белла задается 

формулами: 

 𝐺𝐵(𝑥) =
1

𝑒
∑

1

(1−𝑘𝑥)𝑘!
=∞

𝑘=0 ∑
1

(−1)𝑘(𝑥−1 𝑥⁄ )𝑘
=∞

𝑘=0 ∑ 𝐵𝑘𝑥𝑘∞
𝑘=0 ,  

под (𝑥)𝑘 будем понимать (𝑥)𝑘 = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) … (𝑥 − 𝑘 + 1). 

Утверждение 3. Экспоненциальная производящая функция для чисел 

Белла задается формулой: 

𝐸𝐵(𝑥) = exp (ⅇ𝑥 − 1) = ∑
𝐵𝑛

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

. 

Доказательство: Продифференцируем функцию 𝐸𝐵(𝑥). Тогда имеем: 

𝐸𝐵(𝑥)′ = ∑
𝐵𝑛

𝑛−1!
𝑥𝑛−1∞

𝑛=1 + 0. Применим утверждение 1: 

𝐸𝐵(𝑥)′ = ∑ ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝐵𝑘

𝑥𝑛

𝑛!

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

= ∑ ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝐵𝑘

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=𝑘

∞

𝑘=0

= ∑ 𝐵𝑘

∞

𝑘=0

∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!

∞

𝑛=𝑘

𝑥𝑛

𝑛!

= ∑
𝐵𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

∑
𝑥𝑛

(𝑛 − 𝑘)!

∞

𝑛=𝑘

 

Выполним замену 𝑛 − 𝑘 = 𝑙. В новых обозначениях будем иметь: 
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𝐸𝐵(𝑥)′ = ∑
𝐵𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

∑
𝑥𝑙+𝑘

𝑙!

∞

𝑙=0

= ∑
𝐵𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘 ∑
𝑥𝑙

𝑙!
= ∑

𝐵𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑥𝑘ⅇ𝑥 = ⅇ𝑥𝐸𝐵(𝑥)

∞

𝑙=0

 

То есть 𝐸𝐵(𝑥)′ = ⅇ𝑥𝐸𝐵(𝑥). Разрешая полученное дифференциальное 

уравнение, получаем, что 𝐸𝐵(𝑥) = ⅇ[𝑒𝑥+С].Для того, чтобы выяснить зна-

чение постоянной С подставим 𝑥 = 0. 

1 =  ⅇ[𝑒0+С]  ⇒ С = −1, тогда 𝐸𝐵(𝑥) = exp (ⅇ𝑥 − 1). 

ФОРМУЛА ДОБИНСКОГО И ЕЕ СЛЕДСТВИЯ 

Теорема 1. [3] Для чисел Белла справедлива формула Добинского: 

𝐵𝑛 =
1

ⅇ
∑

𝑚𝑛

𝑚!

∞

𝑚=0

. 

Следствие: формулу Добинского можно видоизменить:  

𝐵𝑛 = ∑
𝑘𝑛

𝑘!
∑

(−1)𝑗

𝑗!

𝑛−𝑘

𝑗=0

= ∑
𝑚𝑛! (𝑛 − 𝑚)

Г(𝑚 + 1)Г(𝑛 − 𝑚 + 1)

𝑛

𝑚=1

𝑛

𝑘=1

, 

где 𝑛 ≥ 2. 
Теорема 2. Числа Белла можно вычислить по формуле:  

𝐵𝑛 = [
1

ⅇ
∑

𝑘𝑛

𝑘!

2𝑛

𝑘=1

] + 1, 

где 𝑛 ⊂ ℕ ∪ {0}, под [𝑥] будем понимать целую часть числа x. 

ОЦЕНКА РОСТА И АССИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ 

Утверждение 4. Для чисел Белла справедлива оценка для 𝑛 ≥ 0: 

𝐵𝑛 ≤ 𝑛!. 

Доказательство: 

Установим по индукции 𝐵𝑛 ≤ 𝑛! по индукции. Заметим, что при 𝑛 =
0 𝐵0 = 1 ≤ 0! = 1, при  𝑛 = 1 𝐵1 = 1 ≤ 1! = 1.  

Предположим теперь, что 𝐵𝑛 ≤ 𝑛! верно. Тогда 𝐵𝑛+1 = ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝐵𝑘

𝑛
𝑘=0 =

∑ 𝐶𝑛
𝑘𝐵𝑘 + 𝐶𝑛

𝑛𝑛−1
𝑘=0 𝐵𝑛 = ∑ 𝐶𝑛−1

𝑘 (𝑛
𝑛 − 𝑘⁄ )𝐵𝑘 +𝑛−1

𝑘=0 𝐵𝑛 ≤ 

≤ 𝑛 ∑ 𝐶𝑛−1
𝑘 𝐵𝑘 +𝑛−1

𝑘=0 𝑛! ≤ 𝑛 ∙ 𝑛! + 𝑛! = (𝑛 + 1)!. А значит, неравенство 

𝐵𝑛 ≤ 𝑛! верно для любых 𝑛 ⊂ ℕ ∪ {0}. 

Также можно доказать оценку снизу √𝑛! ≤ 𝐵𝑛. 
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Более точные рассуждения позволяют доказать следующие неравен-

ства и описать асимптотическое поведение последовательности чисел 

Белла (см. [4], [5]). 

Теорема 3. Для чисел Белла верно неравенство: 

𝐵𝑛 < (
0.762

ln (𝑛 + 1)
)𝑛. 

Более того, если 𝜀 > 0, то для любого 𝑛 > 𝑛0(𝜀) выполнено неравен-

ство: 

𝐵𝑛 < (
ⅇ−0.6+𝜀𝑛

ln (𝑛 + 1)
)

𝑛

, 

где 𝑛0(𝜀) = max {ⅇ4, 𝑑−1(𝜀)}, 𝑑(𝑥) = ln(ln(𝑥 + 1)) − ln(ln(𝑥)) +
(1+𝑒−1)

ln (𝑥)
, 

𝑛 ⊂ ℕ ∪ {0}. 

Теорема 4. Справедлива следующая асимптотическая формула при 

𝑛 → ∞ 

𝐵𝑛 ∼ 𝑛−
1
2[𝜆(𝑛)]

𝑛+1
2 ⅇ𝜆(𝑛)−𝑛−1, 

где 𝜆(𝑛) ln(𝜆(𝑛)) = 𝑛. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ МОДУЛЕЙ УПРУГОСТИ 

В СРЕДНЕМ ИЗОТРОПНЫХ КОМПОЗИЦИОННЫХ ТЕЛ 

И. А. Тарасюк 

Введение. Вследствие наличия способности к направленному харак-

теру прочностных свойств широкое распространение в различных обла-

стях техники получили композиционные материалы, совокупность ха-

рактеристик которых определяется комбинацией его компонент и их 

свойствами. Проектирование композиционных материалов требует ре-

шения комплекса многопараметрических задач по оптимизации струк-

туры материала и выбора исходных компонент, зависящих от эксплуа-

тационного режима и технологических ограничений проекта [1]. Если 

композиционный материал моделируется однородной линейно упругой 


