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щее перемещение и вращение зуба в пространстве, а также плоско-

параллельное и корпусное движение. 
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О РАЗМЕРНОСТЯХ КОММУТАТОРНЫХ МНОГООБРАЗИЙ В 

СЛУЧАЕ МАТРИЦ МАЛОЙ РАЗМЕРНОСТИ 

А. Ю. Муранова 

ВВЕДЕНИЕ 

В статье [1] для описания многообразий представлений некоторых 

конечно порожденных групп используется тот факт, что многообразие  

𝑉𝑔(𝐴) = {(𝑦1, 𝑧1, … , 𝑦𝑔, 𝑧𝑔) ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)2𝑔 | [𝑦1, 𝑧1] … [𝑦𝑔, 𝑧𝑔] = 𝐴}, 

где 𝐾– алгебраически замкнутое поле характеристики 0, 𝑔 ≥ 2, 𝐴 ∈
𝑆𝐿𝑛(𝐾), неприводимо и его размерность равна (2𝑔 − 1)𝑛2 + 1. 

Из статьи [2] следует, что этот результат не может быть обобщен на 

случай 𝑔 = 1. Многообразие 𝑉1(𝐴) может быть приводимым и 𝑛2 + 1 ≤
dim 𝑉1(𝐴) ≤ 𝑛2 + 𝑛. Следовательно, на этот случай не могут быть обоб-

щены и результаты статьи [1]. Поэтому представляет интерес исследо-

вание коммутаторных многообразий  
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𝑊(𝐴) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℂ)2|[𝑥, 𝑦] = 𝐴}. 
где 𝐴 ∈ 𝑆𝐿𝑛(ℂ). В данной работе найдены размерности коммутатор-

ных многообразий 𝑊(𝐴) в случае 𝑛 = 2, 3, 4. 

1. ВЫЧИСЛЕНИЕ РАЗМЕРНОСТЕЙ КОММУТАТОРНЫХ 

МНОГООБРАЗИЙ ДЛЯ МАТРИЦ ИЗ 𝑺𝑳𝟐(ℂ). 

Вычислим размерности многообразий 𝑊(𝐴), 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(ℂ). 

Для матрицы 𝐴 ∈ 𝑆𝐿𝑛(ℂ) запишем характеристический многочлен в 

виде 

det  (𝐴 − 𝜆 𝐸𝑛) = 𝜆𝑛 + 𝜎1(𝐴)𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝜎𝑛(𝐴) 

и введем многообразие  

𝑇(𝐴) = {𝑦 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℂ) | 𝜎𝑖(𝐴𝑦) − 𝜎𝑖(𝑦) = 0, 𝑖 = 1, … , (𝑛 − 1)}, 𝐴 ∈
𝑆𝐿𝑛(ℂ). 

Обозначим через π проекцию 

𝜋 ∶ 𝑊(𝐴) → 𝑇(𝐴), (𝑥, 𝑦) → 𝑦. 

Заметим, что многообразие 𝑊(𝐵), где 𝐵 – жорданова нормальная 

форма матрицы 𝐴, бирегулярно изоморфно 𝑊(𝐴). Поэтому, не ограни-

чивая общности, можно считать, что матрица 𝐴 жорданова. Так как 𝑛 =
2, матрица 𝐴 может быть двух видов. 

Если 𝐴 = (
𝜆1 0
0 𝜆2

) , 𝜆1𝜆2 = 1, то многообразие 𝑇(𝐴) задается много-

членом 𝑦11 + 𝑦22 − 𝜆1𝑦11 − 𝜆2𝑦22. Этот многочлен тождественно равен 

нулю только в случае 𝐴 = 𝐸2. Следовательно, dim 𝑇(𝐸2) = 4. В осталь-

ных случаях 𝑇(𝐴) является гиперповерхностью, задаваемой линейным 

многочленом, поэтому оно неприводимо и имеет размерность 3. 

Если 𝐴 = (
𝜆1 1
0 𝜆1

) , 𝜆1
2 = 1, то многообразие 𝑇(𝐴) задается многочле-

ном 𝑦11 + 𝑦22 − 𝜆1𝑦11 − 𝑦21 − 𝜆1𝑦22. Этот многочлен ненулевой, поэто-

му, как и выше, 𝑇(𝐴) неприводимо и имеет размерность 3. 

Пусть 𝑊(𝐴) = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ … ∪ 𝑊𝑘 – разложение коммутаторного 

многообразия на неприводимые компоненты. Тогда 𝜋(𝑊𝑖) ⊂ 𝑇(𝐴), сле-

довательно, dim 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ≤ dim 𝑇(𝐴). Слой 𝜋−1(𝑦) бирегулярно изоморфен 

централизатору матрицы 𝑦. Поэтому по теореме [4, c. 190] dim 𝜋−1(𝑦) =
2, если 𝑦 – регулярная матрица. В [2] доказано, что множество 𝜋(𝑊𝑖) со-

держит регулярную матрицу 𝑦𝑖  для любого 𝑖, а следовательно содержит 

открытое подмножество, состоящее из регулярных матриц. Поэтому, по 

теореме о размерности слоев [3],  

dim 𝑊(𝐴) = max
𝑖

{dim 𝑊𝑖} ≤ max
𝑖

{dim 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 2} ≤ dim 𝑇(𝐴) + 2. 
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Применяя теоремы из [2] получаем следующий результат. 

Теорема 1. Пусть n= 2. Тогда 𝑑𝑖𝑚 𝑊(𝐸2) = 6, 𝑑𝑖𝑚 𝑊(𝐴) = 5 в 

остальных случаях. 

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ РАЗМЕРНОСТЕЙ КОММУТАТОРНЫХ 

МНОГООБРАЗИЙ ДЛЯ МАТРИЦ ИЗ 𝑺𝑳𝟑(ℂ). 

Вычислим размерности многообразий 𝑊(𝐴), 𝐴 ∈ 𝑆𝐿3(ℂ). Как и вы-

ше, можно считать, что матрица 𝐴 жорданова.  

Многообразие 𝑇(𝐴) для любой матрицы третьего порядка задается 

двумя многочленами 𝑓1 и 𝑓2, при этом 𝑓1 – линейный многочлен. Для 

всех матриц, кроме единичной, из равенства 𝑓1 = 0 выражается одна из 

переменных. Следовательно,  по теореме о размерности пересечения с 

гиперповерхностью [3], dim 𝑇(𝐴) = 7, 𝐴 ≠ 𝐸3. Т. к. 𝑇(𝐸3) = 𝐺𝐿3(ℂ), то 

dim 𝑇(𝐸3) = 9. 

Пусть 𝑊(𝐴) = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ … ∪ 𝑊𝑘 – разложение коммутаторного 

многообразия на неприводимые компоненты. Как и выше, по теореме о 

размерности слоев [3], получаем 

dim 𝑊(𝐴) = max
𝑖

{dim 𝑊𝑖} ≤ max
𝑖

{dim 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 3} ≤ dim 𝑇(𝐴) + 3. 

Применяя теоремы из [2] получаем следующий результат. 

Теорема 2. Пусть n= 3. Тогда  𝑑𝑖𝑚 𝑊(𝐸3) = 12,  𝑑𝑖𝑚 𝑊(𝐴) = 10  в 

остальных случаях. 

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ РАЗМЕРНОСТЕЙ КОММУТАТОРНЫХ 

МНОГООБРАЗИЙ ДЛЯ МАТРИЦ ИЗ 𝑺𝑳𝟒(ℂ). 

Вычислим размерности многообразий 𝑊(𝐴), 𝐴 ∈ 𝑆𝐿4(ℂ). Как и вы-

ше, можно считать, что матрица 𝐴 жорданова.  

Многообразие 𝑇(𝐴) для любой матрицы 4 × 4 задается тремя много-

членами 𝑓1, 𝑓2 и 𝑓3. Для всех жордановых матриц порядка 4 из линейного 

уравнения 𝑓1 = 0 выражается одна из переменных. Подставляя выраже-

ние для этой переменной в 𝑓2 и в 𝑓3 , мы получим многочлены 𝑔2 и 𝑔3, 

которые слишком громоздки, чтобы явно выписать их здесь. Далее мы 

проверяем, что полученные многочлены неприводимы, не делятся друг 

на друга и не тождественно равны нулю для всех жордановых матриц 

кроме −𝐸4 и  𝐸4. Следовательно, для любой жордановой матрицы 𝐴, 

кроме −𝐸4 и  𝐸4, по теореме о размерности пересечения с гиперповерх-

ностью [3], dim 𝑇(𝐴) = 13. 

Для матрицы −𝐸4 многочлен 𝑓2 тождественно равен нулю, поэтому  

 dim 𝑇(−𝐸4) = 16 − 1 − 1 = 14, 
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поскольку многочлен 𝑓1 линейный, а многочлен 𝑓3 не делится на 𝑓1. 

Заметим, что 𝑇(−𝐸4) неприводимо, т. к. если из 𝑓1 выразить одну ко-

ординату и подставить в 𝑓3, то получится неприводимый многочлен. 

Для матрицы 𝐸4 имеем 𝑇(𝐸4) = 𝐺𝐿4(ℂ), следовательно,  

dim 𝑇(𝐸4) = 16. 
Пусть 𝑊(𝐴) = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ … ∪ 𝑊𝑘 – разложение коммутаторного 

многообразия на неприводимые компоненты. По теореме о размерности 

слоев [3],  

dim 𝑊(𝐴) = max 
𝑖

{dim 𝑊𝑖} ≤ max
𝑖

{dim 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 4} ≤ dim 𝑇(𝐴) + 4. 

Применяя теоремы из [2] получаем следующий результат, что 

dim 𝑊(𝐸4) = 20,, если 𝐴 ≠ 𝐸4, −𝐸4. Для −𝐸4 получаем оценку 

dim 𝑊(−𝐸4) ≤ 18. 

Теорема 3. Пусть 𝑛 = 4. Тогда  𝑑𝑖𝑚 𝑊(𝐴) = 17, если 𝐴 ≠ 𝐸4, −𝐸4. 

Далее, 𝑊(𝐸4) неприводимо и 𝑑𝑖𝑚 𝑊(𝐸4) = 20. Если 𝐴 = −𝐸4, то 

𝑑𝑖𝑚 𝑊(−𝐸4) = 18. 

Фактически, в доказательстве нуждается лишь утверждение, что 

dim 𝑊(−𝐸4) = 18.  

Лемма. Существует 𝑊𝑖 – неприводимая компонента многообразия 

𝑊(−𝐸4), такая что 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  𝑇(−𝐸4). 

Доказательство. Пусть 𝑇0 – множество регулярных полупростых 

элементов в 𝑇(−𝐸4). 𝑇0 ≠ ∅, т. к. в нем лежит, например, матрица  
 

(

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

) 

 

Известно, что множество регулярных полупростых матриц открыто 

[2]. Значит, 𝑇0 открыто в 𝑇(−𝐸4). Очевидно, 𝑇0 ⊂∪𝑖 𝜋(𝑊𝑖). Тогда 𝑇0̅ ⊂
∪𝑖 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =∪𝑖 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  и 𝑇0̅ = 𝑇(−𝐸4) т. к. 𝑇(−𝐸4) неприводимо. Таким 

образом,  𝑇(−𝐸4)  =∪𝑖 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Следовательно, если не существует 𝑊𝑖 та-

кой, что 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  𝑇(−𝐸4), то получаем противоречие с тем, что 𝑇(−𝐸4) 

неприводимо. 

Доказательство теоремы. 

Рассмотрим проекцию  𝜋 ∶ 𝑊𝑖 → 𝜋(𝑊𝑖), (𝑥, 𝑦) → 𝑦. 
Известно [2], что множество регулярных элементов 𝑉 открыто в 

𝐺𝐿4(ℂ), следовательно, оно открыто и в 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Множество 𝑉 не пусто 

[2]. По теореме о размерности слоев [3] в 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  существует непустое от-

крытое подмножество 𝑈 такое, что для любого 𝑦 ∈ 𝑈 имеет место равен-

ство dim 𝜋−1(𝑦) = dim 𝑊𝑖 − dim 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Т. к. многообразие 𝜋(𝑊𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  непри-

водимо, как замыкание образа неприводимого многообразия, то 𝑈 ∩ 𝑉 ≠
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имеем dim ݕ Для регулярного элемента .׎ ሻݕଵሺିߨ ൌ 4. Тогда dim ௜ܹ ൌ
14 ൅ 4 ൌ 18. Следовательно, dim ܹሺെܧସሻ ൌ 18. Теорема доказана. 
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ФАКТОРИЗОВАННОЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ  
ВТОРОГО ПОРЯДКА В ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ С 

НЕХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 
В НЕСТАЦИОНАРНОМ ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ 

Ю. Ф. Новик 

В работе решается смешанная задача для неоднородного факторизо-
ванного гиперболического уравнения и устанавливаются необходимые и 
достаточные условия существования ее единственных классических ре-
шений. Эта задача для однородного и неоднородного уравнения колеба-
ний полуограниченной струны решена соответственно в [1] и [2]. 

Во множестве [ [ [ [∞×∞= ,0,0G  рассматривается смешанная задача 
 ሺ߲௧ െ ܽଶ߲௫ ൅ ܾଶሻሺ߲௧ ൅ ܽଵ߲௫ ൅ ܾଵሻݑሺݔ, ሻݐ ൌ ݂ሺݔ, ሻ, 1ݐ 20, 0,a a> ≥  (1) 
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где , , 1, 2,i ia b i =  – вещественные постоянные. Обозначим множества
1 1{{ , } : }, {{ , } : }A x t G x a t B x t G x a t= ∈ > = ∈ ≤ , ( )kC Ω  – множество k - раз непре-

рывно дифференцируемых функций на множестве Ω  и 0 ( )C Ω ( ).C= Ω   
Методом характеристик и методом Дюамеля доказана 
Теорема. Пусть ,α ,β [ [∞∈ ,01Cγ  и ( ) ( ),1 tat αβ ≠ [ [.,0 ∞∈t  Единственными 

классическими решениями ( ) ( )GCtxu 2, ∈  задачи ( ) ( )31 −  являются функции 
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