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П РИ М ЕН ЕН И Е ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ  
И СИ Н УС(КО СИ Н У(^-П РЕО БРАЗО ВАНИ Я ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ  

Ф ОРМ УЛ ОПЕРАТОРНОГО ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ
The Newton interpolation formulae for differentiable and nondifferentiable operators in the 

space ij(A [+])are constructed.

Пусть X=L2(R), a F(x)=F(x,t), ( IE T C R n) — оператор, отображающийXb Y, 
где Y — некоторое пространство функций, заданных на множестве Т. 

Введем следующие обозначения

F WJ  т, »-k
' 2 ф ,._Л _2.-Л , I -  2,

где F[x0,x l,...,x,]hjiv_l...hl — разделенная разность V-го порядка [I] относи­
тельно узлов х0,х,,...,х, (ху, IijEX , j  =  О, V ). Последовательность Ft.2(x) может 
быть построена, если известна первая разделенная разность F0(x)=I'\x0,x\h] 
относительно X0 и х (x0,x,/i|GX).

I -Si t
g(x ,t;x) = —  f  x(s) I exp(/0( s -  t))dQds.

£ j \  — у) —X)

Лемма I. Если существует интеграл

F [x0, X^hl =  f  ’ /г‘  ̂ Д Е [ х 0(•) +  g ( t 1 X1 -  X0) ] , ( I )
^ t p ( T 11X1- X 0) L J

где ip(t,A) =  / e,xp(ixs)h(s)ds, hE X , то он определяет no узлам X0lX1 разделенную
-OQ

разность первого порядка для оператора F(x) на X.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя тождества g(°o,t;h)=h(t) и g(—oo,t;li)=0, 

легко получить Elx0lX1I(X1-X 0)=E(X1)-E(Xb). Если Е(х)=Е0, то Elxo1XjA1=O 
для любого IilEX .

Пусть Е(х) =  /  у  (1,0)х(0)с/0, ( E T , тогда

E lx01X1IA1 = ^ -  /  у  (С, 6) f  Cxpj-ZT10)tp(T,, /i, )dxt dO =  J  y(J, 0)/г, (0)(/0  =  E  (/г,), /г, G  X ,
£4 L Q  —< » а

т.е. формула (I) задает разделенную разность первого порядка для Е(х) на X  
Соответственно формула линейной интерполяции имеет вид

I 1 (х) =  F(X0) +  f  Xq) d F[x0(■) + StT1 х, -  X0)].
^tp(T11X1- X 0) 1

Теорема I. Интеграл

Е[х0,^, . . . ,XjAnA , A 1 =  f  Д F  J x O I ,  (2)
-Л р(х„,х„-х„ч )

где х л(0  = Xn(I1Xii)=  x i4 (/)+ g (T n,/;x  - X ^ 1) (п>2), (ec.ni он существует) 
определяет разделенную разность п-го порядка по узлам XjlX1, . . . ,х„ для операто­
ра Е(х) на X.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /;=2. Тогда формула (2) принимает вид 

Fl хо .Jf1. XIA2A1 =  f  ^ (Xl'lh) </ E0 [х, (■) |.
^tp(T21X1- X 1) -

Учитывая, что х , ( / ,оо) — х,(г) и х , (/,-<») - X i(I), для It2=X2- X l имеем



F fo ,X1,X2I(X1- X 1)H1 =  F fo ,X1V i-F lx 0,X1Ih1.

Если F(x)=F0 или F(x)=x(t), tGR, то F\x0,XhX2Ihjhl=O для любых IihIt2G X  
Пусть F(X)-=X(I1)X(I2) J 1J2GR. Тогда T1' [(S2 (•)] =  g |  (T1, I1; X1 -  X0)С2 (I2) +

+  о ) ^ 2 ( 0 .  гДе G\(t) =  X0(I)-Vg(xiJ )x 1 - х 0).
Следовательно,

F[x0, X1Vil =
50 f

Xq (/j )Д Oj ) T X0 (j )/l] (?2 ) T  (tj , /| , А )о(Д J2̂ 2 X0 ) +  T̂1 ("̂ l р'ф  )̂ (^1 Si i -''-2 — .
-00

00
Далее, T jx 0 ,X1, X1 JZz2Zzl =  /  (X1, г,; Iil )g(x, , I j h 1) +  g'4 (x,, I2; Iil )g(x,, I1; h2 )}t/c,.

—00
Отсюда получим T1Ijc0, X1, X1 K x -X 1 )/г1 =  T jx0, х]/г, — /[X 0, х, JZzl .

П ри я>2 имеем

TI ̂ bjX1,...,xnJ (xn X/i-i)hihl..Ji2H1 =  F\xq,X1,...,хп_2 ,Xt̂ hthl..Ji2H1 ‘F\x0,X1,.,.,XlhJhlhl... H2H1, (3) 

так как  х„ (1, 00) =  х„ (I) и х„ ( Г , -  00) =  ( / ) .

Hl
Если F(X)=Pm(X), где ^ п(х) =  []* (С Д  Ij — фиксированные точки из R,

M
Iti <п, то для x G X

I t 1Ix0 , X1,..., хпЧ, x l -  T1Ix0, х ,,...,  х„ 1}(х -  х„_, )Zzn„,... H1Ii1 =  0 . (4)

Пусть т=п. Доказательство проведем методом математической индукции. 
П ри m = l (T1Ix0,X j - T 1Ix0,X jI (X -X 0) = T 1(X ) -T 1(X0) - T 1(X -X 0) =  O, в си­

лу леммы I, для xGX. Если же Р(х)=Р2(х), то F0(x) будет многочленом пер­
вой степени относительно х.

Предположим, что тождество (4) верно для разделенной разности поряд­
ка п— I в случае F(X)=Pn-Jx). Можно считать, что Tn_,(x(-)) =  C0 -I-C1X(V), где 
C0jC1 — некоторые заданные н а T  функции. Тогда

T1Ix0, х,, . . . ,хи](х — Xn, , )A„_j...A2A1 =  f ",Л <,/„_2[х„(-)] =
-*т(."„>хп A„-i >

= C1] - & £ Z 5 = j l g- (т ;Л. _  х |)Л  = C J x -  х„.,) =  F 1 (х) — F 1 (х ,) =

{F[X0, X1,..., А (_2 , A*] F[ л'0, A'j,..., A*w_t ]|^;;_[ • • • ̂ 2 \̂ *

Пусть т>п. Тогда

T1Ix х  х  \h H H =  Г— —- - 11 ’ — d F Ix COl =  OI IX0, X,,...,Xnri., )«„,+, Ai,,,... J . .  _  Y ) а1„Г'"-ПЛ'"+Р U’
T V  L m + 1 ’ Л т + 1  Л т >

так как при Т’(х) =Р„,(х) Firl (хт+|) не зависит от хи+1 и, следовательно, от Twfl.
Таким образом, формула (2) действительно задает разделенную разность 

л-го порядка для оператора Т(х) на X.
Замечание I. Разделенная разность п-го порядка, заданная формулой (2), 

может быть преобразована к виду

Т’|х0,jq,...,х  ]Hjin r .Ji, =  f г|- — d; J 1 /l,H}d; ... р >|ХХ|’/;|) J1 т1с;(-)|, (21) 
° -О— . 5 i ^ , ^ )  ^ ( V 11Gf) V: 1 ф ( т „ ^ ч ) ’■ L 'Л I

где G}(i) =  CP;(l,xn,xr l , . . . ,x r M ),
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*«-i(0  -  ( 0 + s ( xn-H I»*>' ) . ' =  I  л -
* о ( 0 + =  Л.

На основании соотношения (3) и (4) получим, что для построенного 
многочлена л-ой степени

Ln(х) = Ln ( 0  =  T^x0) +  F [x0, х ,,..., хк ](х -  х к_{)... (х -  X 1) (х -  х 0), tE  Tr (5)
Л=1

будут нерпы равенства Ln(xk)=F(xk), к -  0, п , и эта формула будет точна для 
операторных многочленов /г-ой степени вида

л к

An (I, x )  =  a0(t)  +  ̂ l J a k( t;s l , s 1, . . . ,  sk ) ] ^  x{Sj )ds\ds2. . . dsk, (G)
/1-=1 J= I

где Cia(I) и ak(t;sbs2,...,sk) -  произвольно задагшые функции, хЕ Х , tE T , SjE R j 
к  =  I, л .

В частности, квадратичная интерполяционная формула имеет вид 

L1 (х) = F ix0) + f  -*-~d  /'{х0 (•)+ g(T1 ,nx, - X 0)] +
^Ip(T15X1- X 0)

t j  J ф(т2, X - X 1 )гр(т,, х -  х0ф, ^ l-F(G2Q)
-со-эт Я|)(Т2, X2 X1) Ч’П , , -Xj У;)

Рассмотрим случай дифференцируемых операторов.
Введем следующие обозначения:
Zi(t,Tl) = x i_1( t)+g(xi,t;h,); ш Д О  =  g[.(xi , t ;h,) ,  i =  I ,и .

Лемма 2. Пусть F(x) — оператор, дифференцируемый по Famo в точке 
Zii • ,т i) по направлению юД ■), и

а (Х )  =  F \zx (•, T1) +  Xco1 (•)] -  F[z, (•, T1 +  X)] =  o(k), (7)

тогда б Fî  Izi (•, Ti ); Oii(•)] =  - у - F,_, [г,(-, Ti )], / =  I, п.
от,.

Д о к а з а т е л ь с т в о . При /—I, учитывая условие (7), получим 

б F[z, (■, т ,); W1 (•)] =  Iim -^-{«(Х) +  F[z{ (■> T1 +  X)] -  F[zt (•, т ,)]} =  F \zt (•, T1)]. 0

Пусть / > 2, тогда б ^ Л гД у  Ti );о>Д0] =  P(X) +  -  7 Д ,к (-,т ;.)],
"L J <Л;.

где P(X) =  U m { /Д 2[z,(*,т .) +  Xcof ( • ) ] - Fl̂ z i (-,Ti +  X)]}.

Так как Y(X) =  Zi (%т.) +  Xwf( • ) -  Zi (•,т. +  X) =  о(Х) , 

то  р(Х) =  Um ̂ ~{f [xо, х , , . . . ,  х ._ , ,  Zi (*, Ti +  X) , г,.(•, Ti ) +  X o i (• )]у(X )АМ . . .  A2A1}  =  0.
!-►О А.

Лемма 3. Если существует интеграл
л

F [x  с х Д  =  J  гр(т1 ,̂ i1 )б J [̂x0(-) +  ^(T1 х:, — х0); Ат(-т, Jj^T1. (8‘)
—у.

где ф(т,А) =  —  Ip(T5A ); /с(1)=ехр(—it), то он определяет по узлам X̂15X1 рачде- 
2л

ленную разность первого порядка для оператора F(x), удовлетворяющего уаювиям 
леммы 2, на X.

55



Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя лемму 2, можно записать

Л х ь л К ^ - х Д ^ Х ^ - Х ^ ) .

Если F(x) = F0, то /'Ixlj5X1IAl=O для любого AiGX
Ь

Пусть F (x)  =  f  y(t,  OJx(Q)JOj ZG X .
а

Заметим, что в этом случае S X(XjA) =  ДА), поэтому 

X[x0,xJZ11 =  J y (r ,6 ) //C(T1Q)^Ot1, A1 JcIxlClB =  J  J(XG)A1(O)JB=X(A1), Zi1 G X ,
а  —оо а

т.е. формула (8) задает разделенную разность первого порядка для Х(х) на X  
Соответственно формула линейной интерполяции имеет вид

00

L1 (х) =  Х(х0) +  J ^ (T 1 , x - x 0)bХ[х0(•) +  g ( t j х, - х0);/с(-T1 JjJc1. (8’)
- O O

Теорема 2. Интеграл

Х[х0, х ,,..., х п IAjlAn4... Zj1 =  /ф ( т л,А„ ) 5 X , [ x t(-);A(-t, ( К  (9)
—оо

(если он существует) определяет разделенную разность п-го порядка по узлам 
х 0,X1 ...,хп (п>2), для оператора X(X)j удовлетворяющего условиям леммы 2, на X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п=2. Тогда формула (9) принимает вид
OO OO

XIx05X1jXJA2Zi1 =  / ф ( т 2,/г2 )бХ0[х2(-);/с(т2-)] Jc2 =  /S X 0[x2(-);w2(-)]Jt2 .
-OQ —00

Используя лемму 2, при A,=X2-X7 имеем

г дXIxojX1jX2I(X2- X 1)Zi1 =  J - X 0(X2)Jc2 =  X0(X2) - X 0(X1) =  Xtx0jX2JZi1 - Х |х 0,X1JA1.
—оо C fC f

Если Х(х)=Х0 или F(x)= x(t), tER ,  то XIx0jXbX2IZi2A1=O для любых AljZi2G Z  
Пусть X(x)=x(X)x(Z2), I1F2ElR.

Тогда F 0( x ) =  / ( ( D 1(Z1)X(Z2) X c d i ( Z J x ( Z 1) ) J t 1j где X(Z)  =  X0 ( Z ) X g ( T l j Z j x - X 0) .
— ж

00
Далее, бХ0[х2(');ш2(-)| =  / { о з , (Z jg^ 1 ,Z2;Oi2(Z2))XW 1 (Z2) ^ t1,Z1 Joi2(Z1)^ Jt1.

—оо

Поэтому XIxojXijXjI(X -X 1)Zi1 =  Х’[х0, x|Zi, - X I xojX1IZi1.
При п>2 получим, что

Г йXlx0, X1, . . . ,х„ I(хл — хл , )Aii4...Zi2Zi1 =  J — FnM x J c k n =  /у_2(х„) - L j j x ll4 ),
- ,(Krl

т.е. Xfx0, х;,..., х„ ] (х„ -  xil4)Zin4...Zi2Zi1 =  {Х[х0,xj,...,х„_2,x j -  Х[х0,х,, .. .,х„ч ]}А,|Ч...A2Zi1. 

Покажем, что если Х(х)=Х,„(х), т<п, то

{Х[х0 ,¾ ..... х„4 ,X l-X Ix 01X1 х„ ]}(х -  xll4 JA114... A2Zi1 = 0  (10)
для xG Z

Пусть т=п. Для т— I на основании леммы 3 получим, что 
{Х[х0,х] — Х[х0,х , ] } ( х - х 0)=  Х (х ) -Х (х 0) - Х ( х —х0) =  0 , хЕ Х ,  а оператор

F0(X) будет многочленом первой степени относительно х, если Х(х)=Х2(х).
Предположим справедливость тождества (10) для разделенной разности 

и—I порядка в случае, когда X(x)=Xll4(x), и что Х„_2(х) — многочлен первой
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степени. Тогда имеем

F[xa,xl , . . . , x J ( x - x tt_l)hl,_1...h2hl = J  b F ^ x ^ g ’̂ ix х - Xn̂ jdTn =

=  > X1,..■ ,Х„_,, х ] -  F \x 0, X1, . . . ,  х„_, ]}/гл_,. . .Iii Iil .
у>

При т >п Л х 0,х , , . . . ,х „ ж ]А„,+1- - Л /г1 =  / S /V i( * m+i (•);«,„+, (•)№ „« = 0 ,
—  Tl

так как Fllhl(х) не зависит от х при F(x)=P,„(x) и, следовательно, ftF„,.][*;Al =  0 
для любых х ,Ii ElX. Теорема 2 доказана.

Замечание 2. Разделенная разность п-го порядка, заданная формулой (9), 
может быть преобразована к виду

F lxotXi,..., x jh ,  , V i - A  =

—O O - X  —х  / '= ]

где b"F[x;h„,...,h1\ — дифференциал Гато п-го порядка оператора F b  точке х 
по направлениям Iil,... J ili,

k  (rt,.) =  ^ t 1, t; s ( t ,  g(т.ч , t; IAtxi))...)), / =  2, п .

В частности, справедлива следующая квадратичная интерполяционная 
формула

L2 (х )  =  F (х0) + f  ф (т,, х  -  х0 )SFfx0 (•) +  g(xt X1 -  х0); к(-х, )]dx, +
—%

ОТ ОТ 2

+ I  /  П  , JC— л:,- ) 6 2̂ ^  (*); S'C'C, A: C-T2) ) ,  ArC-T1 .
—ОТ —OO / = I

fcosl
Замечание 3. Аналогичные результаты справедливы для ] г - преобразова­

л и
ния в пространстве X= [A R ,). В этом случае формулы, задающие разделенные 
разности п-го порядка (п> I) для недифференцируемых и дифферегщируе- 
мых по Гато операторов F(x) на X, имеют соответственно вид (Г), (2),(21) и 
(8), (9),(9'), где

sin т(Т — х) sin T(Z1F tV)Л  C O S  I  "Л

Ip(T1A ) = / ]  . \(xx)h(x)dx ■ g(x,p,x) =  — f  x(s)
о S U l  T l  О t  —  S  t  +  S

dx

2 cos
гр(т,А) =  — 1р(т,А); к(1) — \  и /) ;  h,x&X  а интегрирования в указанных

л  Is n̂ J
формулах ведутся по Ili..

Интерполяционные формулы п-го порядка в случае преобразования 
Га I шел я получены в [2].

Пример.  Пусть F (x ) =  s i i i | / F ( ; ,3  )x(.v)fl(v|, где ядро K(l,s) -  некоторая 

заданная на Гх[0,°о) функция.

Так как 6 F |x ;A |=  cos^f X (t,s )x (s )d s jf  K(t ,s )h(s)ds  , то, используя ф ор­

мулу7 линейной интерполяции (8') для косинус-преобразования, получим
У

L1 (х) =  F (х0) +  f Q(t;.v)[x(.y) -  x0(v)]<F\
О

2 ”
где Q(f,х) ~  -  J cos(T,,v)(iF fx1 (-TA(T)Jfift1.

Tl о
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В заключение укажем, что задача операторного интерполирования в 
общих гильбертовом и банаховом пространствах исследовалась в [3—7] и 
некоторых других работах, а в пространствах дифференцируемых функций — 
в [8,9].
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УДК 519.872
M. A. MA ТАЛЫЦКИЙ

М ЕТОДЫ  АНАЛИЗА СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ ДЛЯ СЕТИ 
С ЦЕНТРАЛЬНОЙ СИСТЕМ ОЙ ОБСЛУЖИВАНИЯ  

И  РАЗНО ТИ ПН Ы М И  ЗАЯВКАМИ
Recurrent methods with respect to the number of customers and the moments o l'time are ex­

amined. These methods being meant for analysis of the mean values for probabilistic network 
with central server and different classes of customers.

Методы анализа средних значений, рекуррентные по числу заявок, при­
менялись для исследования экспоненциальных сетей массового обслужи­
вания (MO) с разнотипными заявками и многолинейными системами об­
служивания (CMO) [I], в [1—3] — для исследования произвольных сетей с 
разнотипными заявками и однолинейными СМО, в [4] — для произвольных 
сетей с однотипными заявками и многолинейными СМО. В данной статье 
для исследования сети с центральной системой обслуживания с разнотип­
ными заявками и многолинейными CMO предлагаются два метода: рекур­
рентный по числу' заявок и рекуррентный по моментам времени.

Рассмотрим замкнутую сеть с разнотипными заявками, /-ая CMO 
обслуживает K1 заявок типа /, / =  1,л—I . После обслуживания в /-ой CMO 
заявка тина / поступает в центральную (n-ую) СМО, обслуживается там и 
вновь поступает в /-ую СМО, / =  1 ,//-1 . Будем предполагать, что /-ая CMO 
сети содержит /«,■ параллельных линий обслуживания, в каждой из которых 
заявки обслуживаются по произвольному закону с интенсивностью ц„
/ =  1 ,//-1 . Дисциплины обслуживания в CMO сети произвольные; потребу­
ем только, чтобы в каждой из них выполнялся закон сохранения потока 
заявок.

М етод, рекуррентный по числу заявок. Без ограничения общности бу­
дем считать, что Кх<К2<-..<КпЛ. Пусть

=  IX  +  K 1+.. .+.K1 + / ,  К, < J  < K hi ,

{ ( /1 -1 ) / ,  J < K r

Обозначим через N1(J), р ,(/), Xi(J) соответственно среднее число заявок 
(ожидающих и обслуживающихся), среднее число занятых линий и среднее 
время пребывания заявок (включая ожидание) в /-ой CMO сети в стацио-
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