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О  Н ЕП РИ ВО ДИ М О С ТИ  ЛИНЕЙНЫ Х  
ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЬНЫ Х СИСТЕМ К СИСТЕМАМ  

С Ф УНКЦИОНАЛЬНО КОМ М УТАТИВНЫ М И
МАТРИЦАМ И КО ЭФ Ф И ЦИ ЕН ТО В

An asymptotical equivalence of linear differentia] systems and Lappo-Danilevski systems is 
investigated. It is proved that there exist linear systems which are asymptotical equivalent neither 
to triangular Lappo-Danilevski systems nor to the systems with functional commutative matrices 
of coefficients.

Задача классификации линейных дифференциальных систем относи­
тельно преобразования Ляпунова тесно связана [IJ с задачей построения 
систем-представителей классов эквивалентности. Выбор таких систем обу­
словливается возможностью конструктивного построения их асимптотических 
характеристик, например (см.[2,3]), в качестве систем-представителей могут 
быть использованы системы с кусочно постоянными коэффициентами. 
Было бы удобно использовать в качестве систем-представителей системы 
Лаппо-Данилевского или же системы с функционально коммутативными 
матрицами коэффициентов, поскольку для таких систем фундаментальные 
матрицы решений строются как экспоненты интегралов от матриц коэффи­
циентов. К сожалению, не все линейные системы приводимы к системам 
Лаппо-Данилевского. Целью данной статьи является доказательство суще­
ствования линейных систем диффференциальиых уравнений, которые не 
являются асимптотичеки эквивалентными ни треугольным системам Лап­
по-Данилевского, ни системам с функционально коммутативными матри­
цами коэффицентов.

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений
dx/dt =  Л(1)х, x£R", /Е[.у, +  оо[, (I)

где A(I) — матрица с ограниченными и непрерывными на [л, +  °о| элемента­
ми. Системой Лаппо-Данилевского называют систему

dy/dt = B(t)y, )’£R", /G|.v, +  oo[, (2)
с непрерывной и ограниченной на [.v,+  00I матрицей B(I), причем такой, что 
существует T>s, для которого

B ( t ) - jB (x )d x = ' jB ( x ) d x -B ( i ) ,  У I > Г. (3)
T T

Частным случаем систем Лаппо-Даиилевского являются системы с функ­
ционально коммутативными матрицами коэффициентов, т.е. с матрицами 
B(I), удовлетворяющими условию B(Ii) -B(t2)= B (h ) ' B(I1), V I1J 2 >л\

Лемма. Eani непрерывные на промежутке [TuSlI, 7]<s'i< +  °°, функции ф и 
tp таковы, что для некоторого Т, T1 <  7 ’<.v,,

f
Jtp(T)t/T^O, V/ E|7\.v,|
п

и
I I

\p(t)J{p(x)dx = ip(i)j\[>(x)dx, V/ G [7’, л,I, (4)
T1 Ti

mo существует такая постоянная с, что
ф (0  =  сф(1), V /E [7> ,|. (5)



Поэтому существует такая постоянная с, что

J ф(т)с/т / J  ф(т)е?т =  с, VzG] 7>Л,
T1 /  T1

I

и, следовательно, J  (фОг) —сф(т))с/т =  0, V/G] 7>,|. Дифференцируя послед- 
?!

нее равенство по Z на промежутке получим xp(Z)—cp(Z)=0, V/G] 7’у[.
С учетом непрерывности функций ф ифполучаем соотношение (5). 

Рассмотрим систему (I) с матрицей коэффициентов

(О I \ (б’
Фундаментальная нормированная при I =л' матрица решений такой сис­

темы будет иметь вид X (t)= (xij(l)), i j  =  1,2, где

X11(Z)= I, Jc12(Z) =  Ĉ  —лг)/(2лг), X21(Z)=O, X22(Z)=Z/s.

Предположим, что для системы (I) с матрицей коэффициентов (6) суще­
ствует асимптотически эквивалентная треугольная система Латшо-Данилев- 
ского (2 ).

Пусть B = (b0), iJ  =  1,2. Обозначим

P11(Z) =  Cxp^JA11(O)CZoJ, P21(Z)= exp /A u (O)JoJ,

I (Z) =  exp JTA1, (т )ехр |J (р2, (о) -  P11 (о))с/о|с/тJ.

Фундаментальная нормированная при l—s матрица решений такой сис­
темы (2) имеет вид: P(Z) =  O (̂Z)), /,/ =  1,2, где

>'ii(Z)=Pn(Z), Jn(Z)=Pn(Z) ‘ /(Z), Pji(Z) =  O, J 122(Z )  = Р 22(/).

Для асимптотической эквивалегггности рассматриваемых систем необхо­
димо и достаточно (см., напр., [2]) существование такой постоянной невы­
рожденной матрицы С, что матрица

/ ( Z ) = X ( Z ) C r 1(Z) (7)

является матрицей Ляпунова. Пусть /(Z) =  (O(Z))1 C= (сД, i j  =  1,2. Тогда

Z11(Z) =  ^vc11 +  C21 (Z2 — л-2 ))/(2лр1, (Z)), (8)

Z11(Z)= с у / ( .Урп (Z)), (9)

A2(Z) =  ((2лс,, +  C11V 2- S 1) ) -  (2-vcu +  C11 (Г  -  S 2 ))/(Z))/(2.vP,,(Z)), (10)

Z11(Z) =  (С„ “  C11 / ( Z ))Z/ (.Vp,I (Z)) ■ (U )

Кроме того, det/(Z) =  detX(Z)-d e lС -d elУ(г) =  Zdet сД л’Рц(Z)P1-(Z)).

Рассмотрим два случая.
I. Пусть C21Ti O. В этом случае

Z11(Z) =  (2.vctl +C11V 1 —-V' ))Z;,(z) /  (2Zc,,),

det /(Z ) =  det С • Z11 (z)/(c:ip,,(Z)). ( 12)

Так как Z11 — ограниченная функция, то Z11(Z)-S-O при z-» +  co и поэтому из 
(cJ) следует, что
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f bu (a)da -* +  oo приГ-* +  оэ. (13)
.У

Кроме того, так как |det Z(Z1)I >  а  > О, Vz >  г, то из (12) следует
t
f  b22(o )d o - > - оо при Z-̂  +  oo. (14)

Из (13) и (14) получаем 
{
J (bn (o )~  bn (o))da  -> -0 0  при /-* + 00. (15)

Так как система (2) — система Лапно-Данилевского, т.е. выполнено ус­
ловие (3), то существует такое Z, >.у, что

M O I (M cf) “  6U(o))do =  (Z 2(Z) -  Z1 (/)) f bn (a)da, Vz> Z1. (16)
Tl 4

Из (15) следует существование такого числа Т> Z1, что

J (Z ,{ o ) - b u (o)]do^O. Vze]Z, +  oo[. (17)
т,

Поэтому, в силу' леммы, из условий (16) и (17) следует существование 
такого числа C0, что

M ') =  co ( M ' ) M ,(/)), V z> Z . (18)
Следовательно,

/(Z) =  /(Z ) +  J  ( c0(Z;22(t) -  Zi (t))Pu(t) / P 11 (t)) dx =
T (1 У )

=  / ( Z ) + C 0P22( Z ) / P 11 ( Z ) - C 0P 22( Z ) / P 11 (Z).

Из (9) и (11) получаем

Z22(Z) =  (с22 -  C21 ( / ( Z ) -  C0P2,(Z )/p ll(Z)))z/(.vP22(Z ))- C0Z21(Z).

TaKHNf образом, для ограниченности I22 необходимо выполнение равен­
ства

с22 =  C2I ( /(Z )  -  C0P22(Z)ZP11(Z)). (20)

Кроме того, из (8) и (10) с учетом (20) получаем

A2CO =  (с,, -  cn( / ( Z ) -  c0P„(Z )/P11(Z )))/P 22(Z )- C0Z11(Z).

Таким образом для ограниченности Z12 необходимо выполнение равенства 

C12 =  CnCZ(Z)-C0P22(Z)ZPll(Z)). (21)

Однако полученные равенства (20) и (21) влекут del С =  0, что противо­
речит невырожденности матрицы С. Таким образом, при c2l+ О никакая 
треугольная система Лапно-Данилевского не может быть асимптотически 
эквивалентна системе (I) с матрицей коэффициентов (6).

2. Пусть теперь C21=O. В этом случае из (8 )-(11) получаем

А Д') =  сп /P u  (ZK 

Z21(Z) =  O,

A2(Z)= (2-VC, , + C 22W - S 1) -  2sc,, 1(1)) Д2л-р,, (Z)), (22)

/,,(Z) =  c ,,z /(.vp ,,(Z )).

44



Поскольку C22̂ O (иначе det С =  0), то ограниченность I22 влечет
t
J b22(o)do  -> +  оо при /-> +  оо, (23)
S

а ограниченность In влечет существование такого М>О, что

- j b n (o )d o < M ,V t> s .  (24)
s

Из (23) и (24) следует, что
I'
J (b n  (о ) - Ь и (о))</о-> +  OO при /-*■ +  00.
S

Таким образом, как и в случае C2tzAO, имеет место (для констант сохра­
нены обозначения предыдущего случая) условие (18), а следовательно, и 
соотношение (19). В силу (22) имеем

W  = (¾  + c21{t2 - S 1 )/(2 s)- C11I ( T ) S  си с $ 22(Т)/[1п (Т )) /$ 21(г)-C 0Z11(Z).

Из ограниченности In , It2 и отделенности от нуля detL(t) следует, что 
C22=O. Ho тогда det C =O , что противоречит невырожденности матрицы С.

Таким образом, мы показали, что не существует невырожденной матри­
цы С, для которой матрица (7) являлась бы матрицей Ляпунова, г.е. имеет 
место

Теорема I. Существует такая линейная дифференциальная система (I)  
размерности п=2, для которой ни одна треугольная система JIanno-Данилев­
ского (2) не является асимптотически эквивалентной.

В силу [4] любая функционально коммутативная 2 x 2  матрица имеет вид

E(I) =AD A+g(l)E ,

где А  — постоянная 2 x 2  матрица, E  — единичная 2 x 2  матрица, J  vig  —ска­
лярные действительные функции. (В [4] этот результат получен для комп­
лекснозначных функций, однако, используя те же рассуждения, нетрудно 
доказать его справедливость и для действительных функций и матриц.)

Очевидно, что если F(t) -  функционально коммутативная матрица, то 
для любой невырожденной постоянной матрицы S  матрица S 1 E(I)S также 
будет функционально коммутативной.

Бели собственные числа матрицы А — действительны, то существует не­
вырожденная действительная матрица ,S’ такая, что .St-lAY=Ah где A0 — тре­
угольная действительная матрица. Следовательно, система

dx/dl = F(t)x (25)

с помощью преобразования Ляпунова х =  Sy  приводится к системе

dyJdl= (I(I)A0Sg(I)E)y

с треугольной действительной функционально коммутативной матрицей 
коэффициентов.

Если же матрица Л имеет комплексные собственные числа, то (ель, напр., 
[5, с.257]) существует такая невырожденная постоянная матрица S, что

1 ^  В) _где А й н  — действительные числа, /I АО. Поэтому систе-.Y-1AY =
\  В +

ма (25) с помощью преобразования Ляпунова x=.Yy приводится к системе

( \ f ( t )  + g(t) \ i f( i)
dyjd t = У ■ (26)

- u / ( z )  AJ ( I ) S g ( D )
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Легко видеть, что фундаментальная нормированная при t=s  матрица 
решений системы (26) имеет вид

YU) = exp V / (и/(т)с/тI • ехр( E f  (X f  (т) +  g (x ))dx ),

где V  = Непосредственное вычисление показывает, что

L{t) = exp V / \ i f(x)dx  =
C O S sm J t x f  (x)dx

I ,
— sin  J  l i f(x)dx  COS f  H f  (x)dx

(27)

Таким образом, YU) = LU)Z(t), где Z(t) ~  фундаменгальная нормиро­
ванная при I=s матрица решений системы

dz/dt= (Xfit)jTgU)) Ez.. (28)
Из (27) следует, что L(I) — ортогональная матрица с ограниченной на 

[л', +  м[ производной, поэтому система (26) асимптотически эквивалентна 
диагональной системе (28) с функционально коммутативной матрицей ко­
эффициентов.

Итак, мы показали, что любая система (25) с функционально ком­
мутативной матрицей коэффициентов приводима к треугольной системе с 
функционально коммутативной матрицей коэффициентов. Следовательно, 
если бы для системы (I) существовала асимптотически эквивалентная 
система (25), то для (I) существовала бы и треугольная асимптотически эк­
вивалентная система с функционально коммутативной матрицей коэффи­
циентов. Поэтому, в силу теоремы I, имеет место

Теорема 2. Существует такая линейная дифференциальная система, кото­
рая не приводима с помощью преобразования Ляпунова ни к одной системе с 
(функционально коммутативной матрицей коэффициентов.
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УДК 517.944
А.Г.АЛЕХНО

О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ РИМАНА С КОЭФФИЦИЕНТОМ, ИМ ЕЮ Щ ИМ  
ПРО ИЗВО ЛЬН О Е КОНЕЧНОЕ КОЛЕБАНИЕ АРГУМЕНТА

It is constructed general solution for Riemaim boundary value problem with a coefficient 
discontinuous of the second kind.

Пусть L — вещественная ось, D 1 — верхняя, IJ -  нижняя полуплоскости. 
Исследована краевая задача Римана, состоящая в отыскании функций 
Ф * (г), аналитических соответственно в областях I f ,  непрерывные гранич­
ные значения которых удовлетворяют соотношению

$>+U)=G(t)<b~U)+gU), tS L .  (I)

Заданные функции (7(f) и g( I ) подчинены условиям:
I) (7(f)=exp{ip(f)exp(/ф (/)(}, ф (()£ Н , ip (° ° )= ^ 0 , \p(t)=v+a(l)U+iYl, 

v e R \ { 0 } , a ( / ) G H ,  a ( c o ) = 0 ,  (2 )
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