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УДК 519.872
М. А . MA ТАЛЫ ЦКИЙ

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАМКНУТЫХ СЕТЕЙ  
М АССОВОГО ОБСЛУЖ ИВАНИЯ С П РО И ЗВО Л ЬН Ы М  

ОБСЛУЖ ИВАНИЕМ  ЗАЯВОК В О ДНО Й  И З СИСТЕМ СЕТИ

The steady-state probabilities o f closed queueing networks with an arbitrary message servi­
cing in one system are obtained.

Рассмотрим замкнутую сеть массового обслуживания (СМО), которая 
состоит из /г-1 однолинейных. CMO A1,A2,...,A^ 1 с экспоненциальным
обслуживанием со средними р ”1, г =  I,л — I. В системе An обслуживание 
предполагается произвольным с функцией распределения (ф.р.) времени 
обслуживания заявок Bn(I). Дисциплины обслуживания в системах сети — 
FIFO. В [I] доказано следующее утверждение: пусть G(t) — ф.р. времени 
ожидания в однолинейной СМО, тогда вероятность того, что по истече­
нии времени Г) обслуживание заявки еще не будет завершено, равна

CO / с о

ф(Г)) =  J u  — G(t)\dt /  J | I — G(t)\dt. Из данного утверждения следует, что 
л /  о

если заявка находится на обслуживании в системе А,„ то ф.р. времени, 
оставшегося до конца ее обслуживания, определяется по формуле

п
5 Jdl ) =  F „ / [ 1 - Bll(T)Kt, (I)

о
где р„ — интенсивность обслуживания заявок в системе А„. Пусть k(t)=
=(Icl(I)Jc2G) k„(t)), где Icl(I) -  число заявок в /-Й CMO в момент времени t,
Pni —  вероятность перехода заявки после обслуживания в системе А„ в сие-

Л~1
тему Sh J p ni = I. Пусть P(Ie) — вероятность состояния к  в стационарном

I
режиме, P 1(Ic) — вероятность состояния к  в сети в любой момент времени, 
непосредственно следующий, после перехода некоторой заявки из одной 
CMO в другую.

Будем считать, что выполняется следующее предположение [2]: если 
сеть открыта, распределение состояния сети P1(Ic). учитывающего только 
остальные заявки (кроме той, которая переходит из одной CMO в другую), 
совпадает со стационарным по времени распределением P(Ie). если сеть 
замкнута, то распределение состояния сети, учитывающего только осталь­
ные заявки, совпадает со стационарным по времени распределением со­
стояния сети с уменьшенным на единицу количеством заявок. Из него сле­
дует, что для замкнутых сетей Р1(к)=Р(к).

Теорема. Справедливо следующее соотношение:

P(k)  =  linJ P ( k 0) J p , J  Р(к(() +  Г} — 0) +  Jn — I t / к 0)\\ — Bn (Г)) ]г/г), (2)
к„ i= I О

где Ii — вектор размерности п с нулевыми компонентами, за исключением 
/-Й компоненты, которая равна I; rj — время между моментами выхода 
заявки из системы An и моментом последнего перехода некоторой заявки из 
одной CMO в другую, который произошел непосредственно перед ним,
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этот момент обозначен через 0, Ar(O)=Ar0, вероятность Р(к(<д+ц—0)+In- I J k a) 
совпадает с вероятностью состояний экспоненциальной сети с р„=0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Аг(04г|+О)=Аг(04т| — 0 ) + 1 - In, то по фор­
муле полной вероятности имеем

Я—I

Р(Аг(0 +  Т) +  0)/Аг0) — ^ ^9+т]—о)+/,<1(е+т]+о)-^(^(® й — ^  ~  ^ i Ik J
(=1

где Pkion1 ил/.. -/, ,ноHjю) есть вероятность перехода сети из состояния
/с(0+т]—0 )+ /л—/; в состояние /с(0 +т) —0) (вероятность перехода заявки после 
завершения обслуживания из системы Sn в систему .Vi), т.е. раина р ш. Веро­
ятность Р(Аг(04т]— 0)+/„—IJk0) совпадает с вероятностью состояний экспо­
ненциальной сети с IUjj =  O, поскольку за время (г) —0) обслуживание заявки в 
системе S11 не завершится. Применяя опять формулу полной вероятности, 
получаем

р (/с (0 + г,+ о ) )= ^ P i k 0 ) §  р , А к (о + г] -  о )+ /  -  /,.i k )■
К i-I

Усредняя это соотношение пот) с учетом (I), будем иметь
Я—I оо Г)

Р(Аг(0 +  0)) =  \хп ̂ Р (к0 PnJ  Р(Аг(0 +  Г) -  0) +  I n -  I J k ^ d  J f l  - B n (x)]dx,
/= 1  о о

откуда следует (2).
В [3] разработан метод последовательных приближений для нахождения 

вероятностей состояний марковских сетей в /тобой момент времени L Его 
можно использовать при получении приближенных соотношений для веро­
ятностей P(Ic). Пусть Рт(к) — приближение для P(Ar), полученное на т -й 
итерации. Используя для m-го приближения вероятности Р(к(0+Г]~0)+1п~  
- I J k 0) указанный метод [3 j при р„ =  0 и при условии /с(0) =  Ar0, получим 

—  03 00 
pJ k ) = P(/co > S P' " S % {к + 1» ~ 7/ A c  =  0 ) / i f  [I - P w(Tl)Wr).

kQ /=1 у—0 0
Нахождение величин a,,Jk+ 1 —IJ k 0, ц„ =  0) рекуррентным образом подроб­
но описано в [3]. Поскольку

00 I “ т.
J  V f l  -  Р„(г))]Рг] =  у г г / r\M dB„ (Ti) =
0 ■ ' о  -I

где ntj —j -й начальный момент случайной величины с ф.р. Р„(г)), то послед­
нее соотношение принимает вид

и —I V t щ

/ >. < «  =  (‘. Е № . ) Б л . - 2 “ . № +  / . - Т Л . к  = 0 ) 7 f | -  (3)
I tc 1= 1  T = о  ■/

Рассмотренные примеры показали, что выражение (3) является хорошим 
приближением для стационарных вероятностей состояний P(Ar) уже при 
небольших значениях т.
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