
7V"ax =  2л, 7V"iid =  Зл/2, т.е. по скорости сходимости алгоритм (2) занимает
промежуточное положение. Распространяя его на случай вращения трех­
мерного вектора ^ ¾ ,¾ ,¾ ), получим рекуррентные соотношения для со­
ставляющих X^yhZi :

X j ' 4 а,.С, В. x t-t
У/ = -O 4Bi A1 0 Г/-1

-z K . - P A

I R з» -Ь ■ . V i .

Здесь а,- и P,■ — операторы поворота; Ai =  I - K iI '11; Bi =  2"'; Ci =  2 ‘—К,2'ъ; Di =  2 2';

K i = I 2t- T y j i i i -V ;  i = 17«.
Для вьшолнения алгоритма (4) необходимо 5(л+1) операций сдвига и 

5 (и + 1) операций суммирования. Это в 1,6 раза меньше числа операций, что 
требуется при выполнении алгоритма [I].

На ЭВМ  было проведено исследование точностных характеристик алго­
ритмов применительно к вычислению модулей векторов R(xb,y0) и 
R(XuJ thZn)- Эксперименты для различных значений их составляющих выя­
вили существенные точностные преимущества способов кругового враще­
ния векторов по отношению к способам их псевдоврашения. Так, для алго­
ритма [2] относительная погрешность вычисления модуля вектора R(x,„y0) с 
проекциями =  4, уи = 3 составила на 16-й итерации IO'8, а для алгоритмов 
[I] и (2) — IO 10, IO'9. Однако по затратам оборудования методы кругового 
вращения сложнее методов псевдовращения. Эффективна их реализация в 
виде специализированных БИС- или СБИС-процессоров, например, на 
базовых матричных кристаллах, которые могут быть использованы в каче­
стве сопроцессоров к серийно выпускаемым микропроцессорам или ариф­
метических устройств для специализированных ЭВМ и цифровых процес­
соров сигналов. Для повышения помехозащищенности и отказоустойчиво­
сти специализированных процессоров целесообразно применять модуляр­
ные системы счисления. Эти системы позволяют обнаруживать и исправ­
лять ошибки как при хранении и передаче числовой информации, так и 
при ее обработке. Производительность соответствующих процессоров со­
ставляет IO7 операций в секунду при обеспечении получения функцио­
нальных значений с частотой 50 МГц [3].
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УДК 517.9
И. В. КАШНИКОВА

АП П РО КС ИМ АЦ И Я РЕШ ЕН И Й  СТОХАСТИЧЕСКИХ 
ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ ЬН Ы Х УРАВНЕНИЙ ИТО РЕШ ЕН И ЯМ И  

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫ Х

The approximation o f solution of stochastic differential equation in Ito’s form is considered.

На основе аппарата алгебр обобщенных случайных процессов в статье
[I] предложена методика аппроксимации решений стохастических диффе­
ренциальных уравнений. В данной работе с помощью этой методики ис­
следуется вопрос аппроксимации решения стохастического дифференци­
ального уравнения вида:
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X(Z,w) =  x0 +  (.ojY('CX(.y,w))a^(.v,w) +  /,^ ,X ( .y ,w )) iv , X0 О)
О о

где /  (.?, и) E i C l i R 2) ,  g(s,u) G C 1b IR 2) , а стохастический интеграл понима­
ется в смысле Ито. (Доказательство существования и единственности реше­
ния уравнения (I) см., напр., в [2, с. 271].)

Пусть
1/и  1/И1/Л

B„(t,w ) =  f  B (t + u ,w)pn(u)du , f n(t,x) = f  f f ( t  + u , x + v ) p n(u,v)dudv,
О 0 0

l/nl/n
gn(t ,x )  = J  J g(t +  u ,x  +  v)p„(u,v)dudv,

0 0

где р„(м), p n(u,v) — стандартные “шапочки” [3].
Рассмотрим 0=t0<tY<...<tm=a — разбиение отрезка 7’=[0,д]. Без ограниче­

ния общности будем считать, что tk—tkA=h„, Ic=I,...,т.
Решение уравнения (I) будем аппроксимировать решением конечно- 

разностного уравнения с осреднением:

U n(t+hn, w) -  Xn (t, w)= f„(t, Xn (t, w))\Bn (t + hn, w) -  Bn (t, w)\+ g„ (/, X n (t, w))hn

\ X J \ 0  Ji„] = XQn(t,w).

Подобные исследования проводились в работах [4], [5] и оказалось, что 
существенную роль играет зависимость между Iin и 1/и. Для решения сто­
хастического дифференциального уравнения вида:

t i
X{t ,w ) = x 0 + ( I ) $  f{X (s ,w ))d B {s ,w )-1- fg ( s ,w )d v  

о о
и решения соответствующего конечно-разностного уравнения аппроксима­
ция достигается при I /  и =  о(1г). В данной работе такая опенка получена 
для более широкого класса уравнений.

Теорема I. Пусть Yn(t,w) — решение конечно-разностного уравнения с 
запаздыванием:

w))[5e ( f+ ^ , w ) - 4 ( r , W)) ,̂,

j  Yn/[ -h n,hn]=X0n(t,w), 

тогда справедлива следующая оценка:

supE\X{t,'w) — Yn{t,w)^ < с sup Е\х{)- X 0n((Z,w)| +chn + c / ( n h n) , 
i&t

где X(t,w) — решение стохастического дифференциального уравнения (I). 
Теорема 2. Если Xn(t,w), Yn(t,w) -  решения задач (2) и (3) соответственно, то

supE\Xn( t , w ) - Y H(t ,w ) f  < chn + с /  (nh; ). .
/ЕГ

Следствие. Пусть и->°° Hn->0 так, что 1/и =  o(hn) и sup I^x—XQn{t,w f  ->0,

тогда решение конечно-разностного уравнения (2) аппроксимирует реше­
ние стохастического дифференциального уравнения (I), т.е.

s u p X ^ ^ W ) - X n(Z, w)|2 -> 0 . 
ter
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УДК 519.872
М. А . MA ТАЛЫ ЦКИЙ

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАМКНУТЫХ СЕТЕЙ  
М АССОВОГО ОБСЛУЖ ИВАНИЯ С П РО И ЗВО Л ЬН Ы М  

ОБСЛУЖ ИВАНИЕМ  ЗАЯВОК В О ДНО Й  И З СИСТЕМ СЕТИ

The steady-state probabilities o f closed queueing networks with an arbitrary message servi­
cing in one system are obtained.

Рассмотрим замкнутую сеть массового обслуживания (СМО), которая 
состоит из /г-1 однолинейных. CMO A1,A2,...,A^ 1 с экспоненциальным
обслуживанием со средними р ”1, г =  I,л — I. В системе An обслуживание 
предполагается произвольным с функцией распределения (ф.р.) времени 
обслуживания заявок Bn(I). Дисциплины обслуживания в системах сети — 
FIFO. В [I] доказано следующее утверждение: пусть G(t) — ф.р. времени 
ожидания в однолинейной СМО, тогда вероятность того, что по истече­
нии времени Г) обслуживание заявки еще не будет завершено, равна

CO / с о

ф(Г)) =  J u  — G(t)\dt /  J | I — G(t)\dt. Из данного утверждения следует, что 
л /  о

если заявка находится на обслуживании в системе А,„ то ф.р. времени, 
оставшегося до конца ее обслуживания, определяется по формуле

п
5 Jdl ) =  F „ / [ 1 - Bll(T)Kt, (I)

о
где р„ — интенсивность обслуживания заявок в системе А„. Пусть k(t)=
=(Icl(I)Jc2G) k„(t)), где Icl(I) -  число заявок в /-Й CMO в момент времени t,
Pni —  вероятность перехода заявки после обслуживания в системе А„ в сие-

Л~1
тему Sh J p ni = I. Пусть P(Ie) — вероятность состояния к  в стационарном

I
режиме, P 1(Ic) — вероятность состояния к  в сети в любой момент времени, 
непосредственно следующий, после перехода некоторой заявки из одной 
CMO в другую.

Будем считать, что выполняется следующее предположение [2]: если 
сеть открыта, распределение состояния сети P1(Ic). учитывающего только 
остальные заявки (кроме той, которая переходит из одной CMO в другую), 
совпадает со стационарным по времени распределением P(Ie). если сеть 
замкнута, то распределение состояния сети, учитывающего только осталь­
ные заявки, совпадает со стационарным по времени распределением со­
стояния сети с уменьшенным на единицу количеством заявок. Из него сле­
дует, что для замкнутых сетей Р1(к)=Р(к).

Теорема. Справедливо следующее соотношение:

P(k)  =  linJ P ( k 0) J p , J  Р(к(() +  Г} — 0) +  Jn — I t / к 0)\\ — Bn (Г)) ]г/г), (2)
к„ i= I О

где Ii — вектор размерности п с нулевыми компонентами, за исключением 
/-Й компоненты, которая равна I; rj — время между моментами выхода 
заявки из системы An и моментом последнего перехода некоторой заявки из 
одной CMO в другую, который произошел непосредственно перед ним,
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