
Пусть теперь подформация Ap Л lfonnp( G ) дополняема в Iformp(Cr). 
Тогда в Iformp(Cr) найдется такая подформация Z  что Ifomijp(Cr) =  
=  1опп((Лр Л Ifonnp(Cf)) U Z ), (Afi П Ifomip(Cf)) U Z =  (I).

По лемме I,
i t (Ap П Jfonn77(Cf)) D it (Z) =  0 .

Следовательно,
a (Ap П lfonnp( Cf)) D а  (Z ) = 0 .

Применяя лемму 2, имеем
Ifonn7XCf) =  fonn((Ap П Lformfi(G )) U Z ) =

=  (A p П Iformp(Cf)) X Z Q iA p П Iibrmp(Cf )) X (Ар, П Ifonnp(Cf)).
Обратное включение очевидно. Итак,

Iformp(Cf) =  (Ap П Iformp(Cf)) X (Лр, Dlform p(Cf)).
Tеорема доказана.
Следствие \7,8]. Тогда и только тогда насыщенная формация нильпо- 

тентна, когда в ней дополняемы все подформация вида Ap.
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УДК 517.925.6
Г. С. СТЕПАНОВА

O НЕЛИНЕЙНЫ Х СИСТЕМАХ ВТОРОГО ПОРЯДКА  
БЕЗ П О ДВИ Ж НЫ Х М НОГОЗНАЧНЫ Х ОСОБЫ Х ТОЧЕК

In this work lor solutions o f the special nonlinear second-order systems of differential equa
tions the necessary and sufficient conditions are obtained for the case when the movable critical 
singularities are absent.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений
x = R ( t ,x ,y ) ,  m
y = Q ( t ,x ,y ) ,

I  i?l

где R  = ^ P j ( t , x ) y J , Q = ^ ,q j ( t , y ) x J , (2)
7=---0 ___  7=0 ____

Pj ( t , x)  ( /  =  0,/) и cjj(t ,y) ( j  = 0,m) -  функции, рациональные но x  я  у  
соответствегпто и аналитические по /.

Найдем необходимые условия отсутствия подвижных многозначных 
особых точек у решений системы (I), т.е. условия принадлежности данной 
системы к системам Р-типа.

Предположим, что функция R  имеет полюс порядка к  относительно х, Q — 
полюс порядка п относительно у. Тогда в окрестности полюсов имеем:

Ri (б л, у) ч Q1V, х , у)—  --------- - ,  Q (t,x ,y ) = — --------- -
[* -« (* )]*  [л -/;(/)]"

где R 1, Q1 — функции, аналитические по I, х  и у.
Введем параметр X следующим образом:

x = a ( t )  + K‘+]X , y = b ( l )  + l k+lY , t = tn + X"+Wc+nT. (4)
Тогда система (I) с учетом (3) и (4) примет вид
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X k

d X  _  R1 (Z0 +  Х"+1)|*+1)Г, o(z0 +  К"+ ш +l)T)  +  X"+IX, /;(..) +  X*+17 ) 
l f ~

d Y  
d T

- a'(t0 + \ i,,+1)(k+l)T ) \ ki"
Q1 (Z0 +  X"+l)iM)T, a ( . . )  + X"+1X, A(..) +  Xk+1Y)  

—

(5)

- Ь ' и 0 + \ {,,+ш+1)Т ) \ ”{ М \  
где a \ b '— производные функций о и h no t.

Положив в (5) X=O, полудим упрощенную систему

d X  _  R1Q0, a(t0),b(t0))

Откуда

d T  X k
d Y  _  Qi (Z0. Q(Z0), A(Z0))
d T  7"

(6)

(7)
X  =  к^ ( к  +  DR1U0, a(t0) ,b y 0))T  +  C1,
Y  = " ^ ( п  +  1)(¾ (Z0, o(Z0), b{t0))T  + C2,

где C1, C2 — произвольные постоянные.
Функции X  и 7  не будут иметь подвижных многозначных особых точек 

только при к =zIi==O.
Таким образом, доказана
Теорема I. Для того, чтобы система (I) была системой без подвижных 

многозначных особых точек, необходимо, чтобы функции PjU,х) (j  = 0,1) и 

чМ,у) (./ =  0, от) из (2) являлись полиномами по х  и у  соответственно.
Далее перейдем к рассмотрению системы (I ) при 1=т—I, т.е.

Г X =  P U ,x)  + yQU,x),  ,о,

где Р ,QfRtS  — полиномы степеней от,, тъ п ь п2 по х  и у  соответственно. 
Пусть

P  =  ащ (/)+ .. .+O0(Z)Xra' , Q =  bnh (Z)+.. .+A0(Z)X'"2,
R  =  сЯ1 (Z)+.. .+C0(Z ) /1, S  = d„2 (Z)+.. .Trf0(Z)/* •

Обозначим W=InaxJwbOT2), zi=max{/ib/i2}. (Ю)
Справедлива следующая
Теорема 2. Для того, чтобы система (8) была системой Т-типа, необхо

димо, чтобы она имела вид

\ х  = O2(Z)To1(Z)XTo0(Z)X2 + / A 2(Z)T A1(Z)X+ A0(Z)X2),
[у =  C2 (Z) +  с, У)у  +  C0 U )У2 +  x(d2 (Z) +  U1 У )у  +  d0 (Z) / ) .  

Доказательство проведем при помощи метода малого параметра Пенлеве. 
Перепишем систему (8), учитывая (9) и (10):

(9)

( И )

т
X = ^ j o 2(Z)T bjU )y \xn

J= О

У =  2 [ c /Z )  +  / ( Z ) x ] /  J ,
( 12)

J= о
причем в системе (12) при InlY m 2, HlY n 2 для коэффициентов имеем сле
дующие возможности:

а) если Ot=Ot 1, то Aj=O, 0<у<от,—от2—I,
б) если Ot=Ot2, то Oj= 0, 0< /< от2—Ot1- I ,
в) если/I=Zi1, то dj=0, 0< ./<и ,—л2—I ,
г) если H=Ii2, то с/=0, 0<./<712—п ~  I .
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П усть
X  Y  

х  - — , У  =  1 =  +  К Т ,
Xp К

где целы е неотрицательны е числа р, q и  г  пока н е  определены .
Д ал ее  возм ож ны  следую щ ие случаи:
I. h i= hi,, H=H,. Тогда система (12) в новы х перем енны х прим ет вид

(13)

(14)HY
-  =  C j nW +4"-'++..Mcn „ К + d  „ X ) Y W - p+4"-”+ + . . + { c V + d t,X jK -p+q.'• Щ ~l,2 ~h i i

В о зь м е м P = H 1- 1, q = m x— I, T=(ZH1-I)(AZ1- I )  (считаем  /H1M , H1M ).
П ол ож и в  X=O, получим  уп рощ енную  систем у

а I
О тсю да, дл я  того чтобы  уравнения п ол уч ен н ой  системы  бы ли уравне

н иям и Zj-THna, н еобход и м о , чтобы  /и ,< 2 , н ,< 2 .
2. » i= m „  H=H2 П ол ож и м  числа /Z=H2- I , q = m x—2, т = (и 2—1)(/и,—I) (счита

ем  /н ,> I , н2М ). Тогда упрощ енная система, соответствую щ ая систем е (12), 
запиш ется так

tXL  для /и ,>2 и
-— = d r)(t0) X Y ' \  
d l

dX  .
- = O 0(Ia) X  ,
44, ДЛЯ ZHj=2.
—  = X ( d 0(t0) Y '^ + . . .+ d ,M h

О тсю да, оч еви дн о, н еобход и м о , чтобы  /и ,< 2 ,  и2< 2 .
3 . Hi=IH2, и = Я |. Э тот случай сводится к случаю  2 перестановкой  х  и  у.
4.  Hi=Hi2, H=H2. (Здесь возможно т х= т ъ  H1=H2.) В озьм ем  р  =Zi2—2, q = m 2—2, 

r=(/H2—l)(H 2—l ) —I, е с л и и 2> 2  и  /н2>2, и л и / /= ^ = 1 , г = 2 , если  Hi7=H1= I .  В этом  
случае уп р ощ ен н ая  систем а прим ет вид

—  = b a(t0)YXm\  
dT  0 0  
dY
—  =  d M ]) X Y ' \  
d l

И склю чив и з систем ы  п ер ем ен н ую  У, н аходи м  ограничение и2< 2 . А на
логи чн о, исклю чая X, получаем  /н2<  2.

Д ля того чтобы  доказательство теоремы  бы ло полны м , остается р ассм о
треть случаи ;и={0,1}, н ={0 ,1}.

а ) . П усть Hi=O, тогда систем а (12) прим ет вид

X =  a0(t)  +  bn(t)y .

y - ' ^ l [cA t '>+ d A O x \y ”"J.
j= o
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отсюда необходимо, чтобы п<2.
б). Пусть /я=1, тогда система (12) запишется так

x = a n(t) + al(t)x  + (b0( t )+ b l(t)x)y,
П

' У= ^ [ c j U )  + d j ( t ) x \ f ~ J.
J=о

Исключая переменную у, находим условие на степень к. п < 2.
Случаи н=0 и я=1 сводятся к рассмотренным перестановкой х и у. В ре

зультате получаем т < 2.
Итак, теорема доказана.
Заметим, что доказательство теоремы 2 можно провести, сведя систему

(8) к одному уравнению второго порядка и воспользовавшись результатами 
Пенлеве [I].

Рассмотрим систему (11), исключив из нее переменную у, получим 
дифференциальное уравнение

х  — L ( l ,x )x 2 + N ( t , x ) x + M ( t , x ) ,  (15)
где

Ц { M 0  +  cq (0  +  (2 b{)(t) +  d (j( t ) )x

B ( t , x )

N ( t , x ) =  H1(Z) +  C1 (/) +(2(2(,(/1) +  */n(Z))x +  [/i2(Z) +  b[{ t )x +  Z>0 (Z)x2 —

-  ( a2(t)  +  H1 (O x +  o0(Z)x2)(/ij (Z) +  c0(/) +  (2/¾( 0  +  fif0(Z))x)j /  B(t ,  x) ,

M(t, x ) = a'2 ( I ) + a\ (Z )x + a'Q (t)x2 + ( q-, (Z) +  d2 (Z)x)( b2 (Z)+ Zi1 ( t )x+ Zi0 (t)x2) —

- ( C 1(Z) +  ¢/] (Zjx)^H2 ( I ) + a | (Z )x + H 0 (/ )x 2 j  +  ( C0 ( Z )+ c/0 ( Z )x )^  я2 ( Z)  +  ̂ 1 ( Z )x + A0 (Z )x2)  ~ -

—( b2 (Z) +  b[ (Z)x+ Zi0 (Z)x2 )(H2 (Z) +  H1 (Z)x+ a0 (Z)x2) /  /1( Z, x).

B ( t , x ) — /¾ ( Z ) +  Zj1(Z)X +  /i0 (Z)x 2.

Для уравнения вида (15) необходимые и достаточные условия отсутст
вия подвижных многозначных особых точек известны (см., напр., [2, с.426]).

Заметим, что из вида функции Z(Z,x) следует, что шестое уравнение 
Пенлеве не входит в класс уравнении Д-типа, описываемых уравнением 
(15), а следовательно, и системой (11). J

Предположим, что эти необходимые й достаточные условия для уравне
ния (15) выполнены. Тогда и у-компонента решения системы (11) в качест
ве своих подвижных особых точек может иметь лишь полюсы, т.е. будет 
обладать P- свойством.

Заметим, что для уравнений Пенлеве P2—P5 построены эквивалентные 
системы вида (11) [3].

Таким образом, ваш система (11) является системой P-типа, то она ин
тегрируется либо в элементарных, либо в известных классических трансцен
дентных функциях, либо в функциях, являющихся решениями уравнений Пенлеве ■
P2-Ps-
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Исключив переменную у, получим уравнение
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