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The methods of estimation of generalized splines are given.

Введение. Пусть наблюдения у-, в моменты времени ti} /=1,...,л, опи
сываются сплайном т-го порядка дефекта k

с узлами в точках t*, Z = I,..., N  — I [ I ].
Здесь с,„ v=0,. ..,т, и а,ц, /=1,...,Л/-1, /= 0 ,...,^-1 , -  неизвестные пара

метры; Ui, 1=1,...,п, -  независимые случайные величины с нулевым сред
ним и неизвестной дисперсией о2 (0<ст2<+оо);

Дефект k означает, что сплайн (I) имеет непрерывные производные во 
всех точках до (m - k ) порядка включительно.

Для оценки неизвестных коэффициентов модели (I) можно использо
вать метод наименьших квадратов. При kE.{ 1,2,...} модель (I) не позволяет 
адекватно описывать результаты некоторых экспериментов, в частности, в 
математической физике [2].

Обобщенные сплайны. Обобщенным сплайном m-ro порядка дефекта 
k будем называть сплайн (I) при условии, что значения (А+1 )-ых произ
водных в узлах tt , Z = I,..., N  — I , для соседних полиномов могут отличать
ся на величину V,  где v -  в общем случае случайная величина с матема
тическим ожиданием г и дисперсией 1P2. Подобно J3] можно показать, что 
при г= 0 и 1P2̂ Q  обобщенный сплайн дефекта k превращается в обычный 
сплайн дефекта (/г-1), а при lA72-̂ -Tco получаем обычный сплайн дефекта /г.

Таким образом, обобщенный сплайн дефекта k является промежуточ
ным звеном между обычными сплайнами дефектов k  и (/г-1), что позво
ляет строить сплайновые модели, адекватно описывающие результаты 
более широкого класса экспериментов.

Для оценивания методом наименьших квадратов неизвестных коэффи
циентов cv, v=0,...,т; a-tj, /= 1, . . . , / / -1, /= 0 ,...,^ -1, обобщенного сплайна 
дефекта k предлагается минимизировать выражение
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P = m i n b  + - ^ - ^ ^ !  - (m — ,feЧ-1)!— г)21 (2)
С у 'в ц  [  г р  /= [ J

/  \ 2 

где Q =  J  У; -  J av{h -  t j  -  j  J t aIjih ~  t*)"1 Ч  - Обоснование фор-
/=1\ =̂O 1=1/=0 + /

мулы (2) приводится методом, предложенным в [4J.
Таким образом можно получить обобщенные сплайны дефекта при

ближающиеся к обычным сплайнам дефекта & или (/г-1) в зависимости от
о 2

задаваемого значения —5-.

При неизвестном расположении узлов /; , г = I,..., N  — I , их поиск 
можно осуществить одним из методов, изложенных в [4-7].

Результаты численных экспериментов. В таблице приведены ре
зультаты численных экспериментов при следующих исходных данных: 
^= (/-1 )-0 ,1 , I=I,...,п, /*=3,9, N=2, «=60, т=3, k=2, C0=5, Ci=4, с2= -3 , 
с3=2, а 10=—I, ац=0,5. Значения I=I,...,п, генерировались с помощью 
стандартной программы GAUSS при о=0,5, и далее y t, 1=1,...,«, вычисля
лись по формуле (I). Каждый эксперимент воспроизводился 50 раз при 
различных выборочных значениях щ, I=I,...,п. Средние по всем экспери-

2
Л? I А ^ментам значения S = P при различных отношениях —g приве

дены в таблице. В таблице также приведены усредненные значения
Ло I Л Лл I Л
S =  с Q и S  = - rQ  , вычисленные для обычных сплайнов

( я - б )  ( л - 5 )
дефекта k=2 и k=\  соответственно.

Опенки неизвестных параметров для обычных и обобщенных сплайнов
„ л

а  j -ф S c O 4 0Z Я10 a U

5,0 4,0 -3,0 2; 0 -1,0 OfS

0,001 0,247 5,24 3,63 -2,88 1,99 -0,62 -0,34
0,01 0,246 5,25 3,66 -2,88 1,99 -0,62 -0,33
0,1 0,252 5,25 3,63 -2 ,86 1,98 -0,65 -0,17
1,0 0,296 5,31 3,38 -2,71 1,96 -0 ,84 0,45

10,0 0,273 5,33 3,35 -2 ,70 1,96 -0,84 0,50
100,0 0,250 5,34 3,34 -2,68 1,96 -0,84 0,50
1000, 0,256 5,31 3,38 -2 ,70 1,96 -0,85 0,50
k = 2 0,247 5,24 3,36 -2,88 1,99 -0,62 -0,34
k = l 0,256 5,27 3,52 -2,81 1,98 -0,72 -
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