
18

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Калитин БС. Устойчивость некоторых дифференциальных 
уравнений четвертого и пятого порядков. Журнал Белорус­
ского государственного университета. Математика. Ин­
форматика. 2019;1:18–27.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2019-1-18-27

F o r  c i t a t i o n:
Kalitine BS. Stability of some differential equations of the 
fourth-order and fifth-order. Journal of the Belarusian State Uni­
versity. Mathematics and Informatics. 2019;1:18–27. Russian.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2019-1-18-27

А в т о р:
Борис Сергеевич Калитин – кандидат физико-математиче-
ских наук, доцент; профессор кафедры аналитической эко-
номики и эконометрики экономического факультета.

A u t h o r:
Boris S. Kalitine, PhD (physics and mathematics), docent; pro-
fessor at the department of analytical economics and economet-
rics, faculty of economy.
kalitine@yandex.by

УДК 517.925

УСТОЙЧИВОСТЬ  НЕКОТОРЫХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  
УРАВНЕНИЙ  ЧЕТВЕРТОГО  И  ПЯТОГО  ПОРЯДКОВ

Б. С. КАЛИТИН 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследуются задачи устойчивости нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений методом знако-
постоянных функций Ляпунова. Выделены типы скалярных нелинейных дифференциальных уравнений четвер-
того и пятого порядков общего вида, для которых определены знакопостоянные вспомогательные функции. Для 
таких уравнений получены достаточные условия устойчивости в целом. Результаты совпадают с необходимыми 
и достаточными условиями в соответствующем линейном случае. Отмечаются преимущества в использовании 
знакоположительных функций по сравнению с классическим методом применения определенно-положительных 
функций Ляпунова. 

Ключевые слова: скалярное дифференциальное уравнение; равновесие; устойчивость; знакопостоянная функ-
ция Ляпунова. 
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The article is devoted to the study of the problem of stability of nonlinear ordinary differential equations by the me-
thod of semi-definite Lyapunov’s functions. The types of fourth-order and fifth-order scalar nonlinear differential equations 
of general form are singled out, for which the sign-constant auxiliary functions are defined. Sufficient conditions for stability 
in the large are obtained for such equations. The results coincide with the necessary and sufficient conditions in the corre-
sponding linear case. Studies emphasize the advantages in using the semi-positive functions in comparison with the classical 
method of applying Lyapunov’s definite positive functions. 
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Введение
Устойчивость решений скалярных дифференциальных уравнений четвертого порядка рассматри-

валась в работах А. И. Огурцова [1-3]. Подробное изложение и анализ этих результатов содержатся 
в монографии [4]. Работа [5] посвящена исследованию устойчивости решений скалярных дифферен-
циальных уравнений пятого и шестого порядков. Во всех этих публикациях представлено решение за-
дачи об устойчивости в целом (глобальная асимптотическая устойчивость) с использованием прямого 
метода Ляпунова [6], подразумевающего построение определенно-положительной функции V с непо-
ложительной производной по времени V. Критерием качества полученных достаточных условий устой-
чивости в целом (а именно оценка близости достаточных условий к необходимым) служит тот факт, 
что в соответствующем линейном случае такие условия являются необходимыми и достаточными для 
асимптотической устойчивости. В работах [7, гл. 2; 8; 9] решается задача об устойчивости равновесия 
скалярных дифференциальных уравнений второго и третьего порядков на основании теории знако-
постоянных функций Ляпунова [7].

Предлагаемая статья является продолжением исследований [7–9] для скалярных нелинейных диф-
ференциальных уравнений четвертого и пятого порядков. 

Пусть Rn – вещественное n-мерное евклидово пространство со скалярным произведением ⋅  и нор-
мой ⋅ = ⋅ ⋅, . Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

 � �x f x x fn= ( ) ∈ ( ) =, , ,0 0  (1)
где f n n:  →  – непрерывная функция, удовлетворяющая условиям, обеспечивающим единствен-
ность решений в пространстве Rn. Решение (1), проходящее через точку x0 ∈ Rn в момент времени t = 0, 
будем обозначать x x t0, ,( )  т. е. x x x0 00, .( ) =  Система (1) обладает тривиальным решением x = 0. 

Напомним следующие понятия и определения теории устойчивости [10, с. 18–20]. Решение x = 0 
системы (1) является: 

 • устойчивым, если ∀ >( ) ∃ = ( ) >( ) ∀ ∈( ) ⇒ ( ) < ∀ ≥e d d e ed0 0 00 0x B x x t t, ;
 • притягивающим, если ∃ >( ) ∀ >( ) ∃ >( ) ∀ ∈( ) ⇒ ( ) < ∀ ≥s a as0 0 0 0 0T x B x x t t T, ;
 • асимптотически устойчивым, если оно устойчивое и притягивающее; 
 • устойчивым в целом, если оно асимптотически устойчиво и для всех x0 ∈ Rn решение x x t0 0,( ) →  

при t → +∞;
 • неустойчивым, если ∃ >( ) ∀ >( ) ∃ ∈( ) ∃ ≥( ) ⇒ ( ) ≥∗ ∗e d ed0 0 00 0x B t x x t, .

Пусть R+ – множество неотрицательных действительных чисел, C n1
 , +( ) – множество непрерывно 

дифференцируемых функций из Rn в R+. Если V C n∈ ( )+1
 , , то через 

V x
dV x
dt

V x
x

f x0
0 0

0( ) =
( )

=
∂ ( )

∂
( ),

обозначают производную по времени функции V в силу системы (1) в точке x0. 
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На основании теорем 3.3.2 и 3.3.3 [11, с. 151-152] о глобальной асимптотической устойчивости ком-
пактного положительно инвариантного множества динамической системы сформулируем соответствую-
щее утверждение относительно свойств устойчивости нулевого решения системы дифференциаль ных 
уравнений (1). 

Теорема 1 [11, с. 151-152]. Предположим, что для системы (1) существует функция V C n∈ ( )+1
 ,  

такая, что: 
1) V x x Vn( ) ≥ ∀ ∈ ( ) =0 0 0 , ;
2) � �V x x n( ) ≤ ∀ ∈0 ;
3) множество Y x V xn

∞ = ∈ ( ) ={ }� �: 0  не содержит ограниченных отрицательных полутраекто­
рий, кроме нулевой; 

4) все решения системы (1) ограничены при t ≥ 0. 
Тогда решение x = 0 системы (1) устойчиво в целом. 

В исследованиях, проводимых ниже, понадобится также следующая лемма. 
Лемма. Пусть задана система дифференциальных уравнений x Ax f t= + ( ), где A - постоянная 

n × n­матрица; f n: 

+ →  – непрерывная функция. Предположим, что: 
1) все характеристические корни l j A( ) матрицы A имеют отрицательные действительные час­

ти, Re ,l j A j n( ) < =0 1, ;
2) функция f t( ) ограничена при t ≥ 0. 

Тогда все решения системы x Ax f t= + ( ) ограничены при t ≥ 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного решения x t x x( ) ( ) =, ,0 0  заданной системы дифференциаль-

ных уравнений при t > 0 справедлива формула [12, с. 193]

x t e x e f s ds tAt A t s
t

( ) = + ( ) >-( )∫0
0

0, .

Отсюда можно записать неравенство для нормы решения: 

x t e x e f s ds tAt A t s
t

( ) ≤ + ( ) >-( )∫0
0

0, .

Заметим, что для нормы матрицы имеет место следующая оценка: e NeAt t≤ -a , t ≥ 0 [13, с. 282], где 
N > 0, 0 < < - ( )( )a lmax Re .

j j A  Кроме того, по предположению ограниченности вектор-функции f t( ) 

существует число M > 0, для которого f t M( ) ≤  при всех t ≥ 0. В результате для решения x t( ) полу-
чаем оценку в виде

x t Ne x NM e ds Ne x NM e tt t s
t

t t( ) ≤ + = + -( ) >- - -( ) - -∫a a a a

a0
0

0 1 0, .

Это и доказывает ограниченность решения x t( ).
Теорема 1 и лемма будут использованы для решения проблемы Айзермана (см. [4]). 
Пусть x t( ) x :  

+ →( ) – скалярная k раз непрерывно дифференцируемая функция. Для краткости 
положим 

 x x dx
dt

x x d x
dt

x d x
dt

x xk
k

k= = = = … = =( ) ( ) ( ) ( )1 2
2

2
0, , , ( )

для производных по времени высших порядков функции x t( ).

Уравнения четвертого порядка 
1. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение 

 x p x q p x q p x qx4 0( ) + +( ) + + +( ) + +( ) + =a a b a b b   ,  (2)

где a, b и q – постоянные; p p x x x x= ( ), , ,    – непрерывная функция, обеспечивающая единственность 
решений уравнения (2) для всех x ∈ R. 
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Перейдем от (2) к соответствующей системе дифференциальных уравнений с использованием сле-
дующей замены переменных: 
 y x z x x x u x x x= = + + = + +     , , .a b a b  (3)
Отсюда получаем 

  y x x y z z u= = - - + =b a , .
Кроме того, согласно (2) имеем равенство u pu qz+ + = 0,  т. е. дифференциальное уравнение по 

переменной u. Из предыдущего следуют также равенства

   x x y z y x y z u x y z u= - - + = - - - - +( ) + = + -( ) - +b a b a b a ab a b a2 .

Таким образом, в результате замены (3) приходим к системе уравнений 

 









x y
y x y z
z u
u qz x y z u u

=
= - - +
=
= - - ( )











,
,

,
, , , ,

b a

j

 (4)

где положено 

 j b a ab a b ax y z u p x y x y z x y z u, , , , , , .( ) = - - + + -( ) - +( )2  (5)

Рассмотрим знакопостоянную функцию 

 V x y z u qz u, , , , , .( ) = +0 5 0 52 2  (6)

Ее производная по времени в силу системы (4) равна 
V x y z u x y z u u, , , , , , .( ) = - ( )j 2

Для утверждения об устойчивости в целом предположим, что выполнены условия 

 
a b

j

> > >

( ) > ∀( ) ∈

0 0 0
0 4

, , ;
, , , , , , .

q
x y z u x y z u 

 (7)

Согласно условию 3) теоремы 1 потребуем, чтобы множество Y∞ { }\ 0 , где производная V x y z u, , , ,( ) = 0  
не содержало ограниченных отрицательных полутраекторий. Действительно, если бы такая полутраек-
тория g g- -= ( ) ≠ { }x y z u, , , 0  существовала, то вдоль нее компонента u t( ) = 0 ∀t ≤ 0, а значит, и ее 
производная по времени u t( ) = 0 ∀t ≤ 0. Вдоль полутраектории g – система (4) трансформируется сле-
дующим образом:











x y
y x y z
z u
u qz x y z u u
u

x y
=
= - - +
=
= - - ( )
=














⇔

=
,

,
,

, , , ,

b a

j
0

,,
,

,

,
,

.









y x y z
z

qz

x y
y x y z
z

= - - +
=
= -










⇔
=
= - - +
=







b a
b a

0
0

0

То есть вдоль g – система (4) сводится к упрощенной линейной системе дифференциальных уравнений 




x y
y x y

=
= - -





,
.b a

Согласно критерию Гурвица (см. [4]), асимптотическая устойчивость нулевого решения этой системы 
определяется неравенствами a > 0, b > 0, гарантированными требованием (7). Следовательно, такая 
линейная система дифференциальных уравнений не может содержать отличных от нулевой ограни-
ченных отрицательных полутраекторий, и мы приходим к противоречию с существованием g –. Таким 
образом, функция (6) удовлетворяет условию 3) теоремы 1. 

Покажем теперь, что всякое решение x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,  системы (4) ограничено при t > 0. Действи-
тельно, так как q > 0, то наличие знакоположительной функции (6) со знакоотрицательной производ ной  
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по времени означает, что решение x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,  системы (4) ограничено по координатам 
z t u t( ) ( )( ), . Покажем ограниченность по остальным координатам. 

Рассмотрим два первых уравнения системы (4), предполагая, что z t( ) – компонента решения x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , , .
x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , , . Имеем

 




x y
y x y z t

=
= - - + ( )





,
.b a
 (8)

В силу требования a > 0, b > 0 матрица однородной системы x y= , y x y= - -b a  обладает лишь 
характеристическими корнями с отрицательными действительными частями. Кроме того, мы показали 
ограниченность функции z t( ). Следовательно, для системы дифференциальных уравнений (8) выпол-
нены все условия леммы, которая дает ограниченность по координатам x t y t( ) ( )( ), .

Таким образом, выполнены все требования теоремы 1, определяющей устойчивость в целом нуле-
вого решения системы (4). 

Поскольку множество точек x y, , ,0 0 4( ) ∈  положительно инвариантно, то неустойчивость реше-
ния x = y = 0 системы (8) влечет неустойчивость решения x = y = z = u = 0 исходной системы (4). 

В результате приходим к справедливости следующей теоремы. 
Теорема 2. Нулевое решение x x x x= = = =   0 скалярного дифференциального уравнения (2) с по­

стоянными a , b, q и функцией p p x x x x= ( ), , ,    устойчиво в целом, если выполнены условия (7), где 
функция j :  

4 →  определена соотношениями (3) и (5). 
Если же b < 0 или b ≥ 0, a < 0, то нулевое решение уравнения (2) неустойчиво. 
Замечание 1. Для линейного дифференциального уравнения (2) проблема Айзермана имеет положи-

тельное решение относительно коэффициента p. 
2. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

 x s x s x s x sx4 0( ) + +( ) + +( ) + +( ) + =a b a b g g   ,  (9)

где a, b и g – постоянные; s s x x x x= ( ), , ,    – непрерывная функция, обеспечивающая единственность 
решений для всех x ∈ R.

Перейдем от уравнения (9) к соответствующей системе дифференциальных уравнений с помощью 
замены переменных
 y x z y u x x x x= = = + + +    , , .a b g  (10)
Тогда с учетом представления (9) получим дифференциальное уравнение u su+ = 0 относительно пе-
ременной u. 

Выведем дифференциальное уравнение относительно переменной z. Из (10) имеем
    z y x x x x u x y z u= = = - - - + = - - - +g b a g b a .

Из предыдущего следует также, что  x y z= = . Таким образом, в результате использования новых пере-
менных (10) приходим к системе

 









x y
y z
z x y z u
u x y z u u

=
=
= - - - +
= - ( )











,
,

,
, , , ,

g b a
j

 (11)

где положено 
 j g b ax y z u s x y z x y z u, , , , , , .( ) = - - - +( )  (12)

Рассмотрим знакопостоянную функцию с соответствующей производной по времени в силу систе-
мы (11): 
 V x y z u u V x y z u x y z u u, , , , , , , , , , , .( ) = ( ) = - ( )0 5 2 2

 j  (13)
Потребуем, чтобы выполнялись неравенства

 
a ab g

j

> > >

( ) > ∀( ) ∈

0 0
0 4

, ;
, , , , , , .x y z u x y z u 

 (14)

Тогда производная V  будет неположительной. 
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Согласно условию 3) теоремы 1 потребуем, чтобы множество Y∞ { }\ 0 , где производная V x y z u, , , ,( ) = 0  
не содержало ограниченных отрицательных полутраекторий. Действительно, если бы такая полутраек-
тория g g- -= ( ) ≠ { }x y z u, , , 0  существовала, то вдоль нее компонента u t( ) = 0 ∀t ≤ 0, а значит, и ее 
производная по времени u t( ) = 0  ∀t ≤ 0. Вдоль полутраектории g– система (11) преобразуется в систему 

 






x y
y z
z x y z

=
=
= - - -







,
,

.g b a
 (15)

На основании критерия Гурвица нулевое решение этой системы асимптотически устойчиво тогда 
и только тогда, когда a > 0, ab > g > 0, что обеспечено условием (14). Следовательно, линейная сис-
тема (15) не может содержать отличных от нулевой ограниченных отрицательных полутраекторий, 
что приводит к противоречию с существованием g –. Таким образом, функция (13) удовлетворяет усло-
вию 3) теоремы 1. 

Покажем теперь выполнение условия 4) теоремы 1, т. е. что все решения системы (14) ограниченны. 
Действительно, наличие знакоположительной функции (13) со знакоотрицательной производной озна-
чает, что всякое решение x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,  системы (11) ограничено по координате u t( ). Покажем 
ограниченность по остальным координатам. С этой целью рассмотрим первые три уравнения системы 
дифференциальных уравнений (11): 
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где u t( ) – компонента решения x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , , . С учетом требования a > 0, ab > g > 0 матрица 
соответствующей однородной системы имеет лишь характеристические корни с отрицательными дей-
ствительными частями. Кроме того, показана ограниченность функции u t( ). Следовательно, выполне-
ны все условия леммы, из которой следует ограниченность решений системы (11) и по координатам 
x t y t z t( ) ( ) ( )( ), , .

Таким образом, удовлетворены все требования теоремы 1, и мы приходим к следующей теореме. 
Теорема 3. Нулевое решение x x x x= = = =   0 скалярного дифференциального уравнения (9) с по­

стоянными a , b, g и функцией s s x x x x= ( ), , ,    устойчиво в целом, если выполнены условия (14), где 
функция j :  

4 →  определена соотношениями (11) и (12). 
Если же нулевое решение линейной системы (15) неустойчиво, то нулевое решение уравнения (9) 

неустойчиво. 
Здесь утверждение о неустойчивости следует из того факта, что множество точек x y z, , , 0 4( ) ∈  

системы (11) положительно инвариантно. 
Замечание 2. Для линейного дифференциального уравнения (9) проблема Айзермана имеет положи-

тельное решение относительно коэффициента s. 

Дифференциальные уравнения пятого порядка 
1. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение 

 x p x q p x q p x q p x qx5 4 0( ) ( )+ +( ) + + +( ) + + +( ) + +( ) + =a a b a b g b g g   ,  (16)

где a, b, g, q – постоянные; p p x x x x x= ( )( ), , , ,  

4  – непрерывная функция, обеспечивающая единствен-
ность решений для x ∈ R.

Характеристическое уравнение линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффи-
циентами a, b, g, p, q, соответствующего уравнению (16), можно представить в виде

 l al bl g l l3 2 2 0+ + +( ) + +( ) =p q .  (17)

Отсюда, согласно критерию Гурвица, следует, что корни характеристического уравнения линейного 
уравнения (16) будут иметь отрицательные вещественные части тогда и только тогда, когда наряду с не-
равенствами p > 0, q > 0 выполняются неравенства
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  a > 0, ab > g > 0. (18)
Отметим, что характеристическое уравнение любого линейного дифференциального уравнения пя-

того порядка может быть записано в форме (17) вне зависимости от его корней (вещественных или 
комплексных). 

Перейдем от уравнения (16) к соответствующей системе дифференциальных уравнений с использо-
ванием замены переменных 
 y x z x u x x x x w x x x x= = = + + + = + + +( )

       , , , .a b g a b g4  (19)
Отсюда следует, что 

  z x x y z u u w= = - - - + =g b a , .
Кроме того, согласно (16) имеем равенство w pw qu+ + = 0, т. е. дифференциальное уравнение по пере-
менной w. 

Запишем вытекающее из (19) представление производной x 4( ):

x w x x x w u z y x z y

x y

4( ) = - - - = - - - -( ) - - =

= + -( ) +

a b g a a b g b g

ag ab g a

  

22 -( ) - +b az u w.

Таким образом, в результате замены переменных (19) приходим к системе из пяти дифференциаль-
ных уравнений первого порядка 
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 (20)

где положено 

 j g b a ag ab g a b ax y z u w p x y z x y z u x y z u w, , , , , , , ,( ) = - - - + + -( ) + -( ) - +( )2 ..  (21)

Рассмотрим знакопостоянную функцию 
 V x y z u w qu w, , , , , , .( ) = +0 5 0 52 2  (22)
Ее производная по времени в силу (20) равна 

V x y z u w x y z u w w, , , , , , , , .( ) = - ( )j 2

Наряду с условиями (18) потребуем выполнение неравенств

 q > 0 и j x y z u w, , , ,( ) > 0 ∀( ) ∈x y z u w, , , , .5  (23)

Тогда функция V будет знакоположительной, а ее производная V  – знакоотрицательной, значит, будут 
выполнены условия 1) и 2) теоремы 1. 

На множестве Y∞, где V x y z u w, , , , ,( ) = 0  справедливы равенства u = 0, w = 0. Аналогично рассуж-
дениям, используемым при исследовании системы четвертого порядка (4), можно показать, что функ-
ция (22) удовлетворяет условию 3) теоремы 1, если редуцированная система (20), а именно линейная 
система дифференциальных уравнений третьего порядка 
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 (24)

имеет асимптотически устойчивое нулевое решение. По критерию Гурвица последнее будет выпол-
няться тогда и только тогда, когда коэффициенты системы (24) подчинены требованиям (18). 

Таким образом, неравенства (18) и (23) обеспечивают выполнение условия 3) теоремы 1. 
Наконец, для выполнения условия 4) теоремы 1 покажем, что всякое решение x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,

x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,  системы (20) ограничено при t > 0. Действительно, так как q > 0, то наличие знакополо-
жительной функции (22) со знакоотрицательной производной по времени означает, что решение 
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x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,  системы (20) ограничено по координатам u t w t( ) ( )( ), . Рассмотрим пер-
вые три уравнения системы (20) с функцией u t( ), являющейся компонентой решения x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , . 

x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , . Имеем
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 (25)

С учетом требования (18) матрица системы (25) (при отсутствии ее неоднородной части u t( )) имеет 
лишь характеристические корни с отрицательными действительными частями. Кроме того, показа-
на ограниченность функции u t( ). Следовательно, выполнены все условия леммы, из которой следует 
ограниченность и по координатам x t y t z t( ) ( ) ( )( ), , .

Таким образом, на основании теоремы 1 условия (18) и (23) дают устойчивость в целом нулевого 
решения системы (20). 

Теорема 4. Нулевое решение x x x x x= = = = =( )
  

4 0 скалярного дифференциального уравнения (16) 
с постоянными a , b, g, q и функцией p p x x x x x= ( )( ), , , ,  

4  устойчиво в целом, если выполнены усло­
вия (18) и (23), где функция j :  

5 →  определена соотношениями (19) и (21). 
Если нулевое решение линейной системы (24) неустойчиво, то нулевое решение уравнения (16) не­

устойчиво. 
Здесь утверждение о неустойчивости следует из свойства положительной инвариантности множе-

ства точек x y z, , , ,0 0 5( ) ∈  системы (20). 
Замечание 3. Для линейного дифференциального уравнения (16) проблема Айзермана имеет поло-

жительное решение относительно постоянного коэффициента p. 
2. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение 

 x s x s x s x s x sx5 4 0( ) ( )+ +( ) + +( ) + +( ) + +( ) + =a a b b g d g d   , (26)

где a, b, g, d – постоянные; s s x x x x x= ( )( ), , , ,  

4  – непрерывная функция, обеспечивающая единствен-
ность решений при всех x ∈ R.

Перейдем от уравнения (26) к соответствующей системе дифференциальных уравнений с помощью 
замены переменных
 y x z y u z w x x x x x= = = = + + + +( )

     , , , .4 a b g d  (27)
Выведем дифференциальное уравнение относительно переменной w. Из (26) следует, что w sw+ = 0. 
Такое равенство получается дифференцированием последнего уравнения (27) и путем детального рас-
смотрения левой части уравнения (26) с выделением в нем выражений для w и w.

Остается определить дифференциальное уравнение относительно переменной u. Согласно (27) 
  u z y x= = = ( )4 . Кроме того, последнее равенство (27) дает

x w x x x x w u z y x4( ) = - - - - = - - - -a b g d a b g d   .
Поэтому получаем

u w u z y x= - - - -a b g d .
Таким образом, в результате замены переменных (27) приходим к системе из пяти дифференциаль-

ных уравнений 
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где положено 
 j d g b ax y z u w s x y z u x y z u w, , , , , , , , .( ) = - - - - +( )  (29)
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Рассмотрим знакопостоянную функцию с соответствующей производной по времени в силу систе-
мы (28) 
 V w V x y z u w w= = - ( )0 5 2 2, , , , , , . j  (30)
Потребуем выполнение условий 

 
a ab g abg a d g d

j

> > - - > >

( ) > ∀( ) ∈

0 0 0
0

2 2

5

, , , ;
, , , , , , , , .x y z u w x y z u w 

 (31)

Тогда функция V  – знакоположительна, ее производная V  – знакоотрицательна, а значит, выполнены ус-
ловия 1) и 2) теоремы 1. 

На множестве Y∞, где V x y z u w, , , , ,( ) = 0  выполняется равенство w = 0. Аналогично рассуждениям, 
проведенным при исследовании системы четвертого порядка (11), можно показать, что функция (30) 
удовлетворяет условию 3) теоремы 1, если редуцированная система (28), а именно линейная система 
дифференциальных уравнений четвертого порядка 
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 (32)

имеет асимптотически устойчивое нулевое решение. По критерию Гурвица последнее будет достиг-
нуто тогда и только тогда, когда для коэффициентов системы (24) выполнены требования (31). Таким 
образом, если имеют место неравенства (31), то функция (30) удовлетворяет условию 3) теоремы 1. 

Наконец, покажем, что всякое решение x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,  системы (28) ограничено при 
t > 0. Действительно, наличие знакоположительной функции (30) со знакоотрицательной производной 
по времени означает, что решение x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,  ограничено по координате w t( ). Рассмот-
рим первые четыре уравнения системы (28) с компонентой w t( ) решения x t y t z t u t w t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , . 
Имеем

 









x y
y z
z u
u x y z u w t

=
=
=
= - - - - + ( )











,
,
,

.d g b a

 (33)

В силу (31) матрица соответствующей однородной системы для (33) (отсутствие неоднородной час ти 
w t( )) имеет лишь характеристические корни с отрицательными действительными частями. Кроме того, 
показана ограниченность функции w t( ). Значит, выполнены все условия леммы, из которой следует 
ограниченность и по остальным координатам x t y t z t u t( ) ( ) ( ) ( )( ), , , .

Таким образом, условия (31) обеспечивают выполнение всех требований теоремы 1 и имеет место 
следующий результат. 

Теорема 5. Нулевое решение x x x x x= = = = =( )
  

4 0  скалярного дифференциального уравнения (26) 
с постоянными a , b, g, d и функцией s s x x x x x= ( )( ), , , ,  

4  устойчиво в целом, если выполнены усло­
вия (31), где функция j :  

5 →  определена соотношениями (27) и (29). 
Если нулевое решение системы (32) неустойчиво, то нулевое решение уравнения (26) неустойчиво. 
Здесь утверждение о неустойчивости следует из того факта, что множество точек x y z u, , , , 0 5( ) ∈  

системы (28) положительно инвариантно. 
Замечание 4. Для линейного дифференциального уравнения (26) проблема Айзермана имеет поло-

жительное решение относительно постоянного коэффициента s. 

Заключение 
Достаточные условия устойчивости в целом, полученные в теоремах 2 и 4 относительно коэффи-

циента p и в теоремах 3 и 5 относительно коэффициента s, совпадают с необходимыми и достаточными 
условия ми асимптотической устойчивости в соответствующем линейном случае скалярных дифферен-
циальных уравнений (2), (16) и (9), (26). Это указывает на общепринятую качественную оценку полу-
ченных результатов задачи устойчивости в целом. 
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Отметим также, что для каждого из двух пар исследованных скалярных дифференциальных урав-
нений четвертого и пятого порядков задача Айзермана имеет следующую особенность ее решения. 
В отличие от традиционной постановки проблемы Айзермана [4] постоянный коэффициент в соответ-
ствующем линейном случае можно заменить функцией, зависящей от всех фазовых переменных соот-
ветствующей системы дифференциального уравнения, и при этом сохраняется свойство устойчивости 
в целом. 
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