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Конечная ненильпотентная группа называется B-группой, если в ее факторгруппе по подгруппе Фраттини все 
собственные подгруппы нильпотентны. Устанавливается r-разрешимость группы, в которой некоторая силовская 
r-подгруппа перестановочна с коммутантами 2-нильпотентных (или 2-замкнутых) B-подгрупп четного порядка 
группы, а также разрешимость группы, у которой коммутанты 2-замкнутых и 2-нильпотентных B­подгрупп чет-
ного порядка перестановочны.
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A finite non-nilpotent group G is called a B-group if every proper subgroup of the quotient group G G/Φ( ) is nilpotent. 
We establish the r-solvability of the group in which some Sylow r-subgroup permutes with the derived subgroups of 2-nil-
potent (or 2-closed) B-subgroups of even order and the solvability of the group in which the derived subgroups of 2-closed 
and 2-nilpotent B-subgroups of even order are permutable.
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Введение
Рассматриваются только конечные группы. Группой Шмидта называют ненильпотентную группу, 

все собственные подгруппы которой нильпотентны. Начало изучения таких групп положила работа 
О. Ю. Шмидта [1]. Обзоры результатов о свойствах групп Шмидта, существовании подгрупп Шмидта 
и их некоторых приложениях в теории классов конечных групп приведены в [2; 3].

Одной из первых работ, посвященных перестановочности некоторых подгрупп с подгруппами 
Шмидта, является статья Я. Г. Берковича и Э. М. Пальчика [4]. Их результаты получили развитие в ис-
следованиях В. Н. Княгиной и В. С. Монахова [5–7]. Группы с ограничениями на некоторые подгруппы 
Шмидта изучались в [8–13].
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Я. Г. Беркович предложил называть B-группой группу, у которой факторгруппа по подгруппе Фрат-
тини является группой Шмидта [14, с. 461]. Начальные свойства B-группы установлены в [15]. Ее 
строе ние во многом схоже со строением группы Шмидта: B-группа бипримарна, одна из силовских 
подгрупп нормальна, а другая – циклическая (см. лемму 1). Но есть и отличия: в группе Шмидта под-
группа Фраттини нормальной силовской подгруппы содержится в центре группы, а в B-группе это 
свойство нарушается. Примером служит диэдральная группа порядка 18, она является B-группой и не 
является группой Шмидта.

В настоящей работе устанавливается r-разрешимость группы при условии, что некоторая силовская 
r-подгруппа перестановочна с коммутантами 2-нильпотентных (или 2-замкнутых) B-подгрупп четного 
порядка группы, а также разрешимость группы, у которой коммутанты 2-замкнутых и 2-нильпотент-
ных B-подгрупп четного порядка перестановочны.

Вспомогательные результаты
Все используемые обозначения и определения соответствуют [16; 17].
Полупрямое произведение нормальной в G подгруппы A и подгруппы B записывается так:

G A B= [ ] .
Через Z G F G( ) ( ),  и Φ G( ) обозначаются центр, подгруппа Фиттинга и подгруппа Фраттини группы G 
соответственно, а через H G – наименьшая нормальная в G подгруппа, содержащая подгруппу H. 

Группа G с нормальной силовской p-подгруппой Gp называется p-замкнутой. Если в группе G имеется 
нормальная подгруппа Gp′  такая, что G G Gp p=  ′ , то группа G называется p-нильпотентной. Если по-
рядок подгруппы H делится на простое число p, то говорят, что H – pd-подгруппа.

Следуя [3], будем использовать обозначение S p q,  для группы Шмидта с нормальной силовской 
p-подгруппой и ненормальной силовской q-подгруппой. B-группу, у которой B B/Φ( ) является S p q, -груп-
пой, будем называть B p q, -группой. Ясно, что любая S p q, -группа является B p q, -группой.

Лемма 1 [15, лемма 2.2]. Пусть B – B p q, ­группа, P и Q – ее силовские p­ и q­подгруппы. Тогда спра­
ведливы следующие утверждения:

(1) B P Q= [ ] ;
(2) P B P P B∩ ( ) = ( ) = ′Φ Φ ,  и P P/Φ( ) – главный фактор группы B порядка pm, где m – показатель 

числа p по модулю q;
(3) Q y=  – циклическая подгруппа и y Z Bq∈ ( ). Кроме того, Φ ΦB P yq( ) = ( ) ×  и Z B B( ) ≤ ( )Φ ;
(4) если H – нормальная в B подгруппа и H ≠ B, то H нильпотентна;
(5) если M  –  максимальная в B подгруппа, то либо M нормальна в B и M P yq= × ,  либо M P Qx= ( ) Φ  

для некоторого x ∈ B.
Лемма 2 [15, лемма 2.5]. Пусть U – нормальная в группе V подгруппа и V/U является B p q, ­группой. 

Если H – наименьшая в V подгруппа такая, что HU = V, то H будет B p q, ­группой.
Лемма 3. Если в группе G нет B p q, ­подгрупп для всех q G∈ ( )π , то группа G p­нильпотентна.
Д о к а з а т е л ь с т в о (индукцией по порядку группы). Если H – собственная в G подгруппа, то H 

удовлетворяет условию леммы и по индукции она p-нильпотентна. Теперь по [16, IV.5.4] группа G либо 
p-нильпотентна, либо является p-замкнутой группой Шмидта, а следовательно, и B-группой. Послед-
нее исключается условием леммы. Лемма доказана.

Лемма 4. Если в группе G нет 2­нильпотентных B­подгрупп четного порядка, то группа G 2­замк нута.
Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию в группе G нет 2-нильпотентных B-подгрупп четного порядка. 

Поэтому в ней нет и 2-нильпотентных подгрупп Шмидта четного порядка. Значит, группа G 2-замкнута 
по [18, следствие 3.1]. Лемма доказана.

Обозначим: S G( ) – разрешимый радикал группы G, т. е. наибольшая нормальная разрешимая под-
группа группы G; S Gr ( ) – наибольшая нормальная r-разрешимая подгруппа группы G для простого r.

Далее используется понятие X-перестановочности подгрупп, которое в 2003 г. предложил А. Н. Ски-
ба [19] (см. также [20]). Пусть X – непустое подмножество группы G. Подгруппы A и B называются 
X-перестановочными, если существует элемент x ∈ X такой, что AB x = B xA. Если X = 1 – единичная 
подгруппа, то 1-перестановочные подгруппы – это в точности перестановочные подгруппы. Ясно, что 
перестановочные подгруппы будут X-перестановочными для любого непустого множества X.
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Лемма 5 [20, лемма 2.1]. Пусть A, B и X – подгруппы группы G, N – нормальная в G подгруппа. Тогда 
справедливы следующие утверждения:

(1) если A X­перестановочна с B, то B X­перестановочна с A;
(2) если A X­перестановочна с B, то AN/N XN/N­перестановочна с BN/N;
(3) если A X­перестановочна с B и X – нормальная подгруппа группы G, то AX/X перестановочна 

с BX/X;
(4) если A X­перестановочна с B и X ≤ Y ≤ G, то A Y­перестановочна с B;
(5) если A X­перестановочна с B и X ≤ A либо X ≤ B, то A перестановочна с B.
Напомним, что подгруппа, порожденная коммутаторами всех элементов группы G, называется ком-

мутантом группы G и обозначается ′G . Таким образом, ′ = [ ] ∈G a b a b G, , . Нам понадобятся следую-
щие свойства коммутантов.

Лемма 6. (1) Если H ≤ G, то ′ ≤ ′H G  [17, лемма 4.2].
(2) Пусть N G . Тогда G N G N N/ /( )′ = ′  [17, лемма 4.6].
(3) Если G = HN и N G , то ′ = ′G N H N  [17, лемма 5.8].
Лемма 7. Если подгруппа U группы G перестановочна с коммутантом каждой B p q, ­подгруппы груп­

пы G, то подгруппа U  x, x ∈ G, также перестановочна с коммутантом каждой B p q, ­подгруппы группы G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть B – B p q, -подгруппа группы G. Тогда B x тоже B p q, -подгруппа груп-

пы G и B Bx x( )′ = ′( )  для любого x ∈ G. По условию U B B Ux x′( ) = ′( )
- -1 1

. Тогда U B U B B U B Ux x
x x x

x′( )( ) = ′ = ′( )( ) = ′
- -1 1

.

U B U B B U B Ux x
x x x

x′( )( ) = ′ = ′( )( ) = ′
- -1 1

. Лемма доказана.

Лемма 8. Предположим, что в группе G силовская r­подгруппа перестановочна с коммутантом 
каждой B p q, ­подгруппы.

(1) Если U ≤ G, то силовская r­подгруппа из U перестановочна с коммутантом каждой B p q, ­под­
группы из U.

(2) Если N – нормальная в G подгруппа, то силовская r­подгруппа из факторгруппы G/N перестано­
вочна с коммутантом каждой B p q, ­подгруппы из G/N.

(3) Если U ≤ G и N – нормальная в U подгруппа, то в U/N силовская r­подгруппа перестановочна 
с коммутантом каждой B p q, ­подгруппы из U/N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Пусть R1 – силовская r-подгруппа в U. Тогда существует такая силовская 
r-подгруппа R в G, что R1 ≤ R. Пусть ′S  – коммутант B p q, -подгруппы S из U. По условию RS S R′ = ′ . 
По тождеству Дедекинда U RS U R S R S S R U S R U S R∩ ′ = ∩( ) ′ = ′ = ′ ∩ = ′ ∩( ) = ′1 1.

(2) Пусть R – силовская r-подгруппа группы G. Тогда RN/N – силовская r-подгруппа в G/N. Пусть 
B/N – B p q, -подгруппа из G/N. По лемме 2 B = B1N, где B1 – B p q, -подгруппа. По условию ′ = ′B R RB1 1, 
а так как нормальная подгруппа перестановочна с любой подгруппой, то RB N B NR′ = ′1 1 . По утвержде-
нию (3) леммы 6 ′ = ′B N B N1 . Значит, 
 R B N R B N B N R B N R′( ) = ′( ) = ′( ) = ′( )1 1 .  (1)
По утверждению (2) леммы 6
 B N B N N/ /( )′ = ′ .  (2)
Из (1) и (2) получаем

RN N B N RN N B N N B N N RN N B N RN N/ / / / / / / /( )( )′ = ( ) ′( ) = ′( )( ) = ( )′ ( ).
(3) Утверждение (3) следует из (1) и (2). Лемма доказана.
Замечание 1. Если в условии леммы 8 вместо B p q, -подгруппы рассмотреть S p q, -подгруппу, то ана-

лог утверждения (1) будет выполняться, а (2) и (3) – нарушаться.

Признаки r-разрешимости группы
Теорема 1. Если некоторая силовская r­подгруппа группы G S Gr ( )­перестановочна со всеми ком­

мутантами 2­нильпотентных B­подгрупп четного порядка, не содержащимися в S Gr ( ), то группа G 
r­разрешима.
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Д о к а з а т е л ь с т в о (индукцией по порядку группы). Предположим, что X S Gr= ( ) ≠ 1. Если фак-
торгруппа G/X не содержит 2-нильпотентных B-подгрупп четного порядка, то она 2-замкнута по лем-
ме 4, а значит, разрешима. В этом случае группа G r-разрешима и утверждение верно. Следовательно, 
в факторгруппе G/X содержится 2-нильпотентная B-подгруппа четного порядка B/X.

Пусть R – силовская r-подгруппа группы G, тогда R X /X – силовская r-подгруппа в G/X. По лемме 2 
минимальное добавление L к X в B является 2-нильпотентной B-подгруппой четного порядка. Если L 
содержится в X, то B = XL тоже содержится в X и B/X = 1, т. е. получено противоречие. Следовательно, 
L не содержится в X. 

По условию R X-перестановочна с ′L . По утверждению (3) леммы 5 R X /X перестановочна с ′L X X/ . 
Используя лемму 6, получаем 

RX X B X RX X B X X RX X L X X

L X X RX X B

/ / / / / /

/ /

( )( )′ = ( ) ′( ) = ( ) ′( ) =

= ′( )( ) = ′XX X RX X B X RX X/ / / /( )( ) = ( )′ ( ).
Следовательно, R X /X перестановочна с коммутантом B X L X X/ /( )′ = ′  2-нильпотентной B-подгруппы 
четного порядка B/X и условия теоремы наследуются факторгруппой G/X. По индукции факторгруппа 
G/X r-разрешима, а значит, r-разрешима и группа G.

Теперь предположим, что S Gr ( ) = 1, и надо доказать следующее утверждение: если силовская 
r-подгруппа группы G перестановочна со всеми коммутантами 2-нильпотентных B-подгрупп четно-
го порядка, то группа G r-разрешима. Докажем это утверждение индукцией по порядку группы G. 
Пусть U – собственная подгруппа группы G. По утверждению (1) леммы 8 в подгруппе U силовская 
r-подгруппа перестановочна с коммутантом каждой 2-нильпотентной B-подгруппы четного порядка. 
Значит, условия утверждения выполняются для собственной подгруппы U из группы G. Следовательно, 
по индукции подгруппа U r-разрешима.

Пусть R – силовская r-подгруппа и D – 2-нильпотентная B-подгруппа четного порядка группы G. 
По лемме 7 R D D Rx x′ = ′  для любого x ∈ G. Тогда по лемме Кегеля [16, VI.4.10] имеем, что либо RG ≠ G, 
либо ′( ) ≠D GG . Значит, группа G непростая.

Рассмотрим факторгруппу G/N, N ≠ 1. Тогда RN/N – силовская r-подгруппа в G/N. Пусть B/N – 
2-нильпотентная B-подгруппа четного порядка из G/N. Используя утверждение (2) леммы 8, получим 
RN N B N B N RN N/ / / /( )( )′ = ( )′( ). По индукции G/N r-разрешима, следовательно, G r-разрешима. Теорема 

доказана.
Теорема 2. Если некоторая силовская r­подгруппа группы G S Gr ( )­перестановочна со всеми комму­

тантами 2­замкнутых B­подгрупп четного порядка, не содержащимися в S Gr ( ), то группа G r­раз­
решима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим индукцию к порядку группы G. Предположим, что X S Gr= ( ) ≠ 1. 
Если в факторгруппе G/X нет 2-замкнутых B-подгрупп четного порядка, то она 2-нильпотентна по лем-
ме 3, а значит, разрешима. В этом случае группа G r-разрешима и утверждение верно. Следовательно, 
в факторгруппе G/X содержится 2-замкнутая B-подгруппа четного порядка B/X. Далее, повторяя соот-
ветствующую часть доказательства теоремы 1, заменив в нем только 2-нильпотентность B-подгруппы 
на 2-замкнутость, получаем, что группа G r-разрешима.

Теперь предположим, что S Gr ( ) = 1, и надо доказать следующее утверждение: если силовская r-под-
группа группы G перестановочна со всеми коммутантами 2-замкнутых B-подгрупп четного порядка,  
то группа G r-разрешима. Доказательство проведем индукцией по порядку группы G. Пусть U – собствен-
ная подгруппа группы G. Тогда по утверждению (1) леммы 8 силовская r-подгруппа из U перестановочна 
с коммутантами 2-замкнутых B-подгрупп четного порядка из U. По индукции подгруппа U r-разрешима.

Пусть  R  –  силовская r-подгруппа и D – 2-замкнутая B-подгруппа четного порядка группы G. По лем-
ме 7 R D D Rx x′ = ′  для любого x ∈ G. Тогда по лемме Кегеля [16, VI.4.10] получаем, что либо RG ≠ G, либо 

′( ) ≠D GG . Значит, группа G непростая. Рассмотрим факторгруппу G/N, 1 ≠ N G . По утверждению (2) 
леммы 8 силовская RN/N r-подгруппа перестановочна с коммутантом 2-замкнутой B-подгруппы четного 
порядка из G/N. Тогда по индукции подгруппа G/N r-разрешима. Следовательно, группа G r-разрешима. 
Теорема доказана.

Теорема 3. Если в группе G коммутант каждой не содержащейся в S G( ) 2­замкнутой B­подгруппы 
четного порядка S G( )­перестановочен с коммутантом каждой не содержащейся в S G( ) 2­нильпо­
тентной B­подгруппы четного порядка, то группа G разрешима.



16

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2019;1:12–17
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2019;1:12–17 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим индукцию к порядку группы G. Пусть N – нормальная в G подгруп-
па, U/N и V/N – 2-замкнутая и 2-нильпотентная B-подгруппы четного порядка из G/N, не содержащиеся 
в S G N/( ). По лемме 2 U = U1N и V = V1N, где U1 и V1 – 2-замкнутая и 2-нильпотентная B-подгруппы 
четного порядка соответственно. Если U S G1 ≤ ( ), то U N U N N S G N/ / /= ≤ ( )1 . Получено противоречие. 
Поэтому U S G1 ≤ ( ), аналогично V S G1 ≤ ( ).

По условию ′ ′ = ′ ′U V V U1 1 1 1. Так как нормальная подгруппа перестановочна с любой подгруппой, то 

′( ) ′( ) = ′( ) ′( )U N V N V N U N1 1 1 1 .

По лемме 6 ′ = ′U N U N1  и ′ = ′V N V N1 , поэтому ′( ) ′( ) = ′( ) ′( )U N V N V N U N . Также по лемме 6

U N V N V N U N/ / / /( )′ ( )′ = ( )′ ( )′.
Таким образом, условия теоремы выполняются для факторгруппы G/N. Если N ≠ 1, то по индукции 

G/N разрешима. Поэтому надо считать, что S G( ) = 1.
Докажем, что группа G непростая. Пусть H H H= [ ] ′2 2  – 2-замкнутая B-подгруппа четного порядка 

и D D D= [ ]′2 2  – 2-нильпотентная B-подгруппа четного порядка группы G. По условию H D D H2 2 2 2′ ′=  
и подгруппа H D2 2′  разрешима как бипримарная группа. По лемме 7 H D D Hx x

2 2 2 2′ ′=  для любого x ∈ G, 
в частности G H D≠ ′2 2 . По лемме Кегеля [16, VI.4.10] получаем, что либо H GG

2 ≠ , либо D GG
′ ≠2 . Значит, 

группа G непростая.
Рассмотрим собственную подгруппу Y группы G. Пусть T и S – 2-замкнутая и 2-нильпотентная 

B-подгруппы четного порядка из Y соответственно. По условию ′ ′ = ′ ′S T T S . Следовательно, для соб-
ственной подгруппы Y условия теоремы выполняются и по индукции Y разрешима.

Так как группа G непростая, то в ней существует отличная от единицы собственная нормальная под-
группа N. Подгруппа N и факторгруппа G/N разрешимы. Следовательно, группа G разрешима. Теорема 
доказана.

Замечание 2. Согласно теореме Буриченко [21], для любой группы X существует группа G и ее абе-
лева нормальная подгруппа N такая, что G N X/   и все подгруппы простых порядков и порядка 4 из G 
содержатся в подгруппе N. Так как в коммутанте каждой подгруппы Шмидта все неединичные элементы 
имеют простые порядки и порядок 4, то в группе G из теоремы Буриченко коммутанты всех подгрупп 
Шмидта содержатся в подгруппе N. В частности, в G коммутанты 2-нильпотентных и 2-замкнутых 
подгрупп Шмидта четного порядка перестановочны. Поэтому в теоремах 1–3 заменить B-подгруппу на 
подгруппу Шмидта нельзя.
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