
Краткие сообщении

ты не уступали соответствующим результатам, полученным с помощью ме­
тодов рядов и Рунге -  Купы 1^-го порядков, а в некоторых случаях и пре­
восходили их. В частности, при решении задач, осложненных проблемой 
«подвисания», использование классических пошаговых методов не позво­
ляло добиться удовлетворительного качества приближения, поскольку 
уменьшение шага дискретизации вело к «подвисанию» медленной компо­
ненты решения, а его увеличение ухудшало уровень приближения быстрой. 
В случае использования нашего метода основными рычагами для достиже­
ния желаемой точности служили параметры т и р. При их увеличении ка­
чество приближения быстрой компоненты, как и следовало ожидать, улуч­
шалось; медленная же компонента при этом не «подвисала».
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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧНОЙ 
ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Realization of the numerical method for the problem of minimizing the convex quadratic func­
tion on terminal conditions of the linear system is described. Results are illustrated by the example.

В классе кусочно-непрерывных управляющих функций u(t), WOI-1 > 
teT=[t*, r*], t,<f<+°° (допустимые управления) рассмотрим задачу миними­
зации выпуклой квадратичной функции на терминальных состояниях ли­
нейной системы [1,2]:

а°=ф(х°(0))=тіп ф(х(0)),
X = A{t)x + b(t)u,  A-(Tt ) = A0, (1)

WOISl, teT,
где (p(x)=c'x+x'Dx/2, с, xeR", ueR, D eRnxn, D>0, A(t), b{t), teT,  -  кусочно-не­
прерывные функции.

Допустимые управления u°(t), te Т, и траекторию х°(0, te Т, назовем оп­
тимальными, если на них критерий качества задачи (1) достигает миниму­
ма: ф(х0(0 ))= тт  ф(х(0))-

Введем выпуклое множество Ха={хе7?":ф(х)<ос} и запишем задачу (1) в 
эквивалентном виде:

a°=mina, x=A{t)x+b{t)u, x(t,)=x0,
X(O)Gya, WOISl, teT.  (2)

Решение задачи (2) проведем в два этапа. Сначала решим кусочно-ли­
нейную аппроксимацию задачи в классе дискретных управлений, затем,

93



Kpa i iciic сообщения

(3)

применив процедуру доводки к полученному решению, построим решение 
исходной задачи.

П ервы й  этап . Заменим множество Xa на его кусочно-линейную ап­
проксимацию Ar" ={xeR":gti{a)<h 'х<g* (а), iel}. Здесь {li„ iel={ I, 2, ..., »;}}, 
ш>/н-1, -  семейство единичных /i-векторов, выпуклая оболочка которых яв­
ляется телом в R”\ gf (cc) = maxh'x, ie  I ; g (a) = minh'x, ie  I .

.KE X a  1 л €  X a

Введем кусочно-линейную аппроксимацию задачи (2) 
oc“ = min а, X = A( t )x  + b(t)u,

x(t , )  = \>, g«(a)<Hx(t*)< g* (a),  (r)| < 1, t s  T,

где H'~{hi, ie /), g*(a)=g*,-(a), iel), g \a )= g : (a), is I).
*

Для решения нелинейной задачи оптимального управления (3) введем 
вспомогательную задачу:

ß(cc) = minß, л -  A( j )x  + b[t)u, x(t , ) = д„ = xu + ß/,
' ' (4)

gt ( a )<Hx( t * ) źg*(a ) ,  |и(г)|<1, t e T  (ße R),

где l=x*-xQ, X* -  такая точка, что ф*=ф(х*)=тіп ф(х), хе Rn.
При фиксированном значении а  задача (4) -  линейная задача оптималь­

ного управления, для которой разработан быстрый двойственный метод 
вычисления оптимальных программ.

Лемма 1. ß(oc), a s  R, -  непрерывная монотонно убывающая функция, 
для которой ßßp*)=ß\ ß(oc)— при а —

Лемма 2. Оптимальное значение а 0, критерия качества задачи (3) равно 
минимальному корню уравнения ß(cc)=0.

Схема решения задачи (3). Решаем задачу (4) с сс=ф*. Пусть ß’= ß ^ ') -  
значепие критерия качества задачи (4). Если ß*<0, то х* -  внутренняя точка 
множества достижимости Q{x0) системы (1), задача (3) не экстремальная. 
Если ß*=0, то а=ф* -  решение задачи (3): а “ =ф*. При ß*>0 методами [3] 
находим минимальный корень уравнения ß(cc)=0 и переходим к второму 
этапу.

В торой  этап . Процедура доводки [2] заключается в решении системы 
алгебраических уравнений

(с + Dx(C)) F (Г, t j )b(t j )  = 0 , J = 1, х \

относительно неизвестных

7 = 1,

(5)

(6)

Здесь tj, 7 = 1 ,ó-’ , -  нули коуправления A(t)=\\l'(t)b{t), teT,  ф = -Л '( /)ф , 
\\i(t*)=c+Dx(t*)\ д■(/*) -  значение в точке t* траектории х{!), teT,  соответст­
вующей управлению »(/)=(- 1У+1у, te\t„ //+і[, 7 = 0, s*, t0=U, f =H , где 

Y=sign A(/*+0).
При Д ( / .) Ф 0, 7 = I, .s’, матрица Якоби системы (5) неособая. Поэтому (5)

можно решить методом Ньютона. Необходимое для сходимости метода Нью­
тона достаточно хорошее начальное приближение элементов (6) получаем 
после первого этапа, решив задачу (3) с малым периодом квантования 1г.
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Проиллюстрируем метод на примере
а° =ф(лг0(Ю)) = тіпф(я(іО )); x ,= x , ,  i ,  = -X1 + н, л, (0) = 10,

JC2(O) = -IO, |/ф )|< 1 , 1 е T = [0, 10], (р(л ) — л‘|~ -г X2 .
(7)

Рис. 1. Проекции траекторий задачи (7) на 
фазовую плоскость Jti-V2 при т=3

V2

Рис. 2. Проекции траекторий задачи (7) на 
фазовую плоскость .г iлч при ш= 12

Решив кусочно-линейную аппроксимацию задачи (7) в классе дискрет­
ных управлений с /2=0,1, получили а ^ 3 =7,913822; а" =|2 =7,648144 и опре­
делили нули коуправления {2,617; 5,712; 8,9}ш=з; {2,358; 5,499; 8,641 },„=12- 
После процедуры доводки а°=7,64635, пули коуправления -  {2,376; 5,518; 
8,659}. Результаты показаны па рисунках: рис. 1 соответствует т -3  (пунк­
тирной линией изображена фазовая траектория кусочно-линейной аппрок­
симации задачи (7), сплошной -  оптимальная траектория задачи (7)); рис. 2 
соответствует 2?г=12 (траектории практически совпали).
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С.Л. ЧЕХМЕНОК

О ВЫЧИСЛЕНИИ ПЛОТНОСТИ И ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ СТРОГО СИММЕТРИЧНЫХ УСТОЙЧИВЫХ 

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

In this article an algorithm of calculating a density and a function of distribution for symmetric 
stable random values is constructed.

Пусть задано некоторое фиксированное значение .те/?, в котором нужно 
вычислить значение плотности и функции распределения вероятностей
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