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О Б О Б Щ Е Н Н О Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  С Т Р У В Е  В  В Е С О В Ы Х  

П Р О С Т Р А Н С Т В А Х  С У М М И Р У Е М Ы Х  Ф У Н К Ц И Й

Generalized integral transform involving Struve function in the kernel is studied in the weighed 
spaces of r-summablc functions. Mapping properties such as the boundedness, the representation 
and the range of the considered transform are given, and the inversion formulae are established.

Рассмотрим интегральное преобразование

= K w r n o d t  (-T> 0) (I)
0

с комплексными a, CO и действительными a>0, b>0, Ä>0, содержащее функ­
цию Струве H n (г) в ядре [1, с. 46]. Это преобразование определено для не­

прерывных функций /е  C0 на R+=(0, °°). При ст=со=1/2 и a=b=X= 1 преобра­
зование (1) принимает вид классического преобразования Струве

(XnZ)U) = JV atH11 (xt)f(t)dt  (-T > 0 ) . (2)
о

Это преобразование, возникающее в осесимметрической теории потен­
циала [2], впервые было рассмотрено Титчмаршем [3] в качестве одного из 
взаимно обратных преобразований в пространстве С, (R+). В связи с этим 
см. [4, с. 277, 280] и [5, гл. 9, 10]. Действие в пространстве Lr R+ (1<г<°°) 
преобразования (1), в котором Г) заменено на rj-1/2, ст=р+1/2-г|, со= 1/2—г) и 
a=b=X= 1, было изучено в [6], а преобразования (I) с a= l, OJ=-I, а= 1/2, 
Ь=-1/2 и Х=2 -  в специальных пространствах DJl4 (L) и LZy' в [7, 8] и
[9, теорема 36.13]. Формулы обратного преобразования для некоторых мо­
дифицированных преобразований Струве были получены авторами [10] и 
[11] в пространстве Lv, функций/таких , что tvf ( t ) s  L1 (R +).

В работах [2, 12-16] преобразование (2) было исследовано в весовых 
пространствах Lv г , измеримых по Лебегу, вообще говоря, комплексно­
значных фупкций/па R+=(0, °°), для которых ll/HvU00, где

dt
j > 7 ( 0 | -
■ i ł

( I  <  f < OOj V  G R ) .

В [2, 12-16] были даны условия ограниченности и взаимной однознач­
ности оператора X11, различные формы интегральных представлений и
описание образа, а также установлены формулы обращения. Исследования 
в [2, 12-15] опирались на технику мультипликаторов Меллина для инте-
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тральных преобразований вида (2). Другой подход к изучению указанных 
свойств 7ф -преобразования в Cvr, основанный на свойствах более общего
//-преобразования, был предложен в [16].

В данной работе применяются результаты из [16] для исследования ин­
тегрального преобразования (1) в Cvr . Даются условия ограниченности и 
взаимной однозначности операторов преобразований (1), различные формы 
интегральных представлений и описание образов этих операторов в C,,', 
устанавливаются формулы обращений.

Покажем, что обобщенное преобразование (1) может быть представлено 
как композиция преобразования Струве (2) и элементарных операторов 
M , Ws и Na, определяемых как:

(MJ)(X)  = f ( x )  (ęeC ),

(W6/ ) ( j:) = /
< X I 
v S ,

(5 e R J

( NJ ) ( x )  = f  (ха) (ае R, аФ 0).
Заменяя в ( 1) х на Xlla и делая замену переменных Xth=т, имеем

=  - Г (Ш+1)/V ^ - w2J U  T)1' 2 H i1(A-T)Tuih1w-3' 2/
,Ub \

cl T =

1
=- X ^ wh (Malâ lJ  M ̂ lhJ V xN wJ) (x ) .

Применяя к последнему равенству оператор Nat получаем следующее 
представление обобщенного преобразования Струве (1):

= ...... lH N aM olu^ M ^ w b . i n W x N tlJ ) ( x )  (3)

И Л И

1

если учесть операторное соотношение
NaM z = MiJ a.

Известно, что для преобразования (2) справедливо представление [16]
V lIV 5A i
4 2 2 4 2 2 ]m j ) ( x )  = 2 ~ ' - 1 J n j  Н"

■

} ^ 2 ' .3 Xt
О

f i t )dt . (5)Л ю  I-i.I V 1-V-12 422 422
где под интегралом стоит //-функция [17, § 8.3]. Тогда Cvr- теория обоб­
щенного преобразования (1) будет следовать из соответствующих утвер­
ждений для преобразования (5) [16, теоремы 3, 7] и представлений (3), (4) 
для оператора Xlv _ „. .

Приведем некоторые предварительные сведения. Для функции/е Cvr при 
1<г<2 и veR  определено преобразование Меллина VJlf, которое при 

/e  Cv r n  A .i 11 5=v совпадает с классическим преобразованием Меллина:
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W f ) ( x )  = ] r ' f { t ) d t .
о

Для двух банаховых пространств X и Y будем обозначать через [X, К] 
множество всех линейных ограниченных операторов из X b Y.

Нам потребуется также преобразование Ханкеля, определяемое следую­
щим равенством:

(H ę/)(jr)  = j  J x t J q(Xt ) / (t)clt (ęeC , Re ę > - l ,x  > 0).
0

Введем необходимые обозначения. Пусть
1 3

0 = —(v -R e  м - 1 ) — ,

к = — (Re со -V+ 1 ) - Re а ,  
Ъ

к =— ( V - R e  с т - 1 )  + R e  ш + 1  
а

и для 1 <г<°° у (г) определяется равенством
/ i i  \

(6)

Из соотношения (3) и результатов работы [16] для преобразования Стру­
ве (2) вытекают следующие утверждения, характеризующие Cv2- и
Cv г -теории обобщенного преобразования Струве (1).

max ‘ 1 I '
’ / Г г I '  /  J

Теорема 1. Пусть l/2+Re r|<0<5/2+Re Г|, где Re г|>0. Тогда верны сле­
дующие утверждения.

а) Преобразование Hiyn l является изоморфизмом Cv 2 на Ck 2, и при
Re S=к его преобразование Меллина задается формулой

"(i+n ltn§! I { 2 2 2 Jlk 2 2 ) s + a
W f )

[ " " Д - Ш і ) a V

X ^ ^ - (j + а) / л .

ь лм + 1 — (s + а) 
а

(7)

а

Если 0=1/2 и 0<l/2+Re Г| или 0>3/2+Re г] для Re s=k, то преобразование 
7 L1.аж.а.ь.х биективно отображает Cv 2 на Ck 2.

б )  Если /  E  Cv 2 и g E  Ck- 2 , то справедливо равенство

J / ( xK K iv m tti& W d x  = ] 8 (.х){Цуша.ь aXf)(x)dx. (8)

в) Пусть / E Cv2, CCEC и h>0. Если Re сх>(1—0)/г—1, то почти для всех х>0 
справедливо представление

2-”- 'VS
(^rу*ж*ЛхЛ(хУ= ' J-Q, â+l-a/2-a((X+l)/h ^

X -----X
dx

a(a+\)/hК X xY H  2 2 Ц 4  2 2 I

(!""I li] I w I n I
4 2*7J t  4 21 i  L(-.«-i.*.2 2 J
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X t^hn f ( t )  dt. (9)
Если Re а<(1-0)/г-1, то

( Ч : а . Ш : а . Ь . , Л ( Х )  =  ~ -------- - K K

1/2 o+ l-« /2 -d(a  + l)//j 
X  X

а

d а
X ---- -X

dx J к Xxath
0

(-u.li)4 +Hj)(Ł+RC
{  4 2 2 Д 4 2 5

. , , I 3 I I Ц I U I Ч I )! a- 1,/iM ' 1,1 -  + —
I 2 ' И 4 2 2 Д 4 2 2 J

x tu,~bl2f(t)dt.  (10)
г ) Е с л и  0>1/2, то Hri a mub к /  задается равенством ( 1) для J e  Cv2.
Теорема 2. Пусть 1</-<°о и l/2+Re r)<0<5/2+Re р, где у(г) задается равен­

ством (6). Тогда:
а) для всех s>r таких, что /^О “1 и IAh-IAs'=!, преобразование Hn̂ mabk, 

определенное в Cv2, может быть продолжено в Cvr как элемент

[А .,. А .,];
б) если 1<г<2, то преобразование Hiyauyuhk является изоморфизмом на 

Cv г и его преобразование Меллина задастся формулой (7) для Re s - k  и

/ е А .г;
в) для функций J e C vr и g e C . s, где 1<г, 5<°°, 1//-+1As> 1 и

тах{у(з-), y(r)}<0<5/2+Re Г|, справедливо равенство (8);
г) если 0<l/2+Re Г| или 0>3/2+Re р для Re s=k, то преобразование 

Htyamajrk является изоморфизмом на Cv г . Если мы положим S=Re Г|+1, то

Чу,.,0 : , Л Я ( А , )  =  (NuMa/a_u2li,)(Cvr). ( 1 1 )

Если предположение г) не выполняется, то Hyynmjlĥ (Cvr) является под­
множеством правой части (11);

д) если J  е Cvr , осе C и h>0, то при y(r)<0<5/2+Re р интегральное пред­
ставление HnamuhkJ  задается равенством (9) и (10) для Re <х>(1-0)/;-1 и
Re ос<(1—0)/i— 1 соответственно. Если 0> 1 /2, то справедлива формула (1).

Из представления (3) и формулы обращения для преобразования Струве 
[16] вытекают следующие утверждения об обратимости оператора (1) в Cv, .

Теорема 3. Пусть 1</-<°°, у(г)<0 и l/2+Re r]<0<5/2+Re г|,
-l/2+|Re p|<0<min[7/2+Re r|, 1]. Если J e C vr , то при Re а>0/г-1 справед­
ливо равенство

_ 2~n_l yJüjia)v~5l2~<-u+l'>/hxib,2~til~h(a'rl),hn*l~“,2~al-a+4,h х

dx К ;

I
sT *** 0

-

0

(-u./,ij j,J --3,2 j
I 4 2 2 Д 4 2 2 J 

L J  i i !.4 11( Д м ' ь  ц
(4 2 2 Д 4  2*2 Д 2 П'2 J' '

X/.1, //2-0-1
( К ,

Если Re а>0/г-1, то
J(x)  = - 2 ”n_1 ̂ я/шА“5/2“(а+1,/\т 3,' /2' м~м“+|)//'а+ь"/2“‘'(и+|,/л X

dx

00 I 3 Ч H f  I 11 п( - ü . /м . ----- I.Hs 4 2 2 Д  4 2 2 ]

| +л i  if I J U I i - - V  |.(-«x-i ./о
! 4 2 2 11 4 2 2 JI 2 2 )О _

X
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А.В. ЧИЧУРИН

О СУЩЕСТВОВАНИИ ОТОБРАЖЕНИЙ МЕЖДУ НЕЛИНЕЙНЫМ 
УРАВНЕНИЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА И УРАВНЕНИЯМИ АБЕЛЯ

The existence map between the nonlinear differential equation of the second order and Abel 
equations is prove.

В работе [1] для уравнения Абеля первого рода
У' = а 0 у3 + a j 2 + а 2у  + а 3 (1)

(а, (г = 0,3) -  произвольные аналитические функции по х) была приведена 
процедура, сводящая это уравнение к уравнению второго порядка

(За0у + о, )у" = 5о0у'2 + (20а„2у3 + 20а0о1у2 + (За,,' + 6а,2 + 2 а0а2 )у +

+ C i i - I a 0Cii +За,о2)у '-1 6 о 03уб -3 2 а (|2а,у5 - 2 0 а 0(а„а2 + а ,2)у4 -  

-(2 (11о()а,а2 + Ia 0 аъ + 2а,э) - 2 ( а иа , ' - а и'а, ))у3 -  

-(2 (7аиа,а3 + 2а0о,2 + За,2а2) - 3(а0а2' - о0'а2))у2 -  

-(2 (а ,а2 + а0а2а3 + 2а,"а3) — З(а„а3' -  а0'а3) -  
-(о ,о2' -  а,'а2))у -  2о3(о,о2 -  оиа3) + а,а3' -  а,'а3.

Там же была отмечена актуальность исследования уравнения (2) для ис­
следования уравнений (]). В данной работе уравнение (2) рассматривается с

76


