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The full research of stability of a dynamic model of the monopoly market is conducted.

Целью настоящей статьи является исследование устойчивости равнове­
сия рынка типа «чистая монополия». Такая модель следует из уравнений 
модели [1] при /2=1. Она представляется системой дифференциальных 
уравнений второго порядка

dp _ у { р - р° )  d ( p - p ° )
dt р -  Р* р * * -  р

- +  r { p q -  P 0Cj0 ),

dq . о. . <>.
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при v>0, d>0, r>0, g>0, m>0, p* < p < p**, p* < p < p**, 
где р и р° -  текущая и равновесная цены, г/, q° -  текущий и равновесный 
объемы продаж, р и р** -  нижнее и верхнее пороговые значения цен соот­
ветственно. Экономический смысл остальных параметров системы подроб­
но изложен в [1]. Добавим только, что из экономических соображений, во­
обще говоря, следуют ограничения и на величину объема продаж в виде не­
равенства q < q < q ' . Здесь значение q можно трактовать как минимально 
возможное количество товара; q ' -  либо как максимальную величину спро­
са на предлагаемый товар, либо как максимально возможный потенциал 
производственных мощностей монополиста. Однако формально мы эти ог­
раничения здесь учитывать нс будем.

Для исходной модели замена х = р - р  , у = q 
dx vx dx 
dt 
dy 
dt

X + p p

■ = -g x  -  my

■q дает систему
о , O 1+ rq X + г p у + rxy,

(2)

при m>0 ,  g>0 , v>0, r/>0, r>0 ,  q°>0, p°>0, —p'<x< p" ,
где величины р '-  pn—p* и p"=p -  p° можно трактовать как цепу выигрыша 
для продавца и покупателя соответственно. Исследуемое па устойчивость 
равновесие экономической модели отвечает началу координат х-0, у=0. 
Разложим правую часть (2) в ряд Тейлора в окрестности этой точки. Тогда 
система примет вид

dx „ V1 ,г - dy—  = -Sx  + rp0y + гху + 2 , HjX- , —  = -g x  -  my.
dt /= 2

(3)

V dгде S = — н-------rqn есть запас прочности рынка [2], а коэффициенты раз-
P Р"

ложения представляются равенствами H j =(-1Д ■
d J= 2 , 3 , 4 ,  . . .

ір'У і р У
Выпишем характеристическое уравнение системы линейного приближе­

ния для (3):
Х: + X(S+m)+ Sm+grpи = 0. (4)
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Поскольку условия устойчивости экономического равновесия зависят от 
соотношений между параметрами системы, рассмотрим несколько случаев. 
C этой целью предварительно отметим все возможные состояния равнове­
сия (2).

Точки покоя (2) находятся из системы уравнений
vx dx о о .. „---------; ---- ----- + rq X + гр у + гху = 0, -g x  -  ту = О,

X + р р -  X
анализ которых показывает следующее. Если Sm + grp°>0, тФ0, то система (2)

может иметь одну, две или три точки покоя вида (х , -  — х ), где -р  <х <0.
т

Если т -0, g*0, то единственной точкой покоя будет начало координат.

При Sm + grp0=0, тФ0, glQ, точки покоя (х*, - — х*) находятся как решение
т

т grх=х квадратного уравнения хг +х(р"-р'+—  (S+rq ))+р"р'(Н2- - — )=0.
gr т

1. Основной случай. Если действительные части корней (4) отличны от 
нуля, то теорема Ляпунова об устойчивости по первому приближению дает 
следующий результат.

Теорема 1. Если выполнены условия S+m>0, Sm+grp°>0, то равновесная 
цена р=р° и равновесный объем продаж q=q° асимптотически устойчивы.

Если же Sm+grp°<0 или S+m<0, Sm+grp0 >0, то это равновесие неус­
тойчиво.

^••/Асимптотическая устойчивость:/
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Область асимптотической устойчивости 

на плоскости параметров (т, S)

Область асимптотической устойчивости системы (2) удобно представить 
на плоскости двух переменных: запаса прочности S и коэффициента эффек­
та насыщения т (рисунок). Здесь заштрихованная область соответствует 
асимптотической устойчивости равновесия, причем штрихпунктир соответ­
ствует особой точке типа «узел» (на оси OS граница этой области начинает­

ся в точке Ч  grp0), а пунктир -  в особой точке типа «фокус». Нетрудно
видеть, что границы этой области (S+m=0, Sm+grp0=0) будут соответство­
вать критическим случаям [3].
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2. Критический случай одного нулевого корня. Пусть характеристи­
ческое уравнение (4) удовлетворяет условиям

5+/?г>0, Sm+grp0=О,
т. е. один его корень равен нулю, а второй отрицателен.

Проведение необходимых исследований в соответствии с теорией кри­
тического случая с одним нулевым корнем [3] приводит к следующему ут­
верждению.

о V d erТеорема 2. Если S+m>0, Sm+rgp =0, = —— ------—  = -— , то равно-
(Р) '  (Р У т

весная цена р=р° и равновесный объем продаж q=q° асимптотически ус­
тойчивы.

цг „Если же H2Jl-— , то равновесие неустойчиво, 
т

Замечание 1. Отметим, что при выполнении всех требований теоремы 2 
система (2) наряду с началом координат будет иметь второе равновесие
, * К • V(л* , ---- je ), если выполняются условия

т
S(Ip0-Ptt)K q°m к g(2p°-p*). (5)

3. Критический случай двух нулевых корней. Условия существования 
двух нулевых корней уравнения (4) задаются равенствами Sm+grp°=0, 
S+m=0. Теория данного критического случая изложена в [4]. Она дает сле­
дующее утверждение.

Теорема 3. Пусть выполняются условия S+m =0, Sm+grp°=0. Тогда рав­
новесие р —р°, q—q° системы (1) будет устойчивым при

н ,=  — --------
■ (р'У (р'У т

и неустойчивым при Я, £ -— .
т

Здесь также система (1) будет иметь второе равновесие (л , -  — х ) в оо-
т

ласти своего определения, если выполняются условия (5).
4. Критический случай пары чисто мнимых корней. Пусть теперь для 

(4) выполняются условия
S+m -  0, grpa+Sm > 0.

Тогда собственные значения являются чисто мнимыми: 
±(grPn + Sm)1'' i . Используя первый из предложенных в [3] способов ис­
следования устойчивости данного критического случая и ограничиваясь 
лишь слагаемыми третьей степени, приходим к следующему утверждению.

Теорема 4. Если выполнены условия S+m= 0, Sm+grp°>0, то равновесие 
р=р°, q=q ' системы (1) будет асимптотически устойчивым при

Xgrp0 -  т2)gP0н і + C mP0n I -  (2/?г2 + grp 0) H 2 + mgr) < 0  (6)
и неустойчивым при

Xgrp0 -  m2)gp0H з +(Imp0H; - (2 т 2 + grpu)H 2 +mgr)>(). (I)
Добавим, что неравенство (6) обеспечивает особую точку типа устойчи­

вый «фокус», а неравенство (7) -  неустойчивый «фокус». Если же левая 
часть (6) равна нулю, то для исследования устойчивости необходимо рас­
смотрение слагаемых степени выше третьей в разложении правой части (3).
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5. Отсутствие эффекта насыщения (ш=0). Здесь условие устойчивости 
по первому приближению выражается неравенством 5>0, а при 5=0 имеет 
место критический случай пары чисто мнимых корней, т. е. возникает про­
блема «центра» и «фокуса» [3]. Система записывается в виде

dx \  '  . ; cl V
—  = гРоУ + rxy + X i h Jxj - “Г = S x- dt 1 dt

а) Рассмотрим сначала случай, когда величина Но = — г --—г = 0. То-
(Р ) (Р )

гда имеем систему
ах а , dx
—  = гу(р + х) + Н2х + о (г  ), -f- = -gx  . 
dt dt

Для исследования устойчивости в данном случае возьмем функцию Ляпу­
нова вида

1 -J. s
v{x,y) = - r y 2 + g —---- ds. (8)

2 Jo p +s

Если то функция v(.v, у) определенно положительна в окрестности на­
чала координат (точнее, в области G, где х> — р°). Ее производная по време­
ни в силу исследуемой системы равна

dv _ H2gxĄ 
dt p 0 + X(1 + о(1)).

Ясно, что dv/dt<0 при х>-р° и dv/dt= 0, только если х=0 в окрестности G 
начала координат при

Проверим условия теоремы Н.Н. Красовского об асимптотической ус­
тойчивости [3]. На множестве, где dv/dt-0, система дает равенства 0=гр°у, 
dy/dt=0. Откуда следует, что у=0. Поэтому справедлива 

Теорема 5. Если выполняются условия

S = —,+-^7,-rq° = °, H2 =7“7— - —ЗГТ = 0> 8 * ° . т -  
P P (PT (Р У

то равновесная цена р=р° и равновесный объем продаж q=qü асимптоти­
чески устойчивы.

Исследуем теперь случай g=0, т=0. Здесь система имеет континуум то­
чек покоя в окрестности начала координат, расположенных на оси Оу. Сно­

ва возьмем функцию Ляпунова (8): v(x, у) = ~ łJ 2 ■ Для нее производная

dv/dt=0. На множестве Мо={(х,у)е R2:v(x,y)=0} имеем у=0. Система на M0
dxредуцируется в одно дифференциальное уравнение —  = H X  + о{х ) . По-
dt

скольку Hj = -
(рУ

d

Т р Ў
<0, то такое уравнение обладает асимптотически

устойчивым равновесием х=0. Поэтому по теореме 1 [5] нулевое решение 
исходной системы устойчиво. Следовательно, справедлива 

Теорема 6. Если выполнены условия

5 =^7 + 4 ; - ' V  = 0, H2 = - ^ — 
P P (Р ) т 4 г =  °> т = °> S -  

( P )
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то равновесная цена р=р° асимптотически устойчива, а равновесный объ­
ем продаж q—q°устойчив не асимптотически.

Отметим, что слабая устойчивость объема продаж объясняется отсутст­
вием стабилизирующих факторов: g = 0  (сила изменения цены равна нулю) и 
т- 0  (нулевой эффект насыщения).

V d
б) Пусть теперь величина H 1 = ---- ;-------—  ^0. Тогда, взяв функцию

(рУ  ІР У
Ляпунова (8), можно, опираясь на теорему Н.Г. Четаева [3], показать, что 
равновесие х=0, у=0 неустойчиво. А именно справедлива 

Теорема 7. Если выполнены условия

S = - , + - , - п I0 =O, ' " = 0 ’
P P  І Р )  (Р  )

то равновесная цена р=р° и равновесный объем продаж q=cf неустойчивы.
6. Независимость величины объема продаж от изменения цены 

(g=0). Рассмотрим частный случай, когда g=0, /н>0. Здесь система будет 
иметь вид

d x  , с/ V
—  = - Ь х  + rp0y  + r xy  + > H  л , —  -- ■ 
d t  TT d t

-ту. (9)

Возьмем функцию Ляпунова v{x,y)-y'l2. Be производная по времени в 
силу системы (9) равна d v / d t = - m y 2. По теореме 1 [5] нулевое решение сис­
темы (9) будет асимптотически устойчивым тогда и только тогда, когда ре­
шение т=0 уравнения

d t

1Y Y­-  = -Sx  + У  HU ^  J ( 10)
;=2

асимптотически устойчиво. C учетом того, что Я3<0, условия асимптотиче­
ской устойчивости решения х=0 системы (10), а следовательно, и решения 
х=0, у=0 системы (9) состоят в следующем: 1)5>0 либо 2)5=0, 

у d
H7= ——------ —  = 0 . Во всех остальных случаях решение х=0 системы (10)

І Р  У  ( Р  У

X

неустойчиво, а значит, и решение х=0, у=0 системы (9) также неустойчиво. 
Таким образом, справедлива

Теорема 7. Если изменение цены не влияет на величину объема продаж, 
т. е. g=0, /?і>0, то равновесие p=p‘\ q=q° будет асимптотически устойчи­
вым в каждом из следующих случаев'.

1) 5>0;2) 5=0, H2= - ^ - - - d -  = 0.
( Р )  ( Р  )

При S<0 равновесная цепа р=р° неустойчива, а равновесный объем продаж 
Cj=Cj0 асимптотически устойчив при т>0 и устойчив не асимптотически 
при т=0.

В заключение отметим, что па рисунке отрезок прямой OO0 границы об­
ласти асимптотической устойчивости соответствует критическому случаю 
пары чисто мнимых корней; точка O0 -  критическому случаю двух пулевых 
корней; отрезок пунктирной границы, начиная от точки O0 вправо, -  крити­
ческому случаю одного нулевого корпя.
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О Б О Б Щ Е Н Н О Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  С Т Р У В Е  В  В Е С О В Ы Х  

П Р О С Т Р А Н С Т В А Х  С У М М И Р У Е М Ы Х  Ф У Н К Ц И Й

Generalized integral transform involving Struve function in the kernel is studied in the weighed 
spaces of r-summablc functions. Mapping properties such as the boundedness, the representation 
and the range of the considered transform are given, and the inversion formulae are established.

Рассмотрим интегральное преобразование

= K w r n o d t  (-T> 0) (I)
0

с комплексными a, CO и действительными a>0, b>0, Ä>0, содержащее функ­
цию Струве H n (г) в ядре [1, с. 46]. Это преобразование определено для не­

прерывных функций /е  C0 на R+=(0, °°). При ст=со=1/2 и a=b=X= 1 преобра­
зование (1) принимает вид классического преобразования Струве

(XnZ)U) = JV atH11 (xt)f(t)dt  (-T > 0 ) . (2)
о

Это преобразование, возникающее в осесимметрической теории потен­
циала [2], впервые было рассмотрено Титчмаршем [3] в качестве одного из 
взаимно обратных преобразований в пространстве С, (R+). В связи с этим 
см. [4, с. 277, 280] и [5, гл. 9, 10]. Действие в пространстве Lr R+ (1<г<°°) 
преобразования (1), в котором Г) заменено на rj-1/2, ст=р+1/2-г|, со= 1/2—г) и 
a=b=X= 1, было изучено в [6], а преобразования (I) с a= l, OJ=-I, а= 1/2, 
Ь=-1/2 и Х=2 -  в специальных пространствах DJl4 (L) и LZy' в [7, 8] и
[9, теорема 36.13]. Формулы обратного преобразования для некоторых мо­
дифицированных преобразований Струве были получены авторами [10] и 
[11] в пространстве Lv, функций/таких , что tvf ( t ) s  L1 (R +).

В работах [2, 12-16] преобразование (2) было исследовано в весовых 
пространствах Lv г , измеримых по Лебегу, вообще говоря, комплексно­
значных фупкций/па R+=(0, °°), для которых ll/HvU00, где

dt
j > 7 ( 0 | -
■ i ł

( I  <  f < OOj V  G R ) .

В [2, 12-16] были даны условия ограниченности и взаимной однознач­
ности оператора X11, различные формы интегральных представлений и
описание образа, а также установлены формулы обращения. Исследования 
в [2, 12-15] опирались на технику мультипликаторов Меллина для инте-
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