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для достаточно больших п, где 0<7'<min{rb T2, Ti ]- B0Jnm  1 .
1 ę 4* I ̂  _ I

Положим T=C5Iia, U=Cbn'n, /H=LntlJ, где ц = 5— J ----2----- , когда
2 S11 (т + 1) + ут

( s ,  ß ,  t)g D i , и  |д=3(2у+5)-1, когда (s, ß ,  t)g D2. Теперь, взяв достаточно боль
шое R=R(s, ß ,  т)>3, из (15) нетрудно получить (5) и доказательство теоремы.
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ПРЕДЕЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЕГГОВСКИХ КОНЕЧНЫХ СУММ 
C ОСРЕДНЕНИЕМ. МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

The necessary and suITicicnt conditions of convergence of the Ito’s finite sums with averaging 
to the stochastic 0-integral in rnulti-dimensional case are obtained. The estimates of the speed of 
approximations are found.

Для исследования решений дифференциальных уравнений с обобщен
ными случайными процессами разработана специальная теория, которая ба
зируется на понятиях стохастических интегралов [1]. Наиболее общий сре
ди них в непрерывном случае стохастический 0-интеграл [2].

Отметим, что изучение теории стохастических дифференциальных урав
нений непосредственно связано с проблемой умножения обобщенных 
функций. В работах [3, 4] предложена конструкция алгебры обобщенных 
случайных процессов и на ее основе разработан единый подход к исследо
ванию различных классов стохастических дифференциальных уравнений. 
При этом исследование ассоциированных решений уравнений в дифферен
циалах в алгебре сводится к описанию предельного поведения итовских ко
нечных сумм с осреднением. В статьях [5, 6] показано, что предельное по
ведение таких сумм для одномерного стандартного процесса броуновского 
движения полностью описывается стохастическими 0-интегралами. На
стоящая работа -  продолжение исследований в этом направлении для мно
гомерного случая.

57



Математика и информатика

Пусть BQ, (ü)=(Bl(t, со), B~Q, со), Br Q, со)) -  /'-мерный стандартный 
процесс броуновского движения [1, с. 48].

I
(0)J7  (ß(.Y, со))с1В‘ [s, со), се Г= [0, a]cR, coeQ , /= I, г ,

О

-  стохастический 0-интеграл [2, с. 192].
Для произвольной фиксированной точки t из отрезка T имеет место 

представление
t=Tt+m,h„, (1)

где Л„>0, л>1, T1G [0, А„), //i,eN.
Обозначим Kin, A,,)= JJ (l — — т|Л“1 )р], (s)p; (z)d sdz ,

0<j,T<l hi |л-т|</с„

где pi (Oe C~(R), p'(0>0, supp p' (Oc[0,l/n], j j " p l  (s)ds = 1, i= W  ; Cp (Rrf)
-  множество функций, p раз непрерывно дифференцируемых и ограничен
ных на И'7 вместе со своими производными до порядкар  включительно.

Лемма. TlycmbfG CjIi (Rrf) . Конечные суммы
т ' г — г  2
X X  К  V + V - 1)к ))[ к  (т ,+ khn у -  Bill (т, +{k - 1)к )]
A = I C = I

сходятся в L2(Q, A, P) и равномерно по tG T при п— Iin-*0 тогда и только 
тогда, когда числовые последовательности Kfn, h„), /= 1, г, сходятся при 
и—»00, /г„—>0 и имеет место оценка

sup Ei J J f l ІВп ІТ,H k - W M  В (г,+AAn)- В (т,+(А-1)А„)]2-
'E T *=1 ,=1

- J j K, in, hn) j  f(B is ))d s f <C/n+Ch„.
'=I о

Доказательство леммы проводится методами, аналогичными доказатель
ству леммы 4 из статьи [6].

Обозначим
ш, г

Snf ( B ( t ) )  = J J f n{B„iT, + (A - I K )H  л; (T,+AAn) - Ą  (т,+(A-I)A,,)],
A = I с=1

где * ( 0  = 1 > ' ( г  + , ) р ^ ) * ,  BniT,+khn)=iB\Hr+khn), ..., Brn iz,+khn)),

L i tO rr) = Jó' "— / +J r )P"( rp T K i  -
Pjj (C|, ..., C) -  неотрицательная бесконечно дифференцируемая функция, 
носитель которой содержится в [0,1/л]г, и

Jo -Jo Pn (sP T К , -  ds, = I .

Теорема 1. Пусть fe  C,) (Rrf) . Конечная сумма 5 „ /(л (? ))  сходится в 
L2(Q, А, Р) и равномерно по tG T при Ап—»0 тогда и только тогда, ко
гда числовые последовательности K fn , /?„), с=1,/‘, сходятся при An- >0
так, что п2Ііп-̂ >°°.

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть А„>0, /cgN. Выберем N-NQi„): (0;1)— >N такое, 
что hnNihn)=5 -+0, 1/л=о(8) при А„->0, /с-+00- Тогда представление (I) можно 
записать в виде
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I=X1+ MNhn = х , +M  5, (2)
где X, = х ,  +  А'А„ е [0 ;8 ) , N, М, к ' G N.

Для простоты исследуем случай г=2. Достаточно рассмотреть первое 
слагаемое.

Преобразуем выражение
т,

Y f M  (т,+(A-I)AJ, B2 (т,+(A-1)AJ)[ B̂  (XMhn)-Bl  (т1+(к-] Vh,)]-
к=1

I I

- ( / ) j / ( S 1 (5),B2 (s))dB' ( S)  -  ((I -  Kt (п,hn))/ 2)J / '  (B' (S), В-(s))ds =
О о

Г м
= I Y  fn (Bi ( X1 +(/-1)5), B2n ( X, +(I-1)5)) [ Bi (X, +15)- Bl (<  + (/-1 )5)]- 

Ь=і
< I i f M

-  (Z)JzcjB1 ( z  в 2 (s))dBi ( S )  J+1 1 2  /,;  (в,; (< + ( / - 1 )8), в; (<  +(/- i )5»х

х[ Д' ( X1 +15)- Bi ( X, +(I-1)5)]2- 1 / ;  (ß 1 (S), B2(s))ds J  -  

1 [ щ
" \ Y f U  (ß ‘- (Ъ+(*-1УО, B2 (x,+(k-l)hn))[ Bi (r,+kh„)-

2 I a=i

-Bi (r,+(k-l)hn)]2-  K M  A j J / ;  ( B 1( J ) 1B 2( J ) ) ^ j

+ ( Ü / , ( ß ! «  +(/-1)8+(A-1)AJ,B2n (X, +(l-1)5+ (A-I)AJ)-
[ /=1 A=I

-U  Bl ( <  +(/-1)5), B2 ( <  +(/-1)5)) [ Bl ( <  +(/-1)5+AAJ- 
1 ( M

-B i (X1 +(/—I )5+(A—1)hn)]- — Y f L l (Bl (<  +(/-1)5), B2 «  +(/—l)5))x 

X[ B1 ( <  + /5 )-Bl ( <  + ( / —1)5)]2— £  / ;  (ß ,1, ( <  +(A-I)A11), ß ; ( <  +(A-I)A,,))X
a=a;

+ £ /„ (ß ,!  (t,+(A-1)AJ,
A--I

x [ B l ( x ' , + k h n) - B l (  <  + ( A - I ) A , , ) ] 2 

B] (T,+(A-l)A„))[ß,‘ (!,+AAJ-B,1, (!,+(A-I)AJl- (Д1, (!,+(A-I)AJ,
2 *=i 1

ß2 (r,+(A-l)AJ) [ B1 (T,+AAJ- B11 (!,+(A-I)AJ]2

+

=/,(0+1/2 /2(/)—1/2 /3(о + /4(о + /5(о, л; = э/ /Эл-,, z ;  = э/„ /эл,.
Рассмотрим Z1 (0- Согласно теореме 1 из статьи [4] выполняется

£(/,(0)2<С/(н5) + С5.
Для оценки Z3(T) воспользуемся леммой. В результате получим оценку

E(h(t))2źChn+C/n.
Так как 1/н=о(5), то легко убедиться, что Кх(п, 5)-+1 при 5 ^ 0 , То

гда согласно лемме выполняется
E(h(t)f<C5+C/n.
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Рассмотрим /5(А). Используя вид к' из соотношения (2), ограниченность/ 
и ее частных производных, получим

к’,
Е (Ш )2<Ск; ^ Е Ш <  +AA„)-ß„(< +(A-I)A,,)?+

A =1

+Ск', £ я ( В „ ( <  +AA,,)-ß„(т' +(А-1)А,,))4<СА,'2А,,+СА;2 А2<С52(1 + 1/Л„).
к= I

Исследуем Z4/) . Для этого воспользуемся формулой Тейлора для функ
ции/,

Z4M= I E  S  А  (Д! (<  +(^-1)5), B21 (<  +(/—I)5))[ Bjl (<  +(/-1)5+(А-1)А„)-
i  /=1 A = I

-  В],«  +(/—1)5)][ ß,', «  +(/-1)5+ АА„) -  ßj К  +(/-1)5+ (A-I)A,,)]-E /Д (< +(^-1)5), /І,; (< +(/—1)5))[ 5‘ (< +/5)- ß‘ (< +(/-1)5)]2-
/ = 1

ntt
-  E  /Д (ß ‘ (<  + (*"D U  ß 2 (<  +(А-1)А„))х

а=а;

Х[ Ъ\  (<  +AA,,)- ß,1, (<  +(A-I)An)]2 А„)]2)} +

I /и Л/
+ j Е Е / Д  К  +а-1)5), в]  (<  +(/— 1 )5))[ ß 2 (<  +(/-1)5+(А-1)А,,)-

-  ß ; (<  +(/-1)5)][ В‘ (<  +(/—1)5+АА„)— ß* (<  +(/-1)5+(А-1)А,,)] J +

. I j y v  г
2

(а)[ Bl (<  +(/-1)5+(А-1)А,,)- ß,1, ( х, +(/-1)5)]-х
I A=I

х[ Bl (<  +(/-1)5+ AA,,)- ß,1, (<  +(/-1)5+(А-1)А„)] +

1 Г м  N п
+ Д i Е Е /Д .Ч  (а )1 ^ «  +(/-1)5+(А-1)А„))- В; (T1 +(/—1 )5)]“х

^  I / = 1 A = I

х[ ß,1, (<  +(/-1)5+ AA,,)- ß,1, (<  + (/— I)5+(A— I)А,,)] } + j E  E  /Д+ (а)х
J L /=I /t=i

х[ Blix,  +(/-1)5 +(A-I)A,,) -  Bl i x l +(/-1)5)] [ß„2((/— I)5+(А—1 )Л„) -  

-  В; i X, +(/-1)5)] [ Bi ((/-1)5+ X, +AA,,)- Bill ( х, +(/-1)5+(A-I)A,,)] =

=Z4I(0 + Init) + 1/2 /43(0 + 1/2 /44(0 + Z45(Z), /Дл, = З2/;, ZdxiBxj . 

Легко установить справедливость следующего равенства:

E f B1n (<  +(/-1)5+ (A-I)A,,)-Bjl (<  +(/—l)5)][ß* (<  +(/-1)5+ AA,,)-
A = I

- B l i x 1 +(/-1)5+(А-1)А„)] =Д [ß,', (<  + /5)-ß ,',K  +(Z-I)S)]2-  

- 4  i x  ( <  +(/-1)5+ AA,,)-ß,! ( /  +(/-1)5+(А-1)А„)]2.
2 А=|
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Используя это тождество, ограниченность /^  i , формулу Лагранжа и 

неравенство Гельдера, получим
( M N

E i h m 2=E I T j yZ C i (К (<  +(M  )5). C  (<  + (M )S))-
L/=i *=1

(ВЦ<+(/-1)5+(А-1)йп), B l i h  +(Z-l)5+(A-l)Zzn))x 

x[B,;«+(Z-l)8+WiłI) - f i‘« + (/-l)8 + (M )A łl)]2 } <

.W <v
<MN E ъ ш  (< + (M )8 )-ß ‘«  +(/-l)S+(A-l)/zn)]2 

/=1 *=1
+[ 5 ’ (<  +(Z-I)S)- Bi іт, +(Z- 1)8+(*-1)йя) ]2)

+

+(Z-I)0+(к-1)«„) Г IX
эі , п Л \£ , /7. 1 \7. .x[Ą (< +(z- ds+ ^ o- ą! «  +(z-i)S+(t-i)/2n)]4 <cs.

Используя ограниченность и неравенство Гельдера, получим
/W N

E i h m 2Z CMNE{ Z Z  [ #  «  +(М)8+(*-1)й„)-
Z = I A=I

- Ą  «  +(Z-I)S)]4 [5 ‘ «  + ( Z - l ) № ) - 5 ‘ «  +(Z-l)S+(A-l)/zn)]2}< 
<CM2N 2 S2 hn <Cb2lhn.

Аналогично находим оценки для Z44(X) и L.5(r)
E iim fZ C b 2IhmE i h m 2ZCb2Ihn.

Рассмотрим /«(z). Выполним следующие преобразования:

/42W= {Z42( O - S E  / 1  ( < +(M)S-IM), B12 i z, +(Z-l)8))x

х[ ß ; (<  +(Z-I)S+ (А-1)й„)- Bi i z, +(Z-I)S)] [B1H zt +(Z-l)S+A:Zzn)-

- B l i z l +(Z-l)8+(A-l)Zzn)] 1+ { S I X &  «  +(M )S-
J L /=i i=i

-IM), ß ; «  +(/-1)5)) [ß ; «  +(Z-I)S+ (A-I)Zzn) - ß; «  +(Z-l)S)]x

x [ß ‘ (т; +(Z-nS+Ай,,)- Bliz, +(Z-l)8+(A-l)Zzn)] J=Z421(X)+ Z422(X).

Используя теорему Лагранжа о конечных приращениях, ограниченность 
fix* и неравенство Гельдера, получим

EihiiihfZCMN E Z W  «  +(M )S-IM )-B \iz\ +(Z-l)S)]2x
х=1 A=I

X[ß; (<  +(Z-I)S+ (A-I)Zzn) - Bi ih  +(Z-I)S)]2 [-ß‘ «  + (Z— I)5+Ай„)—
— Bi i z\ +(Z-I)S+(A-1 )Zz„)]2 <,CM2N 2bh„/n<C S/(Zznzz).

Для оценки huh) воспользуемся независимостью 
[ Bi i z, +(Z—1 )5+Ай„) B1a i z, +(Z—I )S+(A—1)й13)] и Д  (ß j«  +(Z-I)S-IM),

Bi i zt +(Z—1)S))[ Bl i < + (Z-1 )S+(A-1)h„)~ Bi iz, +(Z-I)S)] / ; . (Bi (<  + 

+(/-1)5-1/«), ß ; «  + (/-  l)8))[B liz t +(/’-l)S+(Z-l)Zzn) - ß 2«  +(/-i)S)]x 
H B 1n «  +(/-1)5 + ZZzn) - ß,! «  +(/‘-1)5 + (Z-I)Zzn)], 

если (Z—1)5+(A— 1 )Zz„>(/—1)5+ ih„+lln.
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В результате £(/421 (О)2 ^CMN 8h„(l + l/(h,,n))śC 5(1 + 1/(/?„л)). 
В итоге получена оценка

sup£
IET

т .

Z j  f Ж  (г,+(*-1)//н), В ;  (T,+(k-\)h))[ Bjl (т,+Ichn) - B i  (т,+(*-1 )/;„)]-
к = I

I - K 1 (« Л )  I' 
О J / ; ( я ‘(л-),в з (л' ) Ш  <

, C C CS Cd2 
< Chll + — + —  + —— +

/г /ю пн, п
Если \/п2<И„<\1пш, то, положив 8=/г„1/3/л |/3, а если I /л1/2 тогда 

l/(nh„)<h„, и взяв 5=/;,„ получим требуемый результат.
Используя связь между интегралом Ито и 0-интегралом, получим сле

дующее утверждение.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда, если 

К,(п, Л,,)—>(1-20,), 0,е [0; 1/2], / = 1, г, при я—>°°. /г„->0 m ą  wio 1/іг2=о(/і„), /»о

sup£
re Г

S  S  Л  (Т, +(Л -1)ли)) [ Bl (т,+**„)- /Г (T M k - 1 )/«„)]-
A =I i=I

^ 0-
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В.Г. НОВОХРОСТ

ОБ АППРОКСИМАЦИИ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ C ОБОБЩЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Dincreiitial equations with composition of discontinuous functions and distributions in the 
right-hand part are considered. It is shown that the approach based on approximation with delay 
differential equations is the partial case of the average-out finite-difference approach.

Решение нелинейных дифференциальных уравнении с обобщенными ко
эффициентами связано с проблемой определения умножения обобщенных 
функций. Существует несколько подходов к определению решений таких 
дифференциальных уравнений (см., например, [1, 2]), которые, вообще го
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