
Математика и информатика

Теорема 3. Статистика тх является состоятельной в среднсквадратиче- 
ском смысле оценкой для тх.

Доказательство непосредственным образом вытекает из теоремы 2, так 
как Dmx —— —>0 .
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
СУММ СЛАБО ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Given a strongly mixed sequence of random variables with mean zero and moments of order 
greater than three. We obtain the asymptotic expansion of length two for the distribution function 
of the normalized sum of random variables. The theorem requires that the characteristic function of 
the sum be small in the specified interval.

Пусть A’i, X2, ... -  последовательность случайных величин c EXj=O, JŁl, и 
коэффициентом сильного перемешивания а. Обозначим

(  и у  , „
J x k , Sa = - Y x i , Fn{x) = P{Sn <x),о: = E

> п  г - 1

E S  / \ i i
СЛ *) = Ф М ----- і ф(т)(-’:2- ! ) ,  p(F , G ) = sup |e (x) - C ( .y)|,

L  i*) = Ee"s■ > Sn ( O = L  e"'dG" (* )= * 2
I  ■ 3

I - - E S ]

где Ф(л-) и ф(х) -  соответственно функция распределения и плотность стан
дартного нормального распределения.

Тема нашей работы -  асимптотические разложения в центральной пре
дельной теореме для слабо зависимых случайных величин -  уже исследова
лась разными методами и при различных условиях [1,2 и др.].

В этой работе мы получаем асимптотическое разложение длины два для 
F 11(X),  т. е. оцениваем величину р (F,„  G11), для последовательности сильно 
перемешанных случайных величии. При доказательстве мы опираемся на 
работу [3], которая восходит к [4] и оценивает р(Fn, Ф) также в случае 
сильного перемешивания.

1. Основной результат. Обозначим также so=min{3, л-1},
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Y = ß— , ß , = -  + 1 5,1
Sg -  2 S -  I
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1 s0(x + l) + 5 5
2 S0 (т+ і) - (3 т  + 1) 5 -  I ’ т, -

„ _ 5 2т + I S 
” 2 т -1  S - I  

Зт + 1 IOx

_ I y(*o- 1 ) - ^ o _ 1 4у — 5 1 , ,

T + 1 

Q (і', р, Ty=

Т, =
Зт + 2

<3,, f ,  ß, т )е  D1; 

[а2, (s, ß, т)б D- ;
, (l-, '

2 ух + s0 (т + 1) " 2 2у + 5т  + 1

D1 ={(s, ß, т)|л' > 3 ,т> 1 и, кроме того, или а) su <x,, ß > ßj,

или б) т , < ^ < т 2, ß, < ß < ß3},

D2= { f ,  ß, т) I s>3,  т>1 и, кроме того, или а) xt <s0 <x2, ß > ß ,,

или б) > T2 (т < 6), ß> ß ,} .
Заметим, что D iUD2={(s, ß, x)ß->3, х>1, ß>max(ßb ß2)}, D |nD 2= 0, функция 
a(s, ß, т) непрерывна на D 1UD2.

Введем следующие условия:
s u p D l Z ,  I' < С ,  < ° ° ,  ( 1 )

O2n > С2п, 
а  (н) < С3п~р,

|л  (O H c 4Irf

(2)

(3)

(4)
В приведенных обозначениях справедлива
Теорема. Пусть для последовательности Х\, X2, ... существуют такие 

постоянные С,>0(г=1,6), s>3, т>1, ß>max(ßb ß2), что для всех п выполня
ются условия (1) -  (3) и условие (4) в области |r|e[C5n“, C6Hax]. Тогда най
дется такое В>0, не зависящее от п, что для всех п> 1 имеет место соот
ношение

P(Fn, G„)<Bn а\  (5)
Замечание. Выражение ах в (5) монотонно возрастает по s, ß, т, и обла

стью его значений является полуинтервал [1/2, 1).
2. Основное представление. Символом В (с индексом и без него) мы 

будем обозначать положительные ограниченные величины, не зависящие 
от п, т, Т, U, а символом 0(г) (также с индексом и без него) -  такие функ
ции, что |0(г)|<1. При этом в различных соотношениях В и 0(г) могут обо
значать разные величины.

Для всех j= 1,2, ..., n ,v~  1,2, ...,/?, г= 1,2, ..., /?+1 обозначим

S iP = S n, S (V) _= -  S  X 1.
cH M

# > - « * { * ( * } • " > С1; ’ = Xj П С .
V = I

где m -  целое, зависящее от п число. Всюду в суммах будем считать, что 
когда k< 1 или к>п.

Исходным для нас является следующее представление:
(м

’п м г=2 j = 1
(6)

’п У= I
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где R>3. Для преобразования (6) нам понадобится несколько вспомогатель
ных утверждений. Приведем только наиболее существенные отличия от ра
боты [3].

3. Вспомогательные утверждения. Будем считать, что для некоторого 
s>3 выполнено условие (1).

Ьм+с
Пусть Ym обозначает сумму вида ^  Xlj , где Ъ, c e N ,  -  постоянные,

Zt=I

г'ь г2, .... ibm+c -  любые допустимые индексы. Так, например, можно за-

у /у'
писать в виде с,\1 = ехр - 1 .

Утверждение 1. Для любого р, 0<p<s,
\_

E7’ \Ym\P<Bm.

Д о к а за т е л ь с т в о  следует из соотношения 2> . (для

всех q> 1 и Ь\, Ь2, .... b,eR) и условия (1).
Утверждение 2. Для любыхр>0 и CO, 0<co<min(l, sip),

I
exp]— T1 I - I

P Г И т Гi iE p < в
Ict- J I СТ" /

Д о к а за т е л ь с т в о  следует из соотношения |е“-1|<2|л|“ (для любых x e R  

и cog (0,1]) и утверждения 1, где в качестве р нужно взять рсо.
В дальнейшем мы используем известные оценки для ковариации двух 

случайных величин (см. [5] и теорему 17.2.1 [6]).
\t\rn

Лемма 1. Пусть -----<1. Тогда для всех j= 1, 2, ..., п и г=2, 3, ..., R+1

имеют место соотношения (для второго из них считается, что г>4):
\m in{r,s}~ l

i) E <d\r){t,n) = B
\t\rn

V G" ;
" Ivl XLI? 5 - 1

2) E < d.P (t,п) = В ■
\t\rn - 2 J

+ а  ' (ш)
ч ,

(Здесь и далее L-J -  целая часть числа.) Мы будем также писать
позже.ę p  < d (r] (t, п ), выбирая нужный индекс 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По неравенству Гельдера

E *  Ж
(V)

V = I

г-1

< е 7|х ,|' Ż(j(V)

V=]

5-1 получим первое соотноше-Применяя утверждение 2 с со = min \ 1,
I г - 1

ние леммы. Доказательство соотношения 2) аналогично [3, с. 45-46].
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„ \t\m
Лемма 2. Пусть ==- <1 и для некоторых С3>0 и ß > —— выполняется 

а „ ' .5-2
условие (3). Тогда для всех /-2 , 3, .. R

- ( г )  IlS1'

J=I J = I

<в( X-I
па '  (иг) + |/„(/)|нс/(г) |/[ш

’ + в *
<

CT
\  "  1 а.

Замечание. Неравенство ß >  ̂ выполняется в условиях теоремы.

Лемма 3. Имеет место соотношение
л-f'l

Ч. J = I

< В —  а  1 (т ) .
а., 4 ’

Д о к а за т е л ь с т в о  лемм 2 и 3 аналогично [3, с. 46-49]. 
Введем коэффициенты:

Qt =Bl-^r Y a ' (*)> Qi=1Bij T  Ż  ка  ' (*)■ Qi = в, —/т аJn £=/и+1

J-1
Ö4 =ВА— а  5 ( ш ) ,  Q 5 =  

ст_

п
T'-'п Ic = IIlJ 1

■ YvOт

\ СТ" J

=JnmB п 7ш "i
Я -3 I

Г т
о] . G- J а\ " У

(7)

В этой работе выделение второго члена в асимптотическом разложении 
для F„(x) восходит к следующей лемме.

Лемма 4. В обозначениях (7) справедливо равенство
:  п 3/ _ .W г\ . ■> /Г

—  L  L  BQ /  = - t -  —  E S l + e i (t)Qlt + Q2(t)Q2t2+ e , ( t )Q21/1"*
а п J = I  Г=2

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого xeR e“ - 1 -  ix + - < ы \  Тогда, обо-

A (v) c(v-i) c(v)  ̂>1значив Ai = S i - S j = —  , мы можем записать
ст„

В ± ± в $ >  " В ± в х , № - Q I T 1Г + 2 Д М :,] + в(,)
СТ„ J = I .=2 Un J=I I Z V ' ' ' J

-Y ,CT.. • ( 8 )

S.. SПо неравенству Гельдера и утверждению I c p  =
5 - 1

Е І х М у ^  й Е Ц х Х  E ' |Умр / « В / и \ (9]

Далее, |д (;Д  +2А ^дД  = S,̂  -  2Sj2̂ S„ -  S (Д, и справедливы соот

ношения

Y  BXjSll = Ct ji , =G1Q1CT,,, Yj EXjS l = O nE S l
J=i j=i

(10)

(Д 0 ) =G2Q2Ct ,,, E £ X ,S ‘3,(S„- S ^  = G3Q2Ct ,,
j=i j=i

Теперь из (8) -  (10) следует утверждение леммы.
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4. Доказательство теоремы. Выберем T таким, что 0<T<Tf= — . Тогда,
т

используя леммы 1-3, перепишем (6) в виде: для всех п в области \t\<T

ст„/((O=-0A (0“~ а 1 (Н+Ё -Ч /,(0 Ё £Дг) +А02(О,га' Д0+
"  г=2 Vn { м

^ Iin ^
+ B ß M f n{t)\ndlr) —  +fi404 ( O Ä W

р г

VG« У

(H)
+ Q5(I )JLd I*''

CT1

Второе слагаемое в (11) при г= 2, 3 заменим согласно лемме 4; при г>4 за
меним е ДД на BO(I) d j 1 (лемма I). В двух последних слагаемых в фигур

ных скобках заменим cfń на B O (I)JJ, а в последнем слагаемом в (11) -  </Л+1) 

на Д Л+/  В итоге соотношение (11) перепишется в виде: для всех п в облас
ти \t\<T

/ДО = /, (0 ■- E S l  + 0, (02/+Q2 (OQ2I2 + е3 (003 И1“
+ 04 (0(^4 + б 5?2)- ( 12)

Положим

J1 J ( K s a ) 1, т гда  а *°- Ti =(Iftcy3)
[+°°, когда Q2 =O,

Пусть Q—у0 при н—><>Интегрируя (12) в области |r|<7’<min{7), T2, T2], по
лучим для всех достаточно больших п в указанной области представление

/ , , ( O  =  e x P \ ~ Y ~ Y ES" + е і ( О 0 і 2  +  0 2 ( О 0 2 ^ + 0 з ( О 0 з Й ’“+' 1  +
J

(13)+ 04 (0(^4 + C/) +
Отнимем в ( 13) от обеих частей g„{t). Используя неравенство 

\ es+iy+z- e - ' ( l  +  i y ) \ < \ z \ e v+lz{ +  y 2e x

(для любых .г, yeR  и ze С), а затем неравенство Эссеена [7], получим, что 
для любой функции U-U(n)>Q для всех достаточно больших п и всех Т, 
0<7’<min{ 7 |, T2, T2), справедлива оценка

р (Fh ,G,,) < b {q , + С/ + Q2 + 1775,̂ |2 + (ß, + Qs )Т +

/ д о - « Д ОIT<\i\<U
dt Z- -

1 + 1 ES,;'
U

(14)

Используя соотношения (2) и (3), неравенства ß > 2 —:— (это следует из
S -  3

I I _ ] г
условий теоремы) и IES1I < Bn / г , из ( 14) получим

р д ; ,  Gn)<B
г-Р— - m 

m ' +-
!-Pi m “

■ + --------- - +
Г

Ji  im ‘
Y  uv -

T +h
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f T n J

Jn
т +

T<\t\<U

л  (О - * . (О
t

d t + —
U

(15)

для достаточно больших п, где 0<7'<min{rb T2, Ti ]- B0Jnm  1 .
1 ę 4* I ̂  _ I

Положим T=C5Iia, U=Cbn'n, /H=LntlJ, где ц = 5— J ----2----- , когда
2 S11 (т + 1) + ут

( s ,  ß ,  t)g D i , и  |д=3(2у+5)-1, когда (s, ß ,  t)g D2. Теперь, взяв достаточно боль
шое R=R(s, ß ,  т)>3, из (15) нетрудно получить (5) и доказательство теоремы.
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УДК 517.9

А.Н. КОВАЛЬЧУК

ПРЕДЕЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЕГГОВСКИХ КОНЕЧНЫХ СУММ 
C ОСРЕДНЕНИЕМ. МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

The necessary and suITicicnt conditions of convergence of the Ito’s finite sums with averaging 
to the stochastic 0-integral in rnulti-dimensional case are obtained. The estimates of the speed of 
approximations are found.

Для исследования решений дифференциальных уравнений с обобщен
ными случайными процессами разработана специальная теория, которая ба
зируется на понятиях стохастических интегралов [1]. Наиболее общий сре
ди них в непрерывном случае стохастический 0-интеграл [2].

Отметим, что изучение теории стохастических дифференциальных урав
нений непосредственно связано с проблемой умножения обобщенных 
функций. В работах [3, 4] предложена конструкция алгебры обобщенных 
случайных процессов и на ее основе разработан единый подход к исследо
ванию различных классов стохастических дифференциальных уравнений. 
При этом исследование ассоциированных решений уравнений в дифферен
циалах в алгебре сводится к описанию предельного поведения итовских ко
нечных сумм с осреднением. В статьях [5, 6] показано, что предельное по
ведение таких сумм для одномерного стандартного процесса броуновского 
движения полностью описывается стохастическими 0-интегралами. На
стоящая работа -  продолжение исследований в этом направлении для мно
гомерного случая.
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