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3. Ускорение процесса разработки системы путем исключения необ-
ходимости реализовывать логику управления сервоприводом и ультра-
звуковым модулем. 

Однако использование Эхо-модуля также накладывает ряд ограниче-
ний: 

1. Необходимость наличия ПЛИС или реализации модуля на кри-
сталле. 

2. Требования к тактовой частоте модуля. 
3. Ограничения, связанные с движением сервопривода. 
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В работе проведено моделирование напряженного состояния и состояния повре-
ждаемости полупространства при действии на него нормальной к поверхности на-
грузки распределенной по эллиптическому закону. Повреждаемость определялась 
путем построения регулярной сетки в полупространстве в окрестности приложения 
нагрузки и определения напряженного состояния в узлах сетки. Особое внимание 
уделено вопросу сеточной сходимости проводимых вычислений. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В механике деформируемого твердого тела задачи, связанные с изу-
чением контактного взаимодействия элементов сложных механических 
систем, одни из наиболее актуальных. При решении прикладных задач 
особое внимание уделяется определению напряженно-деформирован-
ного состояния в окрестности контакта. Постановка и решение подоб-
ных задач необходимо для оценки повреждаемости и прочности деталей 
в местах их контактного взаимодействия. В настоящее время наиболее 
распространенным подходом к решению контактных задач является све-
дение задачи о взаимодействии двух тел определенной формы к модель-
ной задаче о распределении поверхностных усилий, действующих на не-
которой области полупространства. Оценка повреждаемости среды в 
большинстве своем основывается на модели деформируемого твердого 
тела с опасным объемом, который определяется областью конечных 
размеров с критическим уровнем напряжений [1, с. 215]. Целью работы 
является оценка повреждаемости и нахождение величины опасного объ-
ема в полупространстве при его эллиптическом нагружении нормаль-
ными к поверхности полупространства усилиями, а также исследование 
изменения величины опасного объема в зависимости от количества гра-
ничных элементов. 

РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННАЯ НАГРУЗКА 

При построении механико-математической модели напряженного со-
стояния в общем случае будем учитывать действие распределенных 
нормальных ( ),p x y  усилий. Расчет напряжений в любой точке 

( ), ,M x y z  при 0z ≤  полупространства при действии на поверхность 
нормальных усилий ( ),p x y  проводится численными методами с ис-
пользованием функций влияния из фундаментального решения задачи 
Буссинеска о действии сосредоточенной нормальной силы на полупро-
странство. 

Рассмотрим равномерно распределенные усилия интенсивности 0p  
направленные по нормали к поверхности полупространства и дейст-
вующие по области прямоугольника ( ){ }1 2 1 2, : ,D x y x x x y y y= ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Интегрируя фундаментальные решения задачи Буссинеска по области 
D, можно получить выражения для определения всех шести компонент 
тензора напряжений в любой точке полупространства [2, с. 44–45]. 
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ПРОИЗВОЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННАЯ НАГРУЗКА 

Если по некоторой области Ω распределено давление произвольного 
вида, то разбивая область Ω на прямоугольники (граничные элементы) и 
применяя принцип суперпозиции, согласно которому напряжение в точ-
ке ( ), ,M x y z  будет суммой напряжений от действия равномерно распре-
деленных усилий по каждому прямоугольнику, получим искомое значе-
ние напряжений в рассматриваемой точке. 

Рассмотрим эллиптическое распределение нормальной нагрузки вида 

 ( ) 2 2 2 2
0, 1np x y p x a y b= − − , (1) 

где a, b − величины полуосей эллиптической площадки контакта, p0 – 
давление в центре площадки. 

Данный вид давления возникает в задаче Герца о несогласованном 
контакте двух тел вращения. На рис. 1 представлен пример регулярного 
разбиения эллиптической площадки с большей a и наименьшей полу-
осями b, при 2b a=  на квадратные элементы вида  

 ( ){ }0, ; 2, 2; 2, 2ij n i j i i j jBE p x y p x h x h y h y h= − + − + , 

где h – величина стороны граничного элемента. 
Для распределения вида (1) проведено моделирование при a b=  и на 

рис. 2 представлено распределение нормального напряжения zzσ  вдоль 
оси Oz по центром площадки контакта. 

 
Рис. 1. Гранично-элементное 
разбиение контактной области 

Рис. 2. Распределение нормального 
напряжения 

Из рис. 2 видно, что при увеличении отношения z a  значение напря-
жения zzσ  асимптотически стремится к нулю, т.к. граничное условие на 
бесконечности удовлетворяется. 
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ПОВРЕЖДАЕМОСТЬ И ОПАСНЫЕ ОБЪЕМЫ 

Расчёт интегральных показателей повреждаемости основан на ис-
пользовании модели деформированного твёрдого тела с опасным объё-
мом [2, с. 126–128]. В соответствии с данной моделью, опасным объе-
мом DV является пространственная область нагруженного тела, в кото-
рой действующие напряжения превышают предельные. Повреждаемость 
полупространства определяем по следующему алгоритму: 

1. Выделяем в полупространстве область D , которая будет содер-
жать в себе опасный объём, т.е. DV D⊂ ; 

2. По области D  строим расчётную сетку с шагами hx, hy, hz по осям 
Ox, Oy и Oz соответственно; 

3. Вычисляем напряжение в каждом узле ( ), ,i j kA x y z  сетки; 
4. Определяем количество точек K в которых действующее напряже-

ние превышает предельное ( )limσ ; 
5. Величину опасного объёма определяем по формуле  

 DV K dV= ⋅ , (2) 
где dV – элементарный опасный объем. 

Отметим, что в рассматриваемом случае элементарным опасным объ-
емом dV является объем одной ячейки построенной трехмерной сетки. 

Описанный алгоритм был реализован для определения величины 
опасного объема от распределения вида (1). Была исследована сеточная 
сходимость вычислительного алгоритма как по количеству граничных 
элементов, так и по количеству расчетных узлов полупространства. На 
рис. 3 представлен график изменения величины опасного объема в зави-
симости от количества граничных элементов (BE) и от количества узлов 
в полупространстве (N). 

 
Рис. 3. График сеточной сходимости 

для величины опасного объема 
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Из рис. 3 видно, что величина опасного объема практически не зави-
сит от количества граничных элементов, а при увеличении количества 
расчетных узлов трехмерной сетки значение DV все более уточняется и 
выходит на свое постоянное значение около 1,38 мм3. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе проведено гранично-элементное моделирование напряжен-
ного состояния и состояния объемной повреждаемости полупространст-
ва при действии на него эллиптической нагрузки направленной по нор-
мали к поверхности полупространства. При моделировании использова-
лись аналитические решения для равномерной нагрузки распределенной 
по области прямоугольника. Построен алгоритм для определения по-
вреждаемости среды и проведено исследование сеточной сходимости 
при определении опасного объема в полупространстве. 
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Целью данной работы является моделирование хрящевой ткани в твердотельных 

моделях длинных трубчатых костей человека, соответствующей зоне роста у детей и 
подростков, а также исследование напряженно-деформированного состояния хряще-
вой и костной ткани после проведения секторальной резекции при различной лока-
лизации дефекта. 

В настоящее время рекомендации по применению различных способов компен-
сации потери прочности пораженного сегмента носит исключительно описательный 
характер. Выбор их осуществляется, как правило, эмпирически, в зависимости от 
опыта хирурга. В связи с этим разработка математических и конечно-элементных 
моделей для прогнозирования напряженно-деформированного состояния хрящевой и 
костной ткани, позволяющих дать рекомендации, является актуальной и несет непо-
средственную практическую направленность. 

Ключевые слова: бедренная кость; хрящевая пластинка роста; зона роста; секто-
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