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JlE BAH ЛИНЬ (Вьетнам)

ЦЕНТРЫ КУБИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
C ОДНОРОДНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

The conditions are shown, at which the Origin of the system x =y-Mx2+3Äxy+Cy2, 
у  = -x+Kxi+3Lx2y+Mxy2+Nyi, is a center. The solution is given isochronous problem of this sys­
tem center.

Проблема центра и фокуса для различных классов кубических систем 
рассматривалась многими авторами (см, например. [1-5, 7]). Однако полное 
решение этой проблемы еще далеко от завершения. В настоящей работе 
рассматривается система дифференциальных уравнений

х=у+Ах2+ЪВху+Су2, y = -x JrKx3+3Lx2y+Mxy2+Ny3, (1)
где А, В, С, К, L, М, N -  комплексные параметры. Будем находить условия, 
при которых особая точка 0(0, 0) системы (1) является центром, в том чис­
ле и изохронным.

Определение 1. Особая точка 0(0, 0) системы
х=Р(х, у), y=Q(x,y), (2)

где Р, Q -  аналитические в окрестности х - у - 0 функций вида Р{х, у)=у+

+ Z  аих ' ? '  ß(*> у> ~ х + Z bjJx 'y J, называется центром, если (2) имеет
1+J=I !+> = 2

аналитический в окрестности х = у = 0 интеграл х2 + у2+ V  cifx :у 1.
і + у=3

Определение 2. Центр 0(0, 0) системы (2) называется изохронным, если 
существует аналитическое в окрестности х = у = 0 преобразование и=х+

+ ^2 a jjX'yJ, v=y+ ^  ß т ' / ,  приводящее (2) к системе й = у, у = -и.
i+j=2 i+J = 2

Для системы (1) существует формальный ряд

F U  у) = A-2+ у2 + J  Л(л-, у), (3)
к= 3

где/* -  однородные полиномы к-й степени, для которого в силу (1)

^  = Z ^  U 2 + ^ y +1. (4)
Jt=I

Значения gk из (4) называются фокусными величинами системы (1). Фо­
кусные величины gk, к=1, 2, ..., являются полиномами из кольца C[А, В, С, 

К. L1 М, Л]. Если в (3 )/2Д0,1)=0, р= 1, 2, ..., то gk определяются единствен­
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ным образом. В этом случае gk, Jt= 1,7, содержат соответственно 4, 22, 80, 

224, 536, 1140, 2224 слагаемых. Образуем идеал l-<g\, g2, •••> gb ...>сС[А, 

В, С, К, L, М, N]. Обозначим через V(T) многообразие идеала I [6], т. е. ¥(/)=  

={a=(Ą, В, С, К, L, М, AOg C7: для V/е/ Да)=0).

Определение 3. Множество V=V(<gi, .... gb ...>) называется многообрази­

ем центра системы (1).
Ясно, что 0(0, 0) системы (1) является центром тогда и только тогда, ко­

гда ае V(Z).

Фокусные величины gk, Ifc= 1,7, можно найти с помощью компьютерной 
системы “MATHEMATICА 4.1”. Вместо фокусных величин gk будем рас­
сматривать Gi=Yigi, Yî O, G^giXmockgi, ..., g*_j>), к=2,1 . Величины Gk мо­
гут быть найдены с помощью алгоритма деления. Имеем

G i—L+ N —B(A+C ),
G 2= 5(A -C )[L (7A + 3C )-A B {A -t-C )]-27B 2(A+C)-A?,A2L + 3K (A B + 3L )+

+3M[B(A+2C)+L\,
G3=\2A2L(31A2+62AC+35Ć)+[AB(A+C)-L(7A+3Q](5A3-94A2C-\65AC2-  

-70C3)-54L[B2(15A2+25AC+&C2)+BL(2A-5C)-L2]+27KL(5K+M)- 
-ЗА0[Д100А2+173АС+95С2)-М(Л2+ і ЗАС+10С2)]-ЗТ[ЗД64А2+ 

+65AC+35C2)+M(9A2+41ACM8C2)]+81S2[£(2ßC+5L)-LM]+ 
+9В[А(ЗЗК2- 1 ЗКМ+2М2)-4СКМ].

Отметим, что G4, G5, GfoG7 содержат соответственно 89, 184, 346, 584 сла­
гаемых, <gi, . . . ,  gh . . . >  = <Gi, . . . G b  ■■■>■ Положим h = <gu ■■■, gk>■ Тогда 
h-< G \, ..., Gk> .

Теорема 1. Множество M0-Y iJ  BuV(J2) uV (J3), где

Ji= < L+ N , A+ C , 3K+M , 2 A L -3B K , K 2+L2>,
J2-<2N-3AB, A+2C, L+AB, 2М-2Аг+9В2, K>, 

J3-< A 2(AB-L)(A2B2-10ABL-3L2)+C2(AB-3L)(A2B2+3L2)+
+2AC(A3 B3-TA2 B2 L+6ABL2-6L3), 

AC{AB-3L)(A2B2-6ABL+L2)-3K(AB+L)(A2B2+3L2) +
+A2(A3B3-TA2B2L+19ABL2+1IL3), 

А2(АВ-В){ЗА3В3-23А2В2В+ЗЗАВ[}-2\І3)+АС{АВ-ЗВ)(ЗА3В3-  
-1 IA2B2L+15ABL2-3L3)-3M(AB-L)2(A2B2+3L2), 

-16A4L(AB-L)(3AB-L)-27(AB-L)2(AB+L)(A2B2+3L2)+4A3C(AB-3L)x
x(3A2B2 -6ABL+7 L2),

-4A \A B -3L)2-9(AB-L)2(A2B2-6ABL+L2)+4A2K(3A2B2-6ABL+7L2), 
4A4(AB-3L)(3AB-5L)+9(AB+L)(3A3B3- l I A 2B2L+\5ABL2-3L3)- 

-4A2M(3A2B2-6ABL+7L2), Gu G2. G3>,
принадлежит многообразию центра системы (I).

Положим Р(х, у)=у+Ах2+ЗВху+Су2, Q(x, у) = - х+Kx3+3Lx2у +Mxy2 +Ny3. 
Для (1) существует формальный ряд

Н(х, у)=х+ ^  hk (х, у), (5)
L=2

где hk -  однородные полиномы к-й степени, для которого [3]
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P2Hxx+2PQHxy+Q2H>y+(PxP+PyQ)HMQ,P+QyQ)^y+^ X  ( W * + c V ł+1). (6)
к =I

Значения vk, <£>к из (6) называются изохронными величинами системы (1).
Э/і

Если в (5) Ink+1(0, 1)=0, — (0, 1)=0, то все vk, со* определяются единст-
ох

венным образом. Образуем идеал К—<v>, со i, v k , со*, . . .>.
Определение 4. Множество V (K )  называется многообразием изохронного

центра системы (1).
Заметим, что 0(0, 0) системы (1) является изохронным центром тогда и 

только тогда, когда ае V (K ).
Теорема 2. Многообразие изохронного центра системы (1) представимо 

в виде VE=V(Zi) UV(Z4), где JĄ=<B, С, L, М, N, AA2+9К>.

Лемма 1. Начало координат системы
X = у - p(x± iy), y  = - x -q ( x ± iy ) ,  (I)

где р(и), q(u) -  аналитические в окрестности и=0 функции без свободных и 
линейных членов, является изохронным центром.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для определенности рассмотрим случай р(х+іу), 
q(x+iy). Система (7) имеет интеграл (x2+y2)exp[-a(x+/y)]-(x+zy)3ß(x+ /у), где 
а (и), ß(M) -  аналитические в окрестности и=0 функции вида

и
а (и) = jr '[p ( t)  + iq(t)][it + p(t) + iq (t)Y 'd t,

Ом
%и)=и3 Jt[p(t) -  iq(t)][it + p(t) + iq(t)Y'  exp[-cc(r)]c*,

T. e. 0(0, 0) -  центр системы (7). Для (7) коммутирующей системой является 
x=x-ip(x+iy)+q(x+iy)-is(x+iy), ў  =y+s(x+iy),

где
I

Дм)=гГ!ех р [а (и )] j t [q\t)(t+q(t))-ip(t)(\+q\t))][it+p(t)+iq(t)Yltxp[-a(t)\dt.
О

Из [8, 9] следует, что 0(0,0) является изохронным центром системы (7). 
Предложение 1. Если

А(А2B2-L 2YA2B2+3L2) Ф О, L+N-B(A+C)=О, 
AC(AB-3L)(A2B2-6ABL+L2)-3K(AB+L)x 

x (A2B2+3L2)+A2(A3 В3- !  A2B2L+\9ABL2+ (IL3)=O, 
A2(AB-L)(3A3B3-23A2B2L+33ABL2- 2 1 L3)+AC(AB-3L)x 

х(ЗА3В3- 1 1A2B2L+15 A B L2-3 L3 )-3M(A B-L)2 (A 2B2+3L2)=0, (8)
AA3 C(AB-3L)(3 A2 B2-OABL+! l})-\6 A Ą L(AB-L)X 

x(3AB-L)-2!(AB-L)2(AB+L)(A2B2+3L2)=0, 
A2(AB-L)(A2B2-10ABL-3Lz)+C2(AB-3L)(A2B2+3L2)+ 

+2AC(A3B3-7 A2B2L+6ABL2-6L3)=0, 
t o  0(0, 0) системы (I) является центром.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выполнении условий (8) система (1) имеет ана­
литический в окрестности х = у = 0 интеграл

J y f 2^ p ( V 0X) ,  (9)
где
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А  = 1 +3(AB-L)x/(2A)-[2A(AB-L)-C(AB-3L)\yĄ_3(AB-L)], 
f 2=l+3(AB+L)x/(2A)+2A(AB+L)[A(AB-L)(AB-5L)+C(AB-2L)x 

x(AB-3L)]^Ą3(AB-L)(A2B2+3L2)h[AA(AB-L)+C(AB-3L)]yĄ3(AB-L)]-L[AA(AB-L)+ 
+C(AB-3L)}xyĄA(AB-L)\+2A[A(AB-L)(A2B2+2ABH-7L2)+C(AB-3L)x 

x(A2B2+2ABL-L2)]y2Ą3(AB-L)(A2B2+3L2)], 
v0=[A(A2B2-ABL+6L2)+C(A2B2+3L2)) /  [A2(AB-L)I 

v{ -  -[A(5A2B2-2ABL+9L2)+2C(A2B2+3L2)] /  [3A(AB-L)2]. 
Предложение 2. Пусть в (I)

ABCKLMN(A+C)(A+2C)(L2-A 2B2)(3L-AB)x 
x (L+2AB+2BQ(3A2B2-6ABL+7L2)(A2B2+3L2)=0. (10)

Тогда многообразием центра системы (1) является множество V=V(Ti)
10

UV(T2) U v ( ^ ) 1 где Pi = <В, L, N>, Р2=<А, С, L, N>, P3=<Л, L, 2М-9В2,
к= 1

N-BC>, P4 = <С, N, М, L-AB, K-A2, 2А2+9В2>, Р5=<В, L+N, 9K-A(l IA -3Q , 
ЗМ-А(1А+ЗС), А2-ААС-ЗС2, 81Р2+4Л3(4Л+21С)>, Р6=<С, L+N-AB, Ш -  
-16Л2-81Р2, ЗМ-2(5Аг+27 В2), 3AL+B(\3A2+%\B2), 3L2-AB(AB-\0L)>,
Pt=<N-B(\2A+5C), И, L+B(\\A+4C), 9 ^ ( 5 3 ^  + 18 0 , 2А2-21В2,
28Л2+27ЛС+6С2>, P&=<2(L+N)-AB, А+2С, 9K+4(7A2+27B2),6M-3SA2-135B2, 
27AL+B(U5A2+A32B2), 27L2+AB(AB-20L)>, Pg=<L+N-B(A+Q,
3M-C(A+2C)-7AA2-\35B 2, 6^+8(5A2+9ß2)-C(3A+2C), 7AL+B(7\A2+\26B2), 
A(№A2+75AC+2Ć)+9B2(\7A+\4C), 3AB(AB-2L)+7L2>, P10=<2L+B(SA+7Q, 
2N-B(\0A+9C), K+3(A2+2B2), 2M -\8A2-37B2, 3AC-7B2, A2B2+3L2>.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполняется условие (10). Используя базисы
Грёбнера [6], имеем V(Ie)=V. Следовательно, V(I)CzV. Покажем, что V(/)z>V. 

На множестве V(Tj) система (1) имеет вид

x=y+A(x±iy)2, у  = -х+К(х±іу)3. (11)
Из леммы 1 заключаем, что 0(0, 0) системы (11) является центром. На 

множестве V(T2) система (1) при ВФ 0 имеет аналитический интеграл 
[(1-Лу+ЗЛPxy+9P2y2/2)/( i +ЗРх-Л}’)]ехр(ЗРл), 0(0, 0) системы (1) -  центр. 
На множествах V(Pi), V(P2) имеем случаи симметрии, а поэтому система

(1) имеет в 0(0, 0) центр. На множестве V(P3) система (1) при В ф О имеет 

аналитический интеграл [ISB2К( 1 +Вх)х2+(I+ЗВх)(4К-6В2+27 В?у2)+ ISP4Cy3Jx 
хехр(-ЗРт). На множестве V(P4) имеем систему

х=у+Ах2+ЗВху, ў  =-x+Älxi+3ABx2y. (12)
Замена у=(г-Лх2)/(1+ЗРх) и исключение времени приводит систему (12) 

к уравнению
Po(x)zz=-x +Xpl(X)Z +p2(x)z2, (13)

где ро(х)-2/[\+(\+ЗВх)2], р\(х)=2А(\+ЗВх), р2(дс)=6Р/[(1+Зйг)(1+(1+ЗРл-)2)]. 
Так как р0р ' +рр2=0, то 0(0, 0) системы (13), а значит, и (12) является цен­

тром. На множествах V(P5)-V(P9) при А Ф 0 имеют место условия (8), а зна­

чит, на основании предложения 1 система (1) имеет на этих множествах 
центр. На множествах V(P5)-V(P9) система (1) имеет аналитический инте­
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грал (9). На множестве V(Pi0) аналитическим интегралом системы (1) при

A a 0 является интеграл вида (9), где
/, = 1+Зй(10Л+7С)л/(4Л)-3(2А+С)у/2,

/ 2= l-3P(6A+7Q.,t/(4A)+(2A+3C)y/2+3A( 14А + 11 Q x2/ 14+
АЗВ(6АА5 С)ху/1-АА(7А+6С)у2П , 

v0=ß(22A+21C)/(4A), v1=(6A+7C)/(4A), 
т. е. (9(0, 0) -  центр системы (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Доказательство следует непосредственно 
из предложений 1, 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2. Образуем идеал PCg- <vi, соL, v6, соб>.
Находя для K6 базисы Грёбнера, получаем V(K6)=W. Следовательно,

V(Zf)CW Покажем, что V(K)dW. На множестве V(Ji) система (1) имеет вид 

(11). Из леммы 1 заключаем, что на V(P) <9(0, 0) -  изохронный центр сис­

темы (I). На множестве V(J4) система (1) имеет вид

л- =у+Лх2, ў  = - X - A A 2X219. (14)
Система (14) имеет в 0(0, 0) изохронный центр, так как замена 
и=х/( 1 -2Л2х2А)-2Ау/3), v=(y+Ax2/3)/(l-2A2x2/9-2Ay/3) преобразует (14) к 
системе й =v, v=-ii.

Заметим, что VcM0CV(Z). Пусть MidV(I), но MfAV. Тогда BLA0. Замена

X=BXJL, y=BY/L приводит систему (1) к системе
X  =YaABX2/La 3B2XY/LaBCY2/L,

Y =-X a KB2X2/L2a3B2X2Y/La MB2XY2/L2a NB2Y2/L2.
Система (15) показывает, что при BLA 0 в системе (1) можно считать L=B. 
Полагая L=B, C=U-A, имеем систему

X =у+Ах2аЗBxy+(U-А)у2, y  = -x+KxiA3Bx2yAMxy2ANy2. (16)
При M\AV Z7(A-1)(A + 1)(2O+1)(A-3)(A2+3)(3A2-6A+7)a0. Из G1=O получаем

N=B(U-I). (17)

C учетом (17) Gk=Bgk , к= 2,6, где g2 =-SA2a 3K(Aa 3)-3M(A-2U-1)- 
-\0A U (A -\)-21B 2Ua 5U2(A-3). Если g2 =0, то g2 =hJU, g. =H4ZU2, g5=hJU2, 

g6=h(/U2, где Zz,eC[M, К, A, U]. C учетом Zi3=0 получаем h,=WĄ(A-l)‘~3x

x(2Z7+l)'~3], i= 4,6, где W1 -  полиномы первой степени относительно М. 
Обозначим через Rx(p, q) результант полиномов р, q относительно х. Имеем 
R dW 4, gi)=a4(A-l)U 2(2UAl)r4, Rm(W4, WJ=a,(A-Y)U2 (2U а \)г„ где o.,WJ, r,e 
C[/C A, U\, Z= 4,6. Далее находим RfJr4, p /5+r6)=ß(A-l)5(A + l)2 (У15(2£/+1)5х

x[-2A2(A-3)-2AG(4A2-3A-3)+Z/2(A-3)(A2t 3)] P02 [-(A+ 1 )Руур6~2q(,p5-%yq5p4-  

-64y2q4p2-256'fq:p2-5 l2y4q2P-204^Y‘qi], где ß*0, y=(A -l)(2t/+l), q„ Z= 1,7 -  
полиномы от A, U, состоящие соответственно из 4174, 402Ü, 3866, 3693, 
3523, 3338, 2478 слагаемых, P0, Pi -  полиномы от A, U, содержащие соот­
ветственно 438, 29 слагаемых. Если -2A2(A-3)-2AU(4A2-3A -3)a U2(A-3)x 
х(А2+3)=0, т о  и з  г;=0, Z= 4,6, находим K=[2A2(A2a 1)aAU(A-3)x 
х(1-6А+А2)ИЗ(А + 1)(А2+3)], а из Zz4=O M=[-2A2(-6+3A-^lA2+3A3)+At/(A-3)x
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х(-3+15А-1 lA'-i-3AJ)]/T3(A-lf (А2+3)1. Далее из g2 = 0, g, = О имеем 27(А-1)2х
х(А-И)(А2+3)Б2+4А4(-17+9А-ЗА2+ЗА3)+4А3С(А-3)(7--0А+ЗА2), N=B(U-I).
Таким образом, получен случай центра, содержащийся в предложении 1.
Если M2CV(Z), где M2̂ M1, то <7;=0, Z= 1,7 . Маловероятно, что из q,=О, Z= 1,7,

можно найти случаи центра, не содержащиеся в теореме 1.
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УДК 517.943

М.В. КОЖЕРО, N  B. СЛИЧЕКОВА

ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ НЕВЫРОЖДЕННОГО УРАВНЕНИЯ 
ПФАФФА C СУММОЙ ЛИНЕЙНОГО И БИЛИНЕЙНОГО 

ОПЕРАТОРОВ В R3

One totally integrable nonhomogeneous Pfaff equation with sum of linear and bilinear opera­
tors in Ks is considered. Its canonical forms and their general solutions are given.

Пусть u=(x, y, z) -  вектор из R3, (........ ) -  скалярное произведение в R3,
А -  линейный, В -  билинейный операторы в R3.

Рассмотрим вполне интегрируемое уравнение Пфаффа [1]
(Au+B(u, u), du)=Q, (I)

в котором Au и B(u,u) не имеют общих множителей Условие его вполне 
интегрируемости имеет вид

(.Au+B(u, u), rot (Au+B(u, м))=0. (2)
Ставится задача найти общее решение уравнения (1).
Определение 1. Уравнение (1) называется вырожденным уравнением 

Пфаффа, если существует невырожденное линейное преобразование u=Sv, 
приводящее его к обыкновенному дифференциальному уравнению. В про­
тивном случае будем называть его невырожденным уравнением Пфаффа.

Теорема 1. Вырожденное уравнение Пфаффа всегда вполне интегрируе­
мо, а его интегральными поверхностями являются цилиндрические поверх­
ности с направляющими, определяемыми соответствующим обыкновенным 
дифференциальным уравнением.

Определение 2. Уравнение (1) называется квазиоднородным, если суще­
ствует преобразование u=v+uq. где и0 -  постоянный вектор из R3, приводя­
щее его к однородному уравнению вида (B(v, v), dv)=0.
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