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но -X r I №  X  [уі ~к‘ 11 М=0=> W=
/=1

где по построению

Ук> 1: только одно значение е,Ц)=1^0, что равносильно утверждению теоре­
мы. ►

Следствие. Для любого К  все идемпотенты в МК(х„) имеют вид [еJ, где 
е -  последовательность нулей и единиц.

◄ е2=е<=>е(е-1)=0. Так как К -  поле разложения полинома х(х-1), имею­
щего в нем 2 корня х=0 ил-1, то, применяя теорему 3, получаем требуемое. ► 

Выражаю благодарность профессору Я.В. Радыно за обсуждение резуль­
татов.
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А.В. ЧИЧУРИН

К ПРОБЛЕМЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОТОБРАЖЕНИЙ 
МЕЖДУ КЛАССАМИ УРАВНЕНИЙ ШАЗИ 
И УРАВНЕНИЯМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Chazy nonlinear differential equation of the third order with coefficients depending on six pa­
rameters is considered. Coefficient conditions of the Chazy equation witch has two-parametric fam­
ily of solutions are obtained.

Исследуя уравнение
6f/ў XT'

у = Z_ V  (у ~ a 'k ^ y " ~ + Ak (у’ ~ a 'k )3 + Bk (у ~ a 'k + Ck (у ~ a 'k)+ Dy" +
V -  a.

6 6 17 —_ .
+E y ' + Y l i y - O i) Z — —  Ui *  aj(i> j  = 1.6; i * j ) ) .

(I)

~  У -  ak
Шази показал [1], что некоторые случаи вырождения уравнения (1) являют­
ся уравнениями Пенлеве, и, следовательно, уравнение (1) может быть рас­
смотрено как существенно новое [2]. В [3] приведена система (Si)-(Se), со­
стоящая из 32 уравнений и представляющая собой необходимые и доста­
точные условия принадлежности уравнения (1) к P-типу. Покажем, что при 
некоторых коэффициентных соотношениях данное уравнение имеет двух­
параметрическое семейство решений, представляющее собой решение не­
которого уравнения второго порядка, при этом полагаем, что коэффициен­
ты уравнения (1) удовлетворяют системе (S1)-(SV).

Преобразуем уравнение (1)

П  (У -  я, ) ( / "  -  Dy" -  Ey') = (У ~ а2)(у -  а3) ■... ■ (у -  а6)1гх +
1 = 1

4 y - a i) ( y - a i ) - . . .- ( y -a 6)h2 + ... + { y - a , ) ( y - a 2) - .. .- ( y -a 5)h6 + (2)
Н (У  -  а2)(у -  а3) ■ (у -  a6)F{ + (у -  üi)(y -  а3) ■ (у -  a6)F2 + ...+
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H y - a l) ( y - a 2) - .. .- ( y -a s)F6) Q C j - «  ).
I-1

где
(3)
(4)

(5)

(6)

Iil = у у" - а'у" + Д у'3 +(Bi- Зл'Д) у'2 + I, У + Щ  (' -1.6),
/,. S -а '+  3Д а ,'2 -  2Да,' + C1- (г = 1,6).

Hij S а 'а '-  Д а '3 + ß .af -  C1A," (г = 1,6) .
Преобразуем теперь выражение (у- а г) (у-я з) (У_а4) (у- а 5) (у- а 6) ■ Имеем 

( y - a 2) ( y - a 3) ( y - a 4) ( y - a 5)(y-<36) = y5 + «i>'4 + Ccr2 + й і‘ )У3 +

+(CT3 - a , Ct2 - a , 3)y2 +(CT4 - a , CT3 +  A12CT2 +  A,4)y + A1Ct 4 - A 12CT3 + H 13Ct 2 + a , ' ,  

где Ct1 (/= 1,6) -  элементарные симметрические многочлены, составленные 

из элементов ак(к= 1,6). При этом мы воспользовались результатами работы 

[3] Ak=-Ilak (к= 1,6). Из последних равенств и равенств (Si) следует [3, 4], 
что

ст, = Ct5 = 0 . (7)
Учитывая соотношения (3)—(7), перепишем уравнение (2) в виде

Р(У" -D y " - E y )  = ] Г [ у 5 +а,у4 + (ст2 + А,2) у 3 - ( с т 3 - A 1CT2 - А ,3) у 2 +
/=1 УР)

+(CT4 -A 1CT3 +A12CT2 +A14Xy -A i)]X[Л, +PFi].
Покажем, что при некоторых коэффициентных соотношениях уравнение 

(8) имеет двухпараметрическое семейство решений, представляющее собой, 
например, общее решение уравнения вида

1
2

где функции фі(х, у), <ро(х, у) подлежат определению.
Продифференцировав (9), найдем у'”, подставим у"' и у” в (8). Получен­

ное после преобразований уравнение рассмотрим как кубическое относи­
тельно у . Приравняем к нулю коэффициенты этого уравнения. В результате 
получим четыре системы уравнений (обозначим их (А)]-(А)Д которые тре­
буется решить и которые из-за громоздкости мы не приводим. Для более 
компактного представления разделим все уравнения четырех полученных 

6
систем на • Упростим получающиеся уравнения, используя (7) и сле- 

1=1
дующие соотношения [1]:

2D + 5 > , - 3 a, 4 )  = 0, J j Fk = J j GkFk = J a 2 Fk = 0, (S3)
Jt = I A - I  it= l Jt= I

а также учитывая соотношения между элементарными симметрическими
6 __

многочленами ст2,ст3,ст4,ст6 и суммами Sl = J a k1 ( i - 1,5), которые в нашем
io

случае имеют вид
S1 =  0, s 2 =  -2 ст2 , .V3 =  Зст3, S4 =  2ст, 2 -  4ст4 , S5 =  5ст5 -  S ct2Ct 3 . (10)

Перейдем к исследованию системы (A)b Коэффициент при у '3 представ­
ляет собой многочлен восьмой степени относительно у. Коэффициенты при

3 1
ч У  - 1 У + 1

у'2 +ф,Д,У)у' + Ф о и , У ) , (9)
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6 1 6 1 Ó 1
8 7 6 V '  1 J 1у , у и у равны соответственно > — , -  > — и -ст, -  > — , которые в си-

/ - I  a i M а, ы  а,
лу (7) тождественно равны нулю. Оставшиеся уравнения системы, полу­
ченные из коэффициентов при у6- / ’, дают решение

ст2 =0, Ct3 = 2, Ct4=O, Ct6=I. (И)
Перейдем к решению системы (A)2, образующейся после приравнивания 

к нулю коэффициента при у '2. Этот коэффициент представляет собой мно­
гочлен девятой степени относительно у. Приравнивая к нулю коэффициент

-V
при у9, получим = 0 , или ф|=ф|(.т). C учетом последнего равенства ко­

ду
эффициент при у8 обращается в нуль, а из коэффициента при у' с учетом 
первого из соотношений (S)3 находим

г 6
Фі =■ YaiBi +D ( 12)

(13)

Из коэффициента при уь получаем условие

Z a? Bi =2Z aA + 5Z w -
I=I I=I I=I

C учетом (7), (10), (11) получим следующие соотношения:

Ct-=O (/ = 1,6), ^a'=O1 Z aM ź = 0 ’ U 4)
I=I 1=I ^ 1=1 ~

Z  â a'= Z5* = °- Z ai*4=7ss=0' Z  аіа' = T s6 = °-і=і 4 i=i J /=і о
Тогда оставшиеся шесть уравнений, полученные из коэффициентов при 
у5-у° степенях, после преобразований составят систему

Z a 2Bi = ^ai3B, + 3 JjUlBi + 2D, Zai4Bi =^aiBi + Zai2Bi + ZaiB, +2D,
I=I I=I 1=1 1=1 I=I I=I I=I

2Z aß, + ^Za.2R = Z a>Bi + S  aZfi- + S aZfi/ +2D- Ü5)
I=I I=I I=I I=I I=I

IZalBt+2^а2 Bi+Zai4 Bi = ZaliBi +Zal5Bi +2D,
I =  I  I = I  I  =  I  I  =  I i =  l

S a.f i. + IZ“.8,= S a-4fi. + S a-5fiJ- S a-5fiJ= S a-fi. + 2S a-2fiJ+ 2 D •
I=I i = I 1=1 I-1 i=l i=! i=i

6

Система S fiJ = -2D  -  ( 13)—( 15) является линейной с неизвестными 5,

, 1 , , 1 ,

(/=1,6). Определитель этой системы есть определитель Вандермонда 

П (я,- -aj) ( /= ! ,5 ; j-2,6). Поскольку уравнение (2)-(5) включает в себя
K J

функции ак (к-1,6), которые не равны нулю и среди которых нет двух рав­
ных, то заключаем, что значение рассматриваемого определителя не обра-

6
щается в нуль. Решение системы S fi1 = -2D  -  (13)—(14) есть

B1= 0 (/ = 1,6), D = O. 
Подставляя (16) в (12), получим фі(х)=0.

( 16)

I =
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П ер ей д ем  к р еш ен и ю  си стем ы  (A)i1. К о эф ф и ц и ен т  при  у '  п р ед став л я ет  
со б о й  м н о го ч л ен  д ев я то й  степ ен и  по  у. Р ассм о тр и м  к о эф ф и ц и е н т  при у 9. И з 
со о т в ет с т в у ю щ е го  у р ав н ен и я  п о л у ч и м  у сл о в и е  на ф у н к ц и ю  ф0

Эу

И з к о э ф ф и ц и е н т а  при  у8 п олуч и м
I f

(] 7)

(18)

где  I 1 (г= 1 ,6 ) о п р ед ел яю тся  со о тн о ш ен и ям и  (4). С и стем а  у р ав н ен и й , п о л у ­

ч ен н ая  из к о эф ф и ц и ен то в  при  у  -  у°, п осле  п р ео б р азо в ан и й  с у ч ето м  с о о т ­
н о ш ен и й  ( 1 )), (16), (18 ), cpi-0  и м еет  вид

X i =  0. X X '  I i = 0  ( т  =  1 ,5 ) , (19)

где  / , ( / = 1 ,6 )  о п р ед ел яю тся  согл асн о  (4). С и стем а  (19) есть  л и н ей н ая  о д н о ­

р о д н а я  си стем а  с н еи звестн ы м и  /, ( /= 1 ,6 ) ,  гл ав н ы й  о п р ед ел и тел ь  к о торой  
яв л яется  о п р ед ел и тел ем  В ан д ер м о н д а. Е е р еш ен и е  и м еет  ви д

C i -  a  i + 3 - - -  (г = 1 ,6 ) . 
а.

( 2 0 )

C у ч ето м  (20) из с о о тн о ш ен и й  (17), (18 ) н аход и м
ф0(л') =  0, E  =  0 .  (21)

П ер ей д ем  к  р еш ен и ю  си стем ы  (A)4, о б р азу ю щ ей ся  при р ассм о тр ен и и  
св о б о д н о го  ч лен а , к о то р ы й  п р ед став л яет  собой  м н о го ч лен  ч еты р н ад ц ато й  
степ ен и  по у .  К о эф ф и ц и ен ты  этого  м н о го ч л ен а  при  у 14- у 12 о б р ащ аю тся  в 
то ж д е ст в е н н ы е  н у л и , п о ск о л ь к у  и м ею т м есто  п осл ед н и е  тр и  со о тн о ш ен и я  
си стем ы  ( S i )

X F< = I  « л  = (22)

Р ассм о тр и м  к о эф ф и ц и ен ты  при  у 1'- у 9. C уч етом  р авен ств  (22) из вида этих  
к о эф ф и ц и ен то в  в ы тек аю т  со о тн о ш ен и я

2 Х  '-I=O, ^ F t =O, =0 . (23)
Jfe =  I J t = 1

8 3Приравняем к нулю коэффициенты при у  -у . Соответствующие уравнения 
после преобразований примут вил

6 f> о Ó
X w1 =6. Х я./?,і= 0 ’ X ü w; -0 ,  X а, т, = о,

w  h i=l (24)

J a , 4»»,-=0. V a 5HT -0 ,
ii  i-i

где w, (/=L 6) определяются согласно (5). Система (24) является линейной
о д н о р о д н о й  о тн о си тел ьн о  н еи звестн ы х  ш, ( /= 1 ,6 ) .  Г лавн ы й  ее о п р ед ел и тел ь  
так ж е  я зл я ет с я  о п р ед ел и тел ем  В ан д ер м о н д а. П о это м у  р еш ен и е  си стем ы
(24) сво д и тся  к сл ед у ю щ и м  равен ствам :

,' at "+— а, " -  Cyii = 0 (/ = 1,6). (25)

/

Jt=I
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Применим подобные рассуждения к однородной линейной системе (22), 
(23), содержащей в качестве неизвестных функции Fi (/=1,6). В результате 
получаем равенства

F1=O (і=1,6). (26)
Коэффициенты при у2-у° обращаются в нуль, если выполняются равенства
(25), (26). Из соотношений (20), (25) следует, что а, (/= 1,6) -  постоянные, и, 
следовательно, C1=O (/=1,6).

Учитывая, что фL-Cp2=O, перепишем уравнение (9) в виде

У =
1

у -1  у + 1
Последнее уравнение автономно и легко интегрируется. Его общее решение 
есть дробно-рациональная функция вида

Y = I + -------- !--------+ ------------------ , (27)C1(X-C2) - I  C1(C2-X )- I
где Cl, C2 -  произвольные постоянные. Сформулируем приведенные рассу­
ждения в виде следующей теоремы.

Теорема. Уравнение Шази ут-
6 * *  '3 /

у  у У  - у  Ч  

U  у - “к
имеет двухпараметри­

ческое семейство решений вида (27), если а>: (к= 1,6) удовлетворяют усло­
виям гь=0, ст3=2, CT4=O, 0(,= 1.
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И.Л. ШЕВЦОВ

КВАДРАТИЧНЫЕ СИСТЕМЫ C РАЗЛИЧНЫМИ 
КОНФИГУРАЦИЯМИ ОСОБЫХ ТОЧЕК И МАКСИМАЛЬНЫМ 

ЧИСЛОМ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ ВОКРУГ НЕГРУБОГО ФОКУСА

A series of parametric sets of quadratic systems with different configurations of singular points 
and with maximum numbers of limit cycles around of weak focus is constructed.

Рассмотрим систему

~  = F(x, y), L ß ( x . y ) ,  (I)
dt dt

где Р(х,у), Q(x,y) -  полиномы относительно х, у степени не выше т, причем 
один из них имеет степень т. Как известно [1], квадратичная система (т~2) 
может иметь предельные циклы, окружающие лишь одну особую точку, ко­
торая является фокусом. Так как квадратичная система может иметь не бо­
лее двух фокусов [1], то у системы (1) будет распределение т, т€ N0, если
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