
Математика и информатика

Замечание. Если 8=(2г|-1)/4, а=1/2, р-2, то теоремы 1-3 приводят к соот
ветствующим результатам для классического преобразования Ханкеля Hn.
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УДК 517.9

Д.Е. P ИНГ ЕЛЬ

МНЕМОЧИСЛА И МНЕМОВЕКТОРЫ. II

We have established some algebraical properties of mnemonumbers, such as absense of nilpo
tent and generalized nilpotent elements, the description of mnemonumeric roots of polynomial with 
coefficient in the basic field and the fact, that mnemonumbers are classical quotient ring.

Данная статья является непосредственным продолжением статьи [1]. 
В ней рассматриваются алгебраические свойства пространства мнемочиссл. 
Определение и основные свойства мнемочисел можно найти в работах [1-3].

Напомним, что идемпотентом в кольце X называется элемент ее X  такой, 
что е2=е.

Теорема 1 (критерий обратимости). Элемент [сг]е МК(т») необратим в 
М К (т„)«3  ненулевой идемпотент [е|бМ К(тД такой, что [а\[е]=0, в ча
стности, элемент [а] является делителем нуля. Такими образом, МК(х„) яв
ляется классическим кольцом частных.

◄ Достаточность очевидна, так как если 3[сг] то из [а][е]=0 следует 
И = [аГ ,[а][в]=[аГ‘0=0.

Необходимость. Пусть [а]=[(о(&))*>:].
1) Если последовательность а имеет бесконечную подпоследователь

ность нулей, то утверждение очевидно, так как 3 нефинитная последова
тельность нулей и единиц е-е2, для которой ае=0, поэтому [й][е]=0.

2) Если бесконечной подпоследовательности нулей в а не существует, 
то, поскольку финитные последовательности лежат в L 0Cr00, К), без ограниче
ния общности считаем a{k)J3, Vk>l. Поэтому 3b=(b(kj)-(a(kyl)k>ies(K)\ab= I.

Но так как по предположению [«] необратим в MK(X00), то be X tJ x x., К), 
т. е. ord(fc)=+°°.

Иначе говоря, VNeZ: ^gxJvL(K), что равносильно VN eZ  VC>О 
3k=k(N, С) I IW^ClXooWI^ (здесь мы для удобства записи пишем x jk )  вме
сто обычного x j k}). Поэтому ViV 3 строго возрастающая последователь

70



Математика и информатика

ность индексов (kN(j))j>i\\b(k^(j)\\x„(kN(j))\ N̂ +°°, j —><», что равносильно 
НЫ /))1М Ы /))Г->0,7->°о, VNg Z, в  частности \a(k^j))\<\xJkN̂ ) l N,jb n N.

Таким образом, для любого фиксированного Ne Z в последовательности 
а найдется подпоследовательность, убывающая быстрее соответствующей 
подпоследовательности в хты. Диагональным процессом построим подпос
ледовательность в а, убывающую быстрее всех соответствующих подпос
ледовательностей в JCoojv, УN eZ. Построим последовательность АДи): выбе
рем АД1) из числа Xc1Or'), т. е. АД1)=Аі(/і), причем j{Łmu затем kJ2)>k„ (1) из 
числа LOX т- е- Lo(2)=L0’2), причем j£ jn 2 и т. д. Последовательности 
L(Z)->°° при j —>°a для всех N, поэтому такой выбор возможен. При этом 
Vn>l: |а(АДп))На(Ал(/Д)|<|хДА,,(;Д)рДхДАДп))Г'' и последовательность 
АД/г)— при ибо Lo(n+l)£Lo(n)+l.

Обозначим v(A)=max{n|,L(n)<A}. Этот шах существует, так как k j n )—>+°° 
при п— Утверждается, что v(/t)— к— Очевидно, последовательность 
V(A) монотонно возрастает, поэтому достаточно доказать ее неограниченность. 
Действительно, в противном случае ЗЛ/| У к: шах{п | к„(п)<к}<М, т. е. У к Уп 
имеем: если АДя)<А, то п<М, но мы можем взять п'=М+ 1 и к’=кЛп') -  проти
воречие. Кроме того, отображение v(A):N—>N обратно слева к отображению 
Lo(«):N—»N, т. е. VneN: если k-lcjn), то v(A)=v( АДл))-тах{т | АДт,)<АДя)}=п, 
гак как последовательность АДп) строго возрастающая.

Поэтому, выбрав е(к)= 1, если А=АДл) при некотором п, и е(к)=О в про
тивном случае, имеем: е и [е] -  идемпотенты, последовательность е -  огра
ничена, поэтому ord(e)<0, следовательно, ее Х+Дх«,, К). Кроме того, [е]ФО, 
так как АДп)—>+°° при и—>°°, следовательно, e=(e(k))kit содержит бесконеч
ное число единиц и не стремится к нулю при А—>°°, поэтому ord(e)>0. При 
этом УА>1: \a(k)e(k)\=\a(k)\e(k)<h(k), где A(A)=O, А^АДп) и /г(А)=|хДА)Г"= 
=|хДА)Г(і), А=АДл).

Таким образом, |а(А)ДА)|ДхДА)ГУ(/:), где V ( A ) - А—>°°. Докажем, что из 
этого следует аее (х,*,, К). Действительно, |хДА)Г'—>0 при А— поэтому 
|Хо0(А)Г‘<1, к>К, а так как v(A)—>+°°, то УNeZ: 3K0N>K такое, что v(k)+N> 1 
при k>K0N, поэтому для таких А имеем: |a(A)e(A)|<|Xoo(A)fv(i>= 
=|xeo(A)|(“1)(vW+JV)|x„(A)|JV<|Xoo(A)|w, поэтому 3C/v>0 такая, что |а(А)е(А)|<Сд>|хДА)і'\ 
следовательно, aeeXN(x„, К), УАЗZ, тогда аееХ_Дх,„, К) и [я][е]=0. Что и 
требовалось доказать.

Теорема 2. В МК(л„) нет ненулевых нильпотентных элементов 
(т. е. таких, что аФ0, но а"=О при некотором п) и даже обобщенных ниль
потентных элементов {т. е. таких, что аФ0, но ||а''|||/л—>0 при п—>°°).

■Ą Доказательство этих фактов основывается на неравенстве: ord(nn)>nx 
x(ord(n)~l). Достаточно доказать неравенство для aes(К), откуда оно сразу 
следует для MK(X00).

Сначала заметим, что из be L(K) следует Ъпе  L(K), так как be L(K) озна
чает, что b имеет подпоследовательность, стремящуюся по норме к я-я 
степень этой подпоследовательности -  подпоследовательность Ьп, тоже 
стремящаяся по норме к

Пусть ord(a)>y. Это значит, что ае хJL(K ), что равносильно а х З ’е  L(K), 
следовательно, по доказанному anx3 j"e L(K)<=$ane x j ” L(K)=X,,Дх ,̂ К), т. е. 
ord(n")>n/
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Если ord(ß) конечен, то полагаем y=ord(a)-l и получаем требуемое. Если 
ord(a)=-°°, то утверждение тривиально, наконец, если ord(a)=+°°, то V/eZ 
имеем: y'cordfn), следовательно, ord(a")>n/—>+°°, у-+°°, поэтому ord(an)=+°°. 
Что и требовалось доказать. ►

Лемма 1. Пусть К  -  полное (например, локально-компактное) нетриви
ально нормированное поле, / е  К[х], т. е. f(x)~a,X'+. . .+O0, а ,еК , а„^0 -  по
лином над К. Пусть/ не имеет нулей в поле К. Тогда inf |/x)j>0.

хсК

4  В случае локально-компактного поля доказательство достаточно оче
видно, так как если /-=Const утверждение тривиально, иначе [Дх)|>|а„||д|п-  
-(Iotn-IІкГ“І+...+!аоіН ал|Й'І—>+о° при |х|—>+оо a на любом конечном шаре 
непрерывная функция )Дх)| имеет минимум в силу компактности этого шара.

Общий случай: К  -  полно. В алгебраической теории чисел известна сле
дующая теорема о продолжении нормы: пусть поле К полно относительно 
нормирования |-| и пусть Fd K -  расширение поля К конечной степени 
[F:K]=dimKF=:<+°°, тогда существует единственное продолжение нормиро
вания |-| на поле F, т. е. такая норма || ||на F, что ||а||= |а|, V aeK .

Применим эту теорему следующим образом: пусть F -  поле разложения 
полинома/. При этом степень [F:K]=dimKF очевидно конечна, так как F 
получается из К  присоединением конечного числа элементов, алгебраиче
ских над К. Продолжим норму |-| на F. В нормированном поле (F, ||-||) име
ем: /(x)=n(x-ß,), где все ß;eF\K , l<y<w=»||/fxj||=n||x-ß,-||=*inf |/U)|=inf Шх)\\=XGK XGK
= inf П||лс—6,.||>П( inf 11 je-—ß .’II). Но так как К полно, то замкнуто в F, что озна

чает VyeFAKnnf ||х-у||>0. Таким образом, inf 1Дл)|>П(inf ||x-ß,||)>0. Что и 

требовалось доказать. ►
Лемма 2. Пусть X -  коммутативное кольцо с единицей и пусть feX[x], 

т. е. Ддс)=а^с"+...+Оо, a,GX. Тогда VxeX, V идемпотента е е X имеем: 
Лех)=Д 0)(\-e)+fix)e.

4  Действительно, f(ex)=o.ll(ex)"+al._,(ех)п~'+...+ot,,-1 -о.„х"е"+ап_ххп~хеп~1+
.. .+а,)(е+(1-е))=агх"е+а„_іА,' ' Іе+. ..+аое+ао(1-е)=(а,Pcn-Tan̂ 1Xn' 1+ .. .+а<))е+аоХ 
х(1-е;-Дх)е+Оо(1-е). А так как /(O)=Ct0, то а 0(1-е)-/ОХ1-е), откуда получа
ем требуемое. ►

Теорема 3 (о мнемочисленных корнях числового полинома). Пусть 
/ е  К[х] -  полином над К, а поле К удовлетворяет одному из следующих ус
ловий: I) К  -  полно; 2) К -  поле разложения для/ ( например, алгебраически 
замкнуто).

Тогда любой мнемочисленный корень полинома /  является классом по
следовательности, состоящей из корней/ в  К. Если же полином f  не имеет 
корней в К, то он не имеет корней и в MKfxso).

4  Класс любой последовательности, состоящей из корней / в  К, очевид
но, является мнемочисленным корнем полинома/.

Поэтому достаточно доказать, что Vx=(x^X>oe Х+«,(хм,К) ІД[х])=0, найдет
ся последовательность а, состоящая из корней X1, ..., X,,, полинома/^0 та
кая, что [х]=[п]<=>[х-<я]=0. Если корней в К нет, то мы сразу приходим к 
противоречию и получаем отсутствие корней в МК(х„). Докажем сначала, что 

Ve>03A=/V(e) I \fk>N: 3 j  такое, что |xai-Xj<e. (I)
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В частности, при е<£о такое j=j(k), где k>N(e) определяется однозначно, 
ибо е-окрестности точек X, не пересекаются, и j{k), если определено, не за
висит от выбора достаточно малого £. В отсутствии корней/в К условие (1) 
выполняться не может, а потому, как мы докажем, последовательность х 
такая, что/([х])=0, не существует.

Предположим противное, т. е. З е '>0 и бесконечная подпоследователь
ность (x 'klr)))r>i такая, что Vr>I, V / |.t в ' . Тогда используем разложе
ние ß.z)=n(z-Xj)v<J)fo(z), где V(J) -  кратность корня V,,/о -  полином, не имею
щий корней в К. Если у полинома /н е т  корней в К, то /=/0. Если же К -  по
ле разложения для/, то/-const.

Если К -  поле разложения для/, то по построению, а если К -  полно, то 
согласно лемме I : / / T ilriOlcinf [/f/z)|=C>0. Поэтому \f(,xk<r)))\-Y[\xk{r>}-Z€K
-X / 'j)\fo(x{k<Ln))\Z.CB'>1, где p=v,+...+Vih (если/=/,, то р=0), т. е. inf 1Длг(Лг<г)))|>0.

г>1

Однако ord([/x)])=ord(/[x]))=ord(0)=-^>, следовательно, ord((/Txw))fe,)=-«<0. 
Отсюда имеем: /(x(i))—>0<£=>|/(x(*J)|—>0 при к—э°о. Но это противоречит тому, 
что inf |Дх(ад,)|>0, что и доказывает (1), а также отсутствие корней /  в

MK(X00) в случае, если их нет в К.
Пусть/имеет корни в К. При I <і<т положим с/*-1, если j(k)=i и е,а>=0 -  

в противном случае (для удобства считаем j(k)=I VX<ZV(e0)). По построению 
Л к) имеем: c,=(e,u,)fei определены корректно, являются идемпотентами в 
ДК) и c,+...+cm-l. Возможно, некоторые [е,]=0. При этом e,w=l равносиль
но j(k)=i.

Теперь Vi определим y,=(y,W))fei:Vł>l положим у,(к)-х ш при с/*-1 и 
yfk)=Xj при е,а>=0. То есть у,=хс,+Х,( 1-е,). Так как последовательности («5W)tio 
ограничены, то Vi: ord(e,)<0, в частности ordy,<+°° Следовательно, Vi: 
ord(fix)e,)=-oo, ибо ord(/(x))=-°° и ord(/(xje)<ord(/(x))+ord(eJ<oiV(/x)).

По построению хе,~у,е,. Согласно лемме 2 имеем: /(0)( 1 - с,)+Дх)е,=Дхе,)= 
-/'(.У+’Д=Д0)( I ~e,)+f(y,)en следовательно, RxJei=JiyJe,, поэтому ord(/(y,)<?,)=-<». 
Теперь замечаем, что если у/*‘=Х„ то f(y,{>’)=0, что имеет место при е,(к)=0, 
г. е. 1-е,uVO. Поэтому Лу,)(1-е,)=0, следовательно, Лу,)=Лу,)е,+/(у,)( 1-с,)= 
=KyJeh откуда ord(/(y,))=-oo и [Ду,)]=0.

В силу (I) Vi имеем: Ve<Bo XlzV(E) такое, что если k>N(е) и e,-w—1, то 
|xU)-X,|<e. При этом для таких к: xik'=yw, поэтому |у^Л)—X,-|=|xw-X/|<e, а для 
других k>N(E): |y/t)~X,|=0<e, так что |у/ц-Х,|<е, VteiV(e), поэтому y,w->X„ к->оо.

Для любого i имеем разложение: Д г ) = ( г - Х ,( г ) ,  где ]<i<m, g,e К[г], 
g, (Х,)^0. Тогда /ly,u,)=(y U)-X,)vWg,(y U)), где g,(y,u))—>g,(X,V0, /:—>=о; так как 
у и)-+Х,-, а полином gj -  непрерывен. Поэтому 0<C,.,<|g,(y,w)|<C2.,-, k>kih отку
да [(g,<y,W)/>i]=[(6,w)föl]=[ö,], где 0<Cu<|ó,w|<C2,, VX и \ІСХІ<\{Ь?У\<\ІС\ „ 
поэтому ord(ö,)=ord(br‘)=0 и 3 [(^,(>’,(Arł))x>i]“1=[^Г1Jе MK(jc„).

Отсюда Vi: в силу равенств /(у,)=(у-Х,-I)v(ng-Of) и [Ду,)]=0 имеем: 
°=ІУІУ,)][£,(у,)Г -Ly-X1-I lvco, но согласно теореме 2 в MK(X00) нет нильпо- 
тентных элементов, поэтому [у.-Х,-Ij=O. Так как С|+...+еш=1 и хе,=у,е„ име-

т w
ем. А-хеі+...+хе,„=у|С|+...+утеш=УдХ( •1+(уг-Х,-1))с,= уХ ,е; + (у, -Х,-1)е„

і=і 1=1 1=1
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но -X r I №  X  [уі ~к‘ 11 М=0=> W=
/=1

где по построению

Ук> 1: только одно значение е,Ц)=1^0, что равносильно утверждению теоре
мы. ►

Следствие. Для любого К  все идемпотенты в МК(х„) имеют вид [еJ, где 
е -  последовательность нулей и единиц.

◄ е2=е<=>е(е-1)=0. Так как К -  поле разложения полинома х(х-1), имею
щего в нем 2 корня х=0 ил-1, то, применяя теорему 3, получаем требуемое. ► 

Выражаю благодарность профессору Я.В. Радыно за обсуждение резуль
татов.
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УДК 517.925

А.В. ЧИЧУРИН

К ПРОБЛЕМЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОТОБРАЖЕНИЙ 
МЕЖДУ КЛАССАМИ УРАВНЕНИЙ ШАЗИ 
И УРАВНЕНИЯМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Chazy nonlinear differential equation of the third order with coefficients depending on six pa
rameters is considered. Coefficient conditions of the Chazy equation witch has two-parametric fam
ily of solutions are obtained.

Исследуя уравнение
6f/ў XT'

у = Z_ V  (у ~ a 'k ^ y " ~ + Ak (у’ ~ a 'k )3 + Bk (у ~ a 'k + Ck (у ~ a 'k)+ Dy" +
V -  a.

6 6 17 —_ .
+E y ' + Y l i y - O i) Z — —  Ui *  aj(i> j  = 1.6; i * j ) ) .

(I)

~  У -  ak
Шази показал [1], что некоторые случаи вырождения уравнения (1) являют
ся уравнениями Пенлеве, и, следовательно, уравнение (1) может быть рас
смотрено как существенно новое [2]. В [3] приведена система (Si)-(Se), со
стоящая из 32 уравнений и представляющая собой необходимые и доста
точные условия принадлежности уравнения (1) к P-типу. Покажем, что при 
некоторых коэффициентных соотношениях данное уравнение имеет двух
параметрическое семейство решений, представляющее собой решение не
которого уравнения второго порядка, при этом полагаем, что коэффициен
ты уравнения (1) удовлетворяют системе (S1)-(SV).

Преобразуем уравнение (1)
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