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УДК 517.977

H N. KOBАЛЕНОК

ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В КЛАССЕ 
РЕЛЕЙНЫХ УПРАВЛЕНИЙ

An optimal control problem with bang-bang controller is under coneideralion. We obtain the 
optimality condition and optimization algorithm based on taking into account specific features of 
the controller.

В приложениях управляющие воздействия создаются специальными 
техническими устройствами (регуляторами), обладающими теми или ины­
ми особенностями. В общей теории оптимального управления учесть все 
специфические свойства регуляторов нс всегда удается, поэтому нужны 
специальные методы, адаптированные к их особенностям. Простейшими, 
но широко распространенными на практике являются релейные регулято­
ры. Их управляющие воздействия могут принимать только конечное мно­
жество значений (как правило, два). Формально теория оптимального уп­
равления в классе релейных регуляторов включается в общую теорию оп­
тимального управления, опирающуюся на принцип максимума Понтрягина 
[1]. В данной работе релейные регуляторы выбраны в качестве первого 
примера, на котором демонстрируется новый метод, учитывающий их спе­
цифику. В дальнейшем предлагаемый метод будет обобщен на другие типы 
регуляторов, которые уже нс укладываются в рамки общих теорий.

Принцип работы регулятора состоит в следующем: па его вход подается 
сигнал /(f), f>0, -  функция переключения, на выходе получается управляю­
щее воздействие u(r), f>0, вида M(Z)=Lsign/(f), f>0. Далее считаем L - 1.

Попятно, что релейное управление n(f), f>0, однозначно задается значе­
нием M(O)=Iim u(t), fjO, и моментами переключения fb t->, ...(u(t,)=0). Если 
значение м(0) зафиксировать, то управление будет определяться вектором 
управляющих параметров t=(f|, ь, ...). Далее будем рассматривать конеч­
ный промежуток управления Г=[0, f*|, разбитый па части точками 
fi,f2, ..., f,„ и управление с конечномерным вектором т=(о, . . . , tr)eQ p, где 
Q,,= {t:0=fo<f|<f2<...<f/,<f;)+i=f*). Множество релейных управлений, соот­
ветствующих векторам те Q,,, обозначим через U1,. Управление 
н(-)=(н(0> D e Up и порождающий его вектор TeQ,, назовем доступными.

I. В классе Up релейных управлений рассмотрим терминальную задачу 
оптимального управления:

c'x(t*) —» max, к = A x + bu, д(0) = л0, Gx(t*) = g, u{-)eU.,, р е  N. (I)
и. р '
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Используя формулу Коши [2] и релейность управления, запишем задачу (1) 
в параметрической форме:

г '•*'
/ 0(т, U j = U0Y  Г (-1)*с(/)А ,—> m ax, и0 е {-1, 1}, те  Q , р е  N, (2) 

TTol р

р Ik* I
/(X, H0) = U0Y 1 J (-1 )kz(t)dt = g -G E (t* )x0,

к =О I1

где c(t) = c 'F (t* )F '\t)b , z(t) = GF(t*)F~'(t)b , F: F=AFt F(O)=E.
2. Пусть u(-) — доступное управление с вектором т. На одном из отрезков 

[r„ /,+i], i=0,p, выберем произвольный момент £,е ]f„ f,+i[ и построим дос­
тупное управление и (•) с вектором

X = Т ( £ , . )  =  ( / 0 + A f 11......... / , . + А т ,  S . - A S , ,  S , + AS,-, V  +  Aflt l , f(lt, + A / ()łl),

где Дго>0; AS,>0, Art , & = 1, /г, Агр+|<0 -  произвольные достаточно малые по 
модулю величины. Подсчитаем значения критерия качества и функции ос­
новных ограничений задачи (2) на векторе х и оставим только члены, ли­
нейные относительно приращений. Введем обозначения: w -  невязка,

A x  =  A x ( S 1) =  ( A f 0 ; A V  к = Ip-, A f p t l ; A S 1),

/ = (-c(f„); 2(-1 )k+'c(tk), к = \Гр\ (-D pC(Vl); 4 (- iy +1 C(S1)K ,

D = (-z(f„); 2 (-l) i+,z(f*), * = Г р ; (-D pZ(V1); 4 (-l) '+1 z(S,))«0-
В результате получим линеаризацию задачи (2):

I 'At —» max, DAx = w, 0 < Af0 < f, -  f0, tp -  f , < Af , < 0,
ДІ ____  _  О )

0<A S,<S*, V i K  - * = 1. P’, и0е{-1,1}, T e Q llt2.
3. Лемма. Если u°(■) -  оптимальное управление задачи (1), то при любом 

S,e T вектор Axu=O -  оптимальный план задачи (3).
Введем функцию v)i'(t)=(c'-v'G)F(t*)F~\t), teT, -  решение сопряженной 

системы Ijf=-A V , v|/(f*)=c-G'v, где F(t) -  матрица решений системы
F=AF, F(O)=E; V -  оптимальный вектор потенциалов задачи (2). Назовем 
функцию A(f)=ij/'(fK Т, коуправлением. Используя лемму и критерий оп­
тимальности [3], можем доказать

Принцип максимума. Допустимое управление u(t), teT, задачи (1) оп­
тимально тогда и только тогда, когда оно имеет вид

M(0=signA(f), te Т.
4. А л г о р и т м .  А). Выберем натуральное N> m и решим методом [3]
J(u) = cx(t*) — > max, х = Ax + bu, х(0) = х0, Gx(t*) = g, \ u(t) |< I, f е Т, (4)

U

в классе дискретных управлений [4]. Если решение (4) идентифицировало 
структуру оптимального управления (1), т. е. количество нулей функций

( t  + n /i

A0 (f), t e T  ,и  A \(kh)=  J A "(t)dt/h, k = I, N - 1; A’ (t) = \\i'(t)b одинаково,
Wi

и SignAu(fn) = signA0(f0) (исключим случай, когда A°(f0) = 0, A0(f0) = 0 ), то 
переходим к процедуре доводки (В). В противном случае, увеличив N, ре­
шим задачу (4).
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Определение. Точку tk -k h  назовем нулем коуправления A°{t), teT h= 
= {0, /і, . .. , (A -1)/t}, если Aj (г* -  A)A° (thk) < О, Д®(/*) * 0.

Б). По оптимальному дискретному управлению u°(t), te  Th, построим 
релейное управление u\t), teT. Для этого каждый нуль tk коуправления 
Д”(/), te Th, с \ulXt-И )\ф \ заменим на точку tk =t'i +(u°(tk - h ) - l ) h / 2  . Но­
вые точки вместе с оставшимися нулями коуправления Д° (/), te Th, возьмем 
в качестве начального приближения г1 -  вектора управляющих параметров 
для процедуры доводки [3]. Другой способ построения начального прибли­
жения -  составить вектор г' из нулей A*(r), te Т.

Процедура доводки состоит в решении методом Ньютона системы А(Ц-)=0, 
к=1,р\ J{x,u0)=g относительно v, th к=1,р. При Д (д )^ 0 , к -1 ,р ,  матрица 
Якоби системы неособая. Начиная с приближения т1, построим 3-5 итера­
ций. Если при этом не обнаруживается сходимость метода или происходит
слипание* точек tk, к= \,р , то перейдем или к А), увеличив N, или к В). В 
противном случае построим решение т° задачи (1) с требуемой точностью.

В). Решим задачу (3) на доступном управлении н‘(-) с вектором т1 и не­
вязкой и'1. По полученному решению At1 построим новое приближение т2= 
=T1-I-BAt1, 0>О. Е сли на нем и векторе V1 выполнено неравенство/о(т2, M0H vVx 
хДт2, м0)</о(т‘, моМ у^Д т1, M0) [5], то решим (3) с вектором т2 и невязкой w2. 
Построив 3-5 приближений, перейдем к процедуре доводки Б) с начальным 
приближением т3-5. В противном случае возвращаемся к А), увеличив N.
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОМЕХОЙ 
В ЗАДАЧЕ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ НА ПЛОСКОСТИ

The problem is considered in the class of bounded inertial controls. The example is the problem 
with fifth-order dynamic system.

Рассмотрим на плоскости задачу самонаведения объекта О на цель Ц 
(О и Ц -  материальные точки) методом пропорционального наведения, при 
котором угловая скорость вращения вектора линейной скорости объекта 
пропорциональна угловой скорости вращения вектора дальности О -  Ц. 
Сделаем следующие допущения: Ц движется прямолинейно и равномерно и

Две точки r„ ti+] считаются слипшимися, если целая часть [г,/е] равна целой части [г,+1/е].
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