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В.К. АХРАМЕНКА

НЕАБХОДНАЯ УМОВА ЦЭНТРА ДЛЯ АДНОЙ Л3-СІСТЭМЫ Ў 
ВЫПАДКУ СКЛАДАНАГА АСАБЛІВАГА ПУНКТА

A system of two differential equations for which the origin of coordinates is a special mono­
dramy point is considered. Necessary condition for the centre is abtained.

Будзем разглядаць сістэму дыферэнцыяльных раўнанняў
Иг “

= *2у + Ьху' + (2а + 1)у5 + ^ ( Ь кхук*2 + а , у ' + 5 ),
dt

- -  = ~(а + 1)*3 -  аху2 -  ск ухк+2,
dt  t t

( I )
для якой пры а>0 пачатак каардьшатаў ёсць манадромны асаблівы пункт. 
Сістэма (1) -  тэта нармальная форма (24) з [1J для Л3-сістэмы. Неабходную 
ўмову цэнтра атрымаем, выкарыстоўваючы метад А. Садоўскага [2].

Пераходзім у (1) да палярных каардынатаў x=rcoscp, y=rsin(p, а пасля за­
мены T=T1Coscp прыходзім да дыферэнцыяльнага раўнання

ф)г*.
dtp Tl

(2)

2а +1
/ ,  ( Ф )  = ---------— tg tp ,  / : ( Ф )  =  -

s i n "  ср
, - (с , COS3 ф  -  £>(а +  I) c o s 3 (psin Ф -  ab s in 5 cp),

a + 1 ‘ (а + 1)"С05ф
Уз (cp) = (a + l)“3 cos4 фвіп2 ф(-а(а + l)(2a + 1) sin5 ф - b ta(a + Псовфьт4 ср-

-(а  + l)2(2a + l)cos2 фэіп3 ф -  (a + I)2bt cos3 фзіп2 ф + (a + 1)с2 cos5 ф +

+ab2 sin7 ф + (a + 1)b2 cos2 фвіп5 ф + (a - 1)bc] cos3 фзіп4 ф +

+(a + 1)йс, cos5 фвіп2 ф -  с2 cos6 фзіп ф + (a + 1)с2 cos7 ф).

Будзем разглядаць развязак раўнання (2) пры ўмове T1(O)=C, дзе с -  адволь- 
ны дастаткова малы дадатны лік, прычым т(0)=с. Тэты развязак знаходзім, 
зыходзячы з інтэграла Дзюлака [3, с. 48]

C O S 1 ф = с. (O) = O, (3)

дзе y=(2a+l)/(a+1), 1<у<2. Для атрымання першай умовы цэнтра дастаткова 
абмежавацца дзвюма функцыямі ^Дф), £2(ф), якія знаходзяцца з сістэмы

'ФІ8 , ( ф )  =  - C O S y ф | / 2 ( x)cos~Y Tdx,  g 2(Ф )  =  ^ , 2 ( Ф )  - C O S 2 y ф | / 3 ( t ) c o s  2т TdT.  (4)
O

; л я  В Ы Л І Ч Э Н Н Я  І Н І  

Si (arccos сі,2у) = ■

Пасля вылічэння інтэгралаў з (4) і замены созф=с|/:у атрымаем
ab

(а + 1)(2о + 1) (2 a + l)(2a + 3)
26(q + l ) ( 2 a - l ) ^,/2 + b ( a - 1) „т +

а +1

g2 (arccos cW2y) =
а(а + 1)(2а + 1)2 -  ab2

2(а + 1)"(2а + 1) (2а + 1) (2а + 3)
Aab (2а-X) |/2

с +.
(5)

3 (3) на падставе тэарэмы пра няяўную функцию і з улікам замены г = г ,^ ф
маем
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г  -  с (V+1J/2Y [1 -
a b иг  . , 2 Ъ ( а  +  \ ) ( 2 а - \ )  , 

с  +  у--------------------------------- 1-
( а  +  1)(2а + 1) ( 2 а  + 1)(2а  + 3 )

( 4 а 2 + а )Ь '  -  ( а 2 + а ) ( 2 а  + 1)"
— )с + ...].

(6)

2(а +1)2 (2а + 1)2
Пры даследаванні акругі г =0, ф=я/2 пасля пераходу да палярных каар- 

дынатаў у сістэме (1) зробім замену
cos(p = pcos0, г = psin 0, 0е(О ;л/2], (7)

адкуль прыходзім да дыферэнцыяльнага раўнання

^  = 5 > * (0)р*, p(n/2) = s, (8)
ClU * = ]

дзе S -  адволыіы дадатны лік, прычым r(n/2)=s,
, . (а +  H c o s O-I-Zt c o s 2 0 sin 0 , sin0cos0(flZ?. cos0 + a a ,  sin0)
/г, ( 0 )  — --------------------------------------------------------------, H1 ( 0 )  = ----------------------------------!-------------------------- : ----------,

sin0(2a + I + bcosOsin 0) ‘ (2a + l + £>cos0sin0)‘

/г,(0) = (la  + 1 + bcosOsinO)"^/?^ -  1)(2a + l)cos8 0 + (8a3 +4a1 -  Ib' -  ab2 +

+la -  l)cos7 0sin 0 + b(4a‘ -  b2 -  (la + 1)(3 + ab + —b + —ab.) -  ljcos6 0sin2 0 +2 2
+(ab2 + (la + 1)(4h2 -  Ib2 -  aa, - 4  a -  3 )-b 2(ab + —ab, + a + —b -  2)) cos' 0sin’ 0 +2 '  2

„ I , 1+(IaaJ)i -  (5ab + 4b + ab' + —b + —abb2 + ab2)(la + 1) -  b(l + 4a + aa2 +

+/t " ) ) c o s j Osin4 0 +  (a(a't +  b2) - (la +  1)(3 +  4 a 2 + b2 + Iaa2 +  8 a )  -  

-b(4ab + Ib + ab2))cos’ 0sin5 0 + (Iaapi -  (ab, + 4ab + lb)(la + 1) -  

-b(aa2 + (la + I)2))cos2 0sin6 0 + (aa2 -  (la  + 1 )(aa2 + (la + l)2 ))cos0sin7 0]. 
Заменаю

ab cos21
P  =  P l S i n  l/Y0exp[ J  /г(т)с/т], /г(т) = -

(2 а  + l)(2a + 1 + b c o s  xsin х)
атрымаем развязак раўнання (8)

о

р = sin4/Y 0exp[ I /г(т)£/т]^5 + V2 (0)s2 + v3(0).s3 -K..J,
* л/2

v; (n/2) = 0, 0е[О(),я/2], О<0о < д /2 , р(я/2)=$,
О т

v2(0)= I s i n 1/Y т/і.(т)ехр[ Г h ( t ) d t ] d x ,
л/2 я/2

(1 т
V3 (O ) = v22 ( 0 ) +  J  sin“2/Yх/г,(х)ехр[2 f h ( t )d t ] d x .

л/2 л/2

Калі 0е (0, 0„] 0<00<л/2, то ў (8) робім замену
о

р = vvexp[J h (x )d x ] ,  v = sin 0,
O0

якая прыводзіць да раўнання

V——— = ——w — H , ( v ) W г - H , ( v ) w 3 
d v  у

(9)

( 10)

( И )
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, ,  / N w/г, (a rcs in  w) , , ,  ч w/г,(a rcs in  v) jlT "Я ,(w) = ----- . ехр[ Г /і(т)Рт], Я ,(w) = ------------- . - exp[2 [ h ( i ) d z ] .
Vl-W 2 0J„ V l - w 2 i

Развязак раўнання (11) пры ўмове Vw(SinB0)=J1, дзе J 1=P(B0) з (9), знойдзем з 
інтэграла Дзюлака

OO 0(»
wvUv[l + (v)vv* ] =ехр[ J /z(t)c/t][ j  + V2(B0)J2 + V3(B0)J3 + ...], (12)

Tl1(W) = Wuv J

A = I
і'

I/Y Г ^-(1 + 1/У)і J„2/у f  т -(І + 2/у) Я 3 (T)rfT.т ' - " Н 2 (т)сіт,  Л2( )̂ = ЛГСт̂ ) + W
SinOll S i n O 0

Улічваючы, што пасля пераходу да паляриых каардынатаў раўнанні (3), 
дзе / =T1Coscp, і (12) вызначаюць кавалкі адной і той самай траекторыі сістэ- 
мы (1), знойдзем сувязь паміж с і j. Ca стасункаў (7), (IG) пры coscp=c1/2v 
маем

о
р = (cUv + r2)l/2, v = sinB = r/p, іу = рехр[|-/г(т)<7т]. (13)

3 (6) i (13) вынікае

p = cU2v(l + — c  -
ah

- с 3' 2 + ...), v = c u2( l - -
a b

+

2 (a + l)(2a + 1) (a + l)(2a + l)
4a3 (2b1 + 1 lb -  24) + Ia 1 ( lb 2 + 2 b -  34) + a(3b2 - 12b -  23)

-cU2 +

vv

2(1 + a ) 2 ( \  + 2a)2 (3 + 2 a )

a b  ,,, I a b 2 ( 5 a 2 + 4a + l)
—(I---------------------
2 (a + l)(2a + l)

c + ...),

= exp[ J /i(t)c7t]c i/2v[1 + u u  ^ 2 Cm  + ^ ( l -  '" ^ 4j O c + ...].
a (2a + l)‘

Знаходзячы расклады Tj1(V), Tj2(W), карыстаемся формулаю Тэйлара. Маем
n1(w) = wl/v[G2(w)- G 2(SinB0)],

G 2 (W) =
a(2a + \)bi 

( 2 а  + 1)~(3а + 1)

U к
ехр[| /?(t)c/t]v<2"1/v> + | т ' п+|/у)Я2(Я 2(т))с/т.

Пасля падстаўлення раскладаў w, vw, Ti1(W), T|2(v) у (12) з атрыманай роўнасці 
на падставе тэарэмы пра пяяўную функцыю метадам нявызначаных каэфі- 
цыентаў прыходзім да стасунку

(14)
я/2

J  = p ,cUv+ p ,c 2/v+ p 3c(v+,)/v+ ...,
я/2 я/2

P1 =ехр[ J /z(t)c/t], р2 = G,(l)exp[ J" Ь(т)с1т+ J /і(т)с/т], U3 =Gexp[ J Іі(т)сіт],
O O O  O

3 + 6аА + 16а5 -4b(3a  -  a2 - I l a 3)
G  =

2(1 + й)(1 + 2а)3(3 + 2а)
Вывучэнне траекторыі /-(ср) у другім квадранце пры ўмовах r(n/2)-s, 

г ( п ) = с  зводзім да псршага квадранта заменаю (р—»я-ф, што раўназначна 
замене каэфіцыентаў b-+-b, bk-^ -b k, ск-+ (-\)к+[ск у сістэме (1). Выкарыс- 
тоўваючы вынікі з першага квадранта, з (14) атрымаем

j  =  P1C 1l/v + P2C 2/v +  p3ć (v+l)/v + .... (15)
дзе P1, р2, р3 ёсць вынік адпаведных заменаў каэфіцыентаў у P 1, р2, р3. 
Прыраўноўваючы правыя часткі з (14) і (15), атрымаем раўнанне, з якога 
знаходзім
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с =X1c + X2c0+i/y) + X 3C 2 + ..., (16)

71 Я U0 п

X1 = ехр[у|/г(х)<г/х], X, = уехр[у|/і(х)^х ][G2(l)exp[J*/г(х)^/х + J/i(x)rfx]-
0  О О (1

°r >! _ *
-G 2(l)expfj /г(х)с/т]], X1 =уехр[у|/г(х)^х ][G-Gexp[yJ/j(x)dT ]].

I) 0 0
Разглядаючы г(ф) у трэцім квадранце пры г(Зя/2)=У, г(я)= с, зробім 

замену ф—>я+ф, што адпавядае замене ў (1) каэфіцыентаў а*—>(-1)*аь 
bk-A(l)k+lbk, b—>-b, су—>(-1)*с*. У такім разе маем

J  = P1F wy+ p 2F2/Y+ p 3F Y+l,'Y + ..., (17)

дзе JX1, Ц2, р 3 ёсць вынік адпаведных заменаў каэфіцыентаў у р ь р2, р3.
Разглядаючы г (ф) у чацвёртым квадранце пры г(2я)= с, зробім замену 

ф—>2я-ф, што раўназначна замене ў (1) ак—>(-1)как, Ьк—>(\)кЬк, ск—> -с к. У 
гэтым выпадку

J  =  P 1C1/Y + P 2F wy +  p 3c (Y+1)/Y + ( 1 8 )

дзе P1, р 2, P3 ёсць вынік адпаведных заменаў каэфіцыентаў у рь p2t р3. 
Прыраўноўваючы правыя часткі з (17) i (18), атрымаем

с =X,J + X2c(1+Wy) +X3J 2 + ..., (19)

_ « __ Tl —

X1 = e x p [-y |/ 2 (x)rfx], X2 = у ехр[—y j h(z)dz ][G2(1)ехр[J /з(х)с/х] —

"О _ л
-G 2(l)exp[|X(x)c/x]], X3 = уехр[-у|/г(х)с?х ] G -G exp

л

-у/Л(х)аГх

U О я

Падстаўляючы с з (16) у (19), выразім с праз с.
За+ 2

C=C — с 2а+1 expfj" /і(х)е?х]
о

2(2а + 1) 

а +1

} а(а. sin0 + & cos0)cos0 . r ab c cos2 zdz ,—- 1 2 3---------- 1------ -— — sin2" 1 Bexpf---------- I-------------------------]rf0
■ (2a + 1 + bcosBsinB)' 2a +1 * 2a +1 + bcosxsinx

+ . . .  .

3 апошняй роўнасці вынікае
Тэарэма. Калі для сістэмы (1) пачатак каардынатаў ёсць цэнтр, то
C (a. sinB + Z?, cos0)cos9 . Удт ^ r ßb } cos2 Tclz ,

— ------------1------- ------—sin2a+ Bexpf---------- ---------------------------- WB = B.
• (2a + 1 + Z?cosBsinB) 2a + l" 2a + l + Z?cosxsinx
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