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гов неравенств (8) и (9) для М к(0 в нормах пространств VV:"'~4~2'(?) и W2"‘~2~2‘(t),
интерполяционных неравенств (10) и леммы Гронуолла выводятся неравен­
ства

т -2' ,Г< л  i
L - S  III A  (OHIIm-I+ S Ia

J=о*=1 1(2ш-4-2/)(0)
C9 >0,

которые означают, что veE", так как уже veE"  Используя этот факт, нера­
венства (8) -  (10) и лемму Гронуолла, аналогично можно вывести неравенства

4.Л i i ... V u e E 1", с10 > 0
Ю.ш

(13)

где IIHIIo.,,, -  эрмитовы нормы гильбертовых пространств Из неравенств 
(13) следует, что вышеиайдеиное решение иеЕ". Попутно отсюда индукцией 
по т находим, что

, I = C A i i 4 - C 1S e  Em VSe F1", т — 1, 2....... (14)
Замечание. Тем же способом утверждение теоремы 1 (возможно, с боль­

шими Со(т)) и методом продолжения по параметру утверждение теоремы 2 
распространяются на уравнения с младшими частями

'"-I ак,,
Cn,(t)u + S w 1H r  = / ,  f€ ]0 , Т[, ш = 1, 2......

km 0 dt
если Bi (I)S L„(]0, Т[, £ { w 2'"-[~2k(t), н )) ,  0 < к < т - \ .
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С У Щ Е С Т В Е Н Н Ы Е  С П Е К Т Р Ы  Ф Р Е Д Г О Л Ь М А , В Е Й Л Я  И  Б Р А У Д Е Р А  
О П Е Р А Т О Р О В  В З В Е Ш Е Н Н О Г О  С Д В И Г А

In this paper the essential spectra of weighted shift operators are investigated in Banach algebra 
B(Ii). For this operator four cases are considered and, depending on cases, submissions for essential 
spectra are received.

В работе исследуется проблема нахождения существенных спектров 
Фредгольма, Вейля и Браудера оператора взвешенного сдвига в банаховой 
алгебре ограниченных линейных операторов B(Ii).

Рассмотрим линейный ограниченный оператор взвешенного сдвига Т, за­
даваемый следующей формулой:

Т(хи х2, ...):=(0, Gfl-V,, а2х2, ...), x=(xk)e lu (1)
где (ак) -  последовательность весов такая, что акеС, sup{|nj: keN}<°°.

Исследования спектра, существенных спектров оператора, действующего 
на пространстве Ii, отличаются от случая операторов, определенных на Ip, 
1 <р<°°, так как банахово пространство Ii нерефлексивно.
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Рассмотрим следующие подмножества комплексной плоскости С, опре­
деляемые полуфредгольмовыми и фрсдгольмовыми характеристиками опе­
ратора T-Xl: Ф(T) :={ХеС: R(T - XI )  =R(T-Xf), пи\(Т-ХГ)<°°, def(7-X/)<°o), 
Фо(T) :={ЛеФ(7): іпс!(Г-Л/)=0}, В(7) :={ЛеФ()(71: проколотая окрестность 
точки X лежит в резольвентном множестве р(7)}, где nul(7'):=dim Кег(7'), 
def(7):=dim I1IR(T), md(T):=m\(T)-def(T).

Существенные спектры можно определять разными способами, одни из 
которых в определенном смысле упорядочивает изучаемые существенные 
спектры и связан с описанием различных фредгольмовых свойств оператора. 
Существенным спектром Фредгольма оператора Т, обозначенного через Cef(I), 
существенным спектром Вейля Cnt(T) и существенным спектром Браудера 
Ceh(T) называются подмножества, которые определяются следующим обра­
зом: с^(Т)'-С\Ф(Т), с ен(Т):-С\Фо(Т), c eh(T):=C\B(T). Очевидно, что рассмат­
риваемые существенные спектры удовлетворяют следующим включениям: 
c eJ(T)cicew(T)c:ceh('r)cic('T). (Подробнее об этих обозначениях и различных 
свойствах описанных множеств и спектров смотри, например, в работе [1].)

Будем говорить, что оператор T имеет левый обратный, который обозна­
чим через T если из Tx=O следует х=0, т. е. если T -  взаимно однозначное 
отображение I1 на область значений R(I). Будем различать следующие воз­
можности для R(T) и Г"1: I. R(T)=Iy II. R(T)tlu по R(T) =I1, III. R(T) tip, и со­
ответственно 1. 3 7’"1 и ограничен; 2. 3 Т~1 и неограничен; 3. Т~1 не сущест­
вует. Таким образом, каждый оператор попадает в один из девяти пспересе- 
кающихся классов, определяемых тремя возможностями для его области 
значений и его левого обратного. Состоянием оператора называются опи­
санные классы, которые обозначаются с помощью римских и арабских цифр 
рассмотренной классификации. Например, если оператор Te I, т. е. R(T)=I1, и 
7'еЗ, т. е. Г '1 не существует, тогда 7'е I3 и т. д. В таблице состояний Тейлора 
-  Халберга (см., подробнее работу [1]) фактически собраны теоремы, пока­
зывающие в общем случае, какие состояния для оператора и его сопряжен­
ного возможны при некоторых ограничениях на пространство, а какие -  нет. 
Для описания тонкой структуры спектра ограниченного линейного оператора 
из B(I1) воспользуемся свойствами “состояния оператора T-Xl". Для этого 
введем связанные с состояниями оператора спектральные подмножества. На­
пример, спектральное подмножество Пз(7) по определению означает II3(T):= 
= (X eC ^-A JeII3) и т. д. В общем случае спектр оператора, действующего в 
банаховом пространстве, содержит объединение следующих шести спектраль­
ных подмножеств: ct(73=I3(73u II3(73u III3(73u II2(73u III|(73u III2(73. Для иссле­
дования спектра оператора взвешенного сдвига T целесообразно в зависимо­
сти от последовательности весов Hii рассмотреть следующую классифика­
цию:

а) V k, apt0 и іпІ]сц|>0;
б) V к, apt0 и inf|<7i|=0;
в) 3 ар= 0 и число нулей среди весов ак конечно;
г) 3 ак=0 и число нулей среди весов ак бесконечно.
Отметим, что в работе [2] описана тонкая структура спектра оператора 

взвешенного сдвига в банаховом пространстве I1, когда множество {іпііші} 
отделено от нуля, -  это случай а), а в статье [3] вычислен аппроксимативно 
точечный спектр оператора взвешенного сдвига в гильбертовом пространст­
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ве I2. В работе [4] доказана теорема о связи существенных спектров Фред­
гольма, Вейля и Браудера с топкой структурой спектра оператора взвешен­
ного сдвига T из B(Ii) при различных условиях на веса ак. Для дальнейшего 
изучения существенных спектров нам понадобится следующая

Т ео р ем а  1 [4]. Пусть T -  ограниченный оператор взвешенного сдвига из 
B(Ii), задаваемый формулой (1). Тогда для существенных спектров Фред­
гольма, Вейля и Браудера оператора T справедливы следующие равенства в 
терминах спектральных подмножеств:

1. Если веса удовлетворяют условию г), то ст1:/(7)=112(7)иШ 3(7), если веса 
удовлетворяют вариантам а), б) и в) при inf{|n„|: н>Т+1)>0, то Oej(T)= 
=II2(7)u III2(7), если веса удовлетворяют варианту в) при inf(|ö„|: п>к+1} =0, 
то CTfZ(T)=B2(T)UlII2(T)UlII3(T), где ак -  последний нулевой вес.

2. Если веса удовлетворяют условию г), то CTfll(T)=CTfll(T)= II2(T)UlII3(T), 
если условию б), то CTfll,(T)=Oeh(T)= II2(T)UlII2(T), если условию а), то CTflf(T)= 
=CTf,,(T)=II2(T)uIlIi(T)uIII2(T), если условию в), то CTfll(T)=CTfb(T)= 
=Ii2(T)Ui i i1(T)UIII2(T)UIII3(T).

Известно [2], что спектр оператора взвешенного сдвига T из B(Ii) есть 
замкнутый круг, т. е. ct(7)={Xg C: |Х|<г0), где спектральный радиус га, вы­
числяемый так же, как в случае гильбертова пространства I2 (см. пример 
№ 77 в [5]), равен:

ra= Iim (||7*||)|Д= Iim ( sup |«m...a„1+*_,|)l/*.
*-»“ *-»“ Ш>1

Л е м м а  1. Пусть T -  оператор взвешенного сдвига из B(Ii), задаваемый 
формулой (1). Если веса ак удовлетворяют условиям б) и г), то Oej(T)= 
=оп.(Т)=оеЬ('Г)=о(Т)= (Xe С: |Х|<гп).

Доказательство. Эти равенства следуют из теоремы 1 и из представления 
для спектра оператора взвешенного сдвига ct(7)=II2(7)u IIIi(7)u III2(7)u III3(7). В 
случае когда веса удовлетворяют условию г), для доказательства использу­
ется лемма 3 работы [4], в которой показано, что спектральные подмножест­
ва Ш|(7) и III2(T) пустые. Если веса удовлетворяют условию б), то исполь­
зуются леммы 1 и 2 статьи [4], в которой показано, что спектральные под­
множества IIIi(T) и III3(T) пустые.

Л е м м а  2. Пусть T -  оператор взвешенного сдвига из B(Ii), задаваемый 
формулой (1). Пусть веса ак удовлетворяют условию в), тогда:

1. Для существенного спектра Фредгольма справедливы следующие ра­
венства: если inf{|a„|: /;>Т+1}>0, где ак -  последний нулевой вес, то Oej(T)= 
={Xg C: г2<|Х|<г0}, а если inf{|ö„|:/;>£+l}=0, то oeJ(T)=(XeC: r2<|X|<rCT}u{0}.

2. Для существенных спектров Вейля и Браудера справедливо равенство 
CTflf(T)=CTfb(T)=CT(T)= ( XeС: |Х|<га), где

/•2=sup ( inf \ат ... пш+/,-іІ)І/", (2)
„>1 '»г/+2

а)=тах (Т>1: гд=0}.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1 и представления для спектра операто­

ра Т, а также из леммы 2 работы [4] получаем, что если inf{|a„|: п>к+\ }>0, то 
CTfZ(T)=CT(T)V(III1(T)UlO)I, а если inf(|aj: /;>А:+1}=0, то CTfZ(T)=CT(T)VlII1(T) и, 
кроме того, CTflf(T)=CTfb(T)=CT(T). Опишем спектральное подмножество III1(T). 
Из диаграммы состояний Тейлора -  Халберга для спектра ограниченного 
оператора на комплексном банаховом пространстве (см., например, рис. 1.2 
в [1]) следует, что Xg HI1(T) равносильно тому, что XGl3(Ty), где T ' : Ii —> Ii -
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оператор, сопряженный к оператору T и задаваемый следующей формулой: 
Г (X1, х2, ...):= (а)Х2, а2х3, •••)•

Рассмотрим множество состояний III(T). Условие /\.е 111(7") равносильно 
тому, что Xg 3(T'). Нетрудно видеть, что Og аДТ'), т. е. OeЗ(Т'). Рассмотрим 
равенство (T-XZ)x=0 для Х*0. которое можно записать в виде: йіХ2-Ххі=0, 
O2X3-Ax2=O,.... Из этих равенств следует, что если O7= 0, где )=тах{Х>1: Oi=O), 
то Xk=O для \<k<j. Пусть xj+\=tßC, тогда x7+2=(X/a7+i)£, х7+3=(Х2/(я7+ ia/+2))£, ..., 
xk=(kk~J~]/(aj+i...ak-]))£„ k>.j+2. Таким образом, для вектора х, являющегося 
формальным решением уравнения (T-XZ)X=O, получено представление сле­
дующего вида: х=(0, ..., О, (Х/а7+,)£;, ..., (Х^_1/(о7+1...аА._O)^, ...). Для того 
чтобы вектор XG Ker(T-XZ), необходимо и достаточно, чтобы XG Z00, т. е. 
sup(|X|i"-,_I/|o7+i...oi_i|)<oo, а это неравенство равносильно тому, что

|Х|< Iim inf \aj+\...ak_\[lk.
к —><» к> j +2

Рассмотрим теперь подмножество состояний IIIi(T). Пусть Х*0 и Xg III(T). 
Условие Xg I(T) равносильно тому, что Xg Z(T), или, другими словами, ZZ(T-XZ)=Z00. Для вектора х=(хьх2, ...) обозначим TV7-(x)=(xi, ...х,, О, 0, ...) -  про­
ектор на подпространство с первыми ненулевыми координатами. Так как Z00=Tr7(Z00)S(Z-Trj)(Zo0), то условие T(T-XZ)=Z00 равносильно следующим двум 
равенствам:

Try(Z00)=Tr7 (T(r-XZ)), (3)
(Z-Tr)(Z00)=(Z-Tr7)(T(T-XZ))1 (4)

Рассмотрим равенство (3), которое представляет собой систему: й)Х2-Хх|= 
=Уі, а2х3-Хх2=у2, ..., а7-|Х7-Хх7_)=у7_1, -Ax7=V7, так как вес O7-=O. Эта система ха­
рактеризуется матрицей с ненулевым определителем и, таким образом, ра­
венство (3) справедливо. Что касается изучения соотношения (4), то для 
удобства сделаем переиндексацию, заменим (I +j) на 1. Тогда равенство (4) 
запишется в виде: T(T-XZ)=Z00 и будет равносильно системе вида: O1X2-Xx1=Vi, 
о2х3-Хх2=у2, ..., ак-\хк- \ х к_]=ук-\, .... Пусть Xt=^eC, тогда X2=(Xlal) ^ y J a u 
х3=(Х2/(аіа2))Е,+((Х/(оі02))уі+(1/о2)у2), ... и координата хк имеет следующее

к
представление: хк=(Кк1(аи ..ак_\)%+ V ---- -------- y,_i. Перепишем эти равен-/ -2 a i- \ "a k - \

ства в векторном виде х=х°+г(у), где х^=(Кк1(аи ..ак_ |))^, а 
к Х̂ ~1

Z;-Cv)= V -------------. Так как Xg III(T), то X0GZoo и условие T(T-XZ)=Z00 <=>
i=2 a i - \ - a k - \  

к
z(y)sleo <=> sup I ^ ---- -------- 1<°°. Возвращая старые индексы, получаем окон-

к>2 i=2 a i - \ ' " ak - \
к y k - i

чательное условие, когда вектор z(y)£l~'- sup -------------1<°°. Нетрудно
к>2+j j=2a i - i - " ak - \

видеть, что (O)GlII3(T). Можно показать, что если XlGlIIi(T), то X такое, что 
|X[<|X|I тоже лежит в спектральном подмножестве IIIi(T). Так как Ш|(7) -  от­
крытое множество (см. [1] или [2]), то спектральное подмножество IIIi(T) 
имеет вид:

IIIi(7)={Xg С: 0<|Х|<г2}, (5)
где r2=sup{|X|:XGlII|(T)}.
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Отметим, что в статье [2] для вычисления множества IIIi(T) используется 
минимальный модуль р(7), и в случае, когда среди весов нет пулей, это -  ус­
ловия а) и б), справедливо равенство T2=Sup{(р(Т'))l/H:n>l}. Обобщая это ра­
венство на случай, когда среди весов есть конечное число пулевых, это -  ус­
ловие в), получаем формулу (2) для г2. Из формул (5) и (2) следует необхо­
димое представление для множества IIIi(T) и, таким образом, для сущест­
венного спектра Cet(T).

Лемма 3. Пусть T -  оператор взвешенного сдвига из B(Ii), задаваемый 
формулой (1). Если веса ак удовлетворяют условию а), то тогда существен­
ный спектр Фредгольма равен c eJ(T)=(Tg С: г2'<|Я|<г0}, а существенные 
спектры Вейля и Браудера совпадают и равны Cm(T)=Ceh(T)-C(T )-[XeС: 
|Х|<та}, где

r2'=sup(inf |йш...а„1+(І_і|)І/л. (6)
/;>1 '"г2

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эти утверждения следуют из теоремы 1, представ­
ления для спектра оператора Т, а также из леммы 2 работы [2], в которой по­
казано, что спектральное подмножество ПЬ(Г) пустое. Таким образом, 
а(,Д7)=с(Л\ПІі(Т)> a c m(T^)=ceh(T)=c(T). Спектральное подмножество ШДТ) 
находится так же, как в лемме 2, с заменой г2 на г2 , определенной по форму­
ле (6). Из найденных формул для спектрального подмножества ШДТ) полу­
чаем искомое равенство для Cej(T).

C учетом теоремы 1 и лемм 1 -3 можно сформулировать основную теоре­
му о существенных спектрах Фредгольма, Вейля и Браудера для оператора 
взвешенного сдвига T из B(Ii).

Теорема 1. Пусть T -  оператор взвешенного сдвига из B(Ii), задаваемый 
формулой (1). Тогда для существенных спектров Фредгольма, Вейля и Брау­
дера справедливы следующие представления:

1. Если веса удовлетворяют условиям б) и г), то Cet(T)=Cm(T)=Ceh(T)= 
=[ХеС: |Х|<г0}, где га -  спектральный радиус оператора Т.

2. Если веса удовлетворяют условию а), то Cej(T)= {ТеС:г2'<|Х|<га ), 
с^и(Т)=а,./ХТ)={А.еС:|Л|</-а}, где г2 определяется по формуле (6).

3. Если веса удовлетворяют условию в) при inf{|a„|: н>А'+1}>0, где ак-  по­
следний нулевой вес, то с е](Т)=[ХеС\ г2<|А|<га}, a если inf{|n„|: п>к+ \ }=0, то 
Gy(T)= [XeC\r2<\X\<rG]u {0} и c m(T)=ceh(T)=[XeC:\X\<ra}, где г2 определяется 
по формуле (2).

В заключение отметим, что в работе [6] для оператора взвешенного сдви­
га со специальными весами, отделенными по модулю от пуля, найдена тон­
кая структура спектра оператора в банаховом пространстве Ip, а в
статье [7] подсчитан числовой радиус оператора левого взвешенного сдвига 
в гильбертовом пространстве I2- В работах [8], [9] получены формулы для 
нахождения существенных спектров различных классов ограниченных ли­
нейных операторов Чезаро, определенных на банаховом пространстве по­
следовательностей Ip, 1 <р<°°.
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Ю Г. РУЛИНСКИЙ

ПАРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

The article deals with sonic type of pair integral equations given on the finite segments. Using 
the Wiener -  Paley theorem, the equations are reduced to functional relations in the classes of entire 
functions of exponential type.

Пусть z=x+iy. Через Ea обозначим класс всех целых функций F(z) таких, 
что

|F(z)|£Ce“bl, F(.v)e +~).
По теореме Винера-Пэли [1] класс Ea совпадает с классом всех целых 
функций вида:

а

F(z)=  I  f ( t )  e'ud t , где f ( t ) e  L1 [-а ,а].
-а

По аналогии с Ea введем два класса целых функций экспоненциального типа: 
Е* , состоящий из всех целых функций Ф+(г ) , таких, что

O+(X)GL2C-00,+ 00), |Ф+(х+;у)|<М, у>0; \Ф+(х+іу)\<Ме~“у, у<0.
Е~ , состоящий из всех целых функций Ф'(г), таких, что

Ф“(х)е L:(-oo, +°°), |Ф"(х+('у)|<уУ, у<0; |0"(x+/y)|£/Ve“v, у>0.
Лемма 1. Не существует целой функции, отличной от нуля, которая од­

новременно принадлежит обоим классам Е* и Е~.
Доказательство леммы 1 основывается на теореме Лиувилля.

C помощью теоремы Винера -  Пэли и леммы 1 можно показать, что вер­
пы следующие две теоремы.

Теорема 1. Класс Е* совпадает с классом всех целых функций вида:
а

Ф* (z) = j  f  (t)e™d t, где / ( / ) e  L2 [0, a\. 
о

Теорема 2. Класс Ea совпадает с классом всех целых функций вида:
о

Ф”(г)= J f( t )e ‘:Jd t , где /(O e L2 [-а, 0].
-а

Рассмотрим парные однородные интегральные уравнения первого рода
<г;
j e '\p(t)dt = 0, 0 < х< а,
-а

(1)

а

I  е p(t)dt = 0, -а < х <  0, (2)
-а
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